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Streszczenie

W artykule przedstawiono algorytm do estymacji sktadowych impedancji,
wyznaczonych na podstawie sprobkowanych wartosci napig¢ zwigzanych
z ta impedancja oraz napigcia generatora zasilajacego uktad pomiarowy.
W celu wykorzystania algorytmu dopasowania do elipsy, do zredukowania
wymiaru macierzy danych wejSciowych, zastosowano analiz¢ gtéwnych
sktadowych. Uzyskane wyniki pordwnano z algorytmem dopasowania do
elipsy dla danych pierwotnych, nie uwzglgdniajacych ograniczenia wyni-
kajacego z pomiaru napigcia generatora.

Stowa kluczowe: algorytmy pomiarowe, analiza glownych sktadowych,
dopasowanie do elipsy, pomiary sktadowych impedancji.

Impedance component estimation algorithm
in a three-channel data acquisition system

Abstract

The paper presents an algorithm for estimating impedance components
that were determined on the basis of sampled voltages associated with this
impedance as well as a voltage of the signal generator feeding the measuring
system. Since all signal processing circuit elements introduce errors, a set
of N points described by equations (5) does not lie on the plane but it
creates a cloud in the 3-D space. To determine the parameters of the plane
(5b) on which the measurement results should be located, the principal
component analysis can be used [10]. In this method the data dimension is
reduced by searching for a plane which maximizes the variance of the data
collected in X. For sequences of the sampled signal values, the covariance
matrix of a sample (6) can be calculated. Then there are determined
eigenvalues 4; and eigenvectors a; of the covariance matrix C. A base of
the plane which is the best 2-D approximation of the data contained in X is
defined by the eigenvectors a; and a,. For the determined base of the
plane, the data can be transformed to the coordinate system defined by the
vectors a; and a, (8). The adjusted coordinate values of points in the
coordinate system Oxyz, are obtained after transformation (9). The first
two columns of this matrix are the input data for the ellipse-fit algorithm.
The results obtained with use of the principal component analysis were
compared with those from the ellipse-fit algorithm for raw data, without
taking into account constraints of the generator voltage measurement.
Properties of the proposed algorithm and particularly the influence of
incoherent sampling were examined with the Monte Carlo method. The
influence of incoherent sampling on the random characteristics of the
relative measurement error of impedance components is shown in Fig. 3 in
the form of histograms of error values of the module 3|Z| and the phase
angle d¢ of the impedance Z.

Keywords: measurement algorithms, principal component analysis, ellipse
fitting, measurement of impedance components.

1. Wprowadzenie

Zastosowanie uktadow pomiarowych z przetwarzaniem analo-
gowo-cyfrowym umozliwia wykorzystanie odpowiednich algo-
rytméw cyfrowego przetwarzania sprobkowanych sygnatow po-
miarowych do wyznaczenia wartosci sktadowych impedancji

[1-9]. Znanych jest wiele algorytméw przetwarzania stosowanych
przy zasilaniu mierzonej impedancji sinusoidalnym napigciem lub
pradem. Czgsto w takich przypadkach wykorzystuje si¢ algorytmy
dopasowania do sygnatéow sinusoidalnych zapisanych w postaci
parametrycznej lub uwiktanej. Dane wejsciowe do wyznaczenia
parametrow tych sygnatow uzyskuje si¢ w dwukanatowym ukta-
dzie akwizycji danych, w ktorym probkowane sa jednocze$nie
przebiegi napigcia na mierzonej impedancji oraz napigcia na
szeregowym oporniku wzorcowym - proporcjonalnego do pradu
ptynacego przez ta impedancje. W przypadku niekoherentnego
probkowania stosowany jest algorytm dopasowania do elipsy,
w ktorym estymowane parametry wyznacza si¢ z rownania krzy-
wej stozkowej, otrzymanej po wyeliminowaniu czasu z uktadu
rownan opisujacych napigcie u(¢) 1 prad i(f) na mierzonej impe-
dancji [7-9]. Jezeli

u@)=Uy+U, sin(wt+y,), (1a)

ity=1y+1,sin(at+y;), (1b)
gdzie: U,, [, oznaczaja skladowe stale przebiegow napigcia
i pradu, U,, I, — wartosci amplitud, a y,, w; — wartosci ich faz
poczatkowych,

to po wyeliminowaniu czasu ¢, uktad rownan (1), opisujacy elipsg,
mozna zapisaé¢ go w postaci rownania krzywej stozkowej

— Qi 2 =
U 7 U1 cos@p—sin“ =0 ,(2)

m-m

(M—Uojz+(i—10]2_2(M—U0)(i—[0)

m m
gdzie: ¢=y,-y; oznacza kat przesuni¢cia fazowego pomiedzy
napieciem a pradem.

Wystepujace w roéwnaniu (2) wartosci amplitud pradu /,, i na-
pigcia U, oraz cos@ moga by¢ wykorzystane do obliczenia warto-
$ci sktadowych impedancji.

Uktad pomiarowy zlozony z szeregowo potaczonej mierzonej
impedancji Z oraz rezystora wzorcowego Ry jest zasilany z gene-
ratora napigcia sinusoidalnego. Dla takiego obwodu mozna napi-
sa¢ rbwnanie napiec:

ug (1) =u(t) +R yi(t) . 3)

Rownanie (3) wprowadza dodatkowe ograniczenie na wartosci
sygnalow zwigzanych z mierzong impedancja Z, ktére mozna
wykorzysta¢ do zmniejszenia niepewno$ci zwigzanych z estymo-
wanymi sktadowymi impedancji. W tym celu nalezy uzupehic
uktad pomiarowy o dodatkowy tor akwizycji sygnatu generatora
ug(f). W kazdym z trzech kanatow uktadu akwizycji danych war-
tosci chwilowe napigé u(f), ug(t) oraz pradu i(f) sa przetwarzane
na ciggi wartosci sygnatow wyjsciowych przetwornikow a/c
{u(n)}, {ug(n)} oraz {i(n)}, wyznaczone w chwilach probkowania
n=0, 1, ..., N-1. W prezentowanej pracy przedstawiono dwustop-
niowy algorytm, wykorzystujacy dodatkowa informacje o prob-
kowanych sygnatach, zawarta w (3) oraz algorytm dopasowania
do elipsy oparty na réwnaniu krzywej stozkowej (2), do estymacji
sktadowych impedancji.

2. Algorytm dopasowania do ptaszczyzny

Roéwnaniom (2) oraz (3) opisujacym model pomiaru sktado-
wych impedancji mozna przypisa¢ interpretacj¢ geometryczng



(rys. 1). Biorgc pod uwagg, ze sygnaly zwigzane z impedancja Z
musza spetnia¢ jednoczesnie oba te rownania, zbior punktow

Pn(u(n):i(n)auG(n)):Pi(xiayi,zi)a (4)
otrzymanych w wyniku sprobkowania trzech napig¢ wystepuja-
cych w analizowanym obwodzie przedstawia elips¢ w trojwymia-

rowym uktadzie wspotrzednych kartezjanskich Oxyz, otrzymanag
w wyniku przeci¢cia walca eliptycznego

F(u,i,uG)zau2+bui+ci2+du+ei+g:0 (5a)

z plaszczyzna

G(u,i,ug)=Au+Bi+Cug +D=0. (5b)

Us

10

F(u,iu,)

G(u,iu,)

Rys. 1. Interpretacja geometryczna modelu pomiaru sktadowych impedancji
w trojkanatowym uktadzie akwizycji danych

Fig. 1. Geometric interpretation of the impedance component measurement
model in a three-channel data acquisition system

Poniewaz wszystkie elementy toru przetwarzania sygnatow, po-
czawszy od ukladow wstgpnego przetwarzania napigcia i pradu,
poprzez uktady probkujaco-pamietajace i przetworniki analogo-
wo-cyfrowe wprowadzaja bledy, zbior N punktéw opisanych
roéwnaniami (5) nie lezy na plaszczyznie ale tworzy chmure
w przestrzeni 3-wymiarowej. Do wyznaczenia parametrow plasz-
czyzny (5b), na ktorej powinny znajdowac si¢ wyniki pomiarow
mozna wykorzysta¢ analiz¢ glownych sktadowych [10]. W meto-
dzie tej redukuje si¢ wymiar przestrzeni danych, poszukujac
plaszczyzny maksymalizujacej wariancje wyjSciowe]j przestrzeni
danych.

Dla ciggéw sprobkowanych wartosci sygnatow, zebranych
w Nx3 wymiarowej macierzy danych X, mozna obliczy¢ macierz
kowariancji z proby:

C =ﬁ(x—%1NxNX)T(X—%1NxNX) eR™, (6)

14

gdzie: X= Do :[x y z], a 1y jest NxN wymiarowa
XN VN ZN

macierza jedynek.

Nastepnie wyznacza si¢ wartosci wlasne oraz wektory wlasne
macierzy kowariancji C:

A4 0 0
04 0|=ATCA, 42421, (7
0 0 4

gdzie: A =[a; a, a3] to 3x3 wymiarowa macierz kolumnowych

wektorow wlasnych a;, odpowiadajgcych wartosciom wiasnym A;.

Wartosci wlasne A, oraz A, odpowiadaja najwigkszej z mozli-
wych do przedstawienia na plaszczyznie wariancji danych wej-
$ciowych X. Poniewaz macierz kowariancji C jest z zalozenia
macierza rzeczywista i symetryczng, wektory wlasne odpowiada-
jace réoznym warto$ciom wlasnym sg ortogonalne. Dlatego wekto-
ry wlasne a; oraz a, definiujg baz¢ plaszczyzny, ktora jest najlep-
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sza dwuwymiarowg aproksymacja danych zawartych w X. Nato-
miast elementy wektora wlasnego a; definiujag wektor normalny
do tej ptaszczyzny. Dla wyznaczonej bazy plaszczyzny mozna
dokona¢ transformacji danych do uktadu wspoétrzednych okreslo-
nego przez wektory bazy

1 %
Xop = (X—WleN X)[al a,]e RV (3

Natomiast w celu wyznaczenia skorygowanych wartosci wspot-
rzgdnych punktow P;(X;,V;,z;) w ukladzie wspotrzednych Oxyz,
nalezy wykona¢ przeksztatcenie

X=[X § 7]=~Ayy X+ Xoplay a,]" eR™ (9)

Dwie pierwsze kolumny macierzy skorygowanych wartosci
wspotrzednych stanowig dane wejsciowe dla algorytmu dopaso-
wania do elipsy. Sposob wykorzystania analizy glownych sktado-
wych do wyznaczenia skorygowanych wartosci wspoirzednych
punktoéw elipsy przedstawiono na rys. 2.

0
i -4 4 0 u 4

Rys. 2. Interpretacja geometryczna algorytmu dopasowania do ptaszczyzny danych
3-wymiarowych. Symbolem e oznaczono punkty zebrane w macierzy
danych X, tworzace chmurg¢ w przestrzeni 3-wymiarowej, o - rzuty tych
punktow na plaszczyzng zdefiniowang przez wektory wtiasne a, oraz a,,
zebrane w macierzy X , * - rzuty tych punktéw na plaszczyzng Oxy

(dwie pierwsze kolumny macierzy (9))

Fig.2.  Geometric interpretation of algorithm for fitting a plane to 3-D data.
By symbol ¢ are marked points collected in the data matrix X, forming
a cloud in 3-D space, o - projections of these points on a plane, defined by

eigenvectors a, and a,, gathered in matrix X, x - projections of these
points on the Oxy plane (first two columns of the matrix (9))

3. Algorytm dopasowania do elipsy

Dla kazdego z wyznaczonych skorygowanych warto$ci wspot-
rzednych punktow potozonych w ukltadzie wspétrzednych Oxy,
réwnanie (5a) mozna zapisa¢ w postaci wektorowej

F(x;)=x;a=0, dla i=12,..,N, (10)

gdZie: X; = [';[2’)2)7[’;[2";[’)7[’1] , a :[a’b=c7d’e7g]T .
Do obliczenia wartosci elementow wektora a stosuje si¢ metode
najmniejszych kwadratow, minimalizujac sume kwadratow funk-
¢ji (10) dla wszystkich N chwil probkowania. Dla b 4ac<0 opi-

suje ono elipse. Aby ograniczy¢ zbidr rozwigzan jedynie do elipsy
nier6wnos$¢ przeskalowuje si¢ do rownania [7-9,11]

4ac—b* =1. (11)

Ostatecznie rozwigzanie otrzymuje si¢ w wyniku zastosowania
mnoznikéw Lagrange’a i wyznaczeniu sze$ciu wartosci wlasnych
4. Poszukiwanym  rozwigzaniem jest wektor wlasny
a(min 4; > 0), odpowiadajacy najmniejszej dodatniej wartosci

1
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wlasnej. Na podstawie znanych wartosci elementow wektora
wspolczynnikow a, wartosci sktadowych impedancji wyznacza si¢
z zalezno$ci

Z:\/g, (p:karCCOSL\/W, (12)

24 ac

gdzie znak wspotczynnika k=+1 (w zaleznosci od kierunku rotacji
elipsy), wyznacza si¢ na podstawie pomocniczej procedury [8].
Poniewaz do wyznaczenia sktadowych (12) wymagana jest zna-
jomos¢ jedynie elementdw a, b i ¢ macierzy wspotczynnikow a,
w celu obliczenia wektora wlasnego mozna postuzy¢ si¢ algoryt-
mem [11], wykorzystujacym dekompozycje wektora x na czg§é
liniowa i nieliniowa, co umozliwia zmniejszenie wymiaru poszu-

kiwanego wektora wlasnego do postaci aj = [a,b,c]T .

4. Badania symulacyjne

Oceng niepewnos$ci pomiaru w uktadzie ztozonym z przetwor-
nika probkujacego oraz algorytmu przetwarzania umozliwia zasto-
sowanie metody Monte Carlo, wykorzystujacej matematyczny
model pomiaru oraz zasad¢ propagacji rozktadow prawdopodo-
bienstwa [5-7, 12].

W celu zbadania wplywu niekoherentnego probkowania oraz
btedu kwantowania na niepewnos$¢ pomiaru sktadowych impedan-
cji dla zaproponowanego algorytmu, przeprowadzono ekspery-
ment symulacyjny. Przedstawiony algorytm poréwnano z algo-
rytmem dopasowania do elipsy, wykorzystujacym nieskorygowa-
ne wartosci probek sygnatéw napigcia i pradu zwigzanych z bada-
ng impedancja. Zatozono, ze zastosowano 12-bitowe przetworniki
a/c o zakresach odpowiadajacych amplitudom przetwarzanych
sygnatow, a sinusoidalny sygnal wymuszajacy o czgstotliwoSci
/f=1000Hz miat amplitud¢ 5V. Przyjeto, ze elementy uktadu po-
miarowego wprowadzajg przesunigcie zera, a z probkowanymi
sygnatami zwigzany jest addytywny szum o rozkladzie normal-
nym, niezalezny w kazdym z kanatéw. Ponadto zatozono probko-
wanie niekoherentne z wspotczynnikiem desynchronizacji [7]
losowanym z populacji o rozktadzie jednostajnym, ograniczonym
do zakresu ae(-0,05, 0,05). Badania symulacyjne dla impedancji
Z=1000 - j1000 O, N=64 probek, powtarzano 100000 razy,
a wyniki w postaci histograméw wzglednych btedow estymacji
modutu §|Z] i kata fazowego 8¢ impedancji przedstawiono na rys. 3.
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Rys. 3. Histogramy btedu okreslenia wartosci modutu §|Z] i kata fazowego ¢
impedancji Z, otrzymane na podstawie algorytmu dopasowania do elipsy
(aib) oraz po zastosowaniu analizy glownych sktadowych (c i d)

Fig. 3.  Histograms of error values of the module §|Z| and the phase angle d¢
of the impedance Z obtained from the ellipse fitting algorithm (a, b)
and after application of the principal component analysis (c, d)

5. Whnioski

Wyniki symulacji wskazuja na mozliwo$¢ zmniejszenia nie-
pewnosci estymacji sktadowych impedancji o jeden rzad wielko-
sci w wyniku zastosowania analizy glownych sktadowych.
Wzgledne btedy estymacji modutu impedancji §|Z|, charakteryzuja
si¢ rozkladem zblizonym do normalnego (rys. 3a, 3c). Histogram
wzglednego bledu estymacji kata fazowego d¢, wyznaczonego
jedynie na podstawie probek napigcia i pradu zwigzanych z bada-
ng impedancja (rys. 3b), rdwniez charakteryzuje si¢ rozktadem
normalnym o nieznacznie wigkszej wariancji w pordéwnaniu
z rozkladem bledu modutu impedancji. Zastosowanie metody
analizy gtownych sktadowych, jako wstepnego etapu przetwarza-
nia danych zmierzonych w trojkanalowym uktadzie akwizycji
danych, spowodowato zmiang typu rozktadu prawdopodobienstwa
btedu kata fazowego oraz ponad 20-krotne zmniejszenie jego
rozproszenia (rys. 3d) w pordwnaniu z wynikami uzyskanymi
w uktadzie dwukanatowym. Wynika to z wykorzystania w algo-
rytmie przetwarzania dodatkowych informacji, wynikajacych
Z ograniczenia narzuconego na przetwarzane sygnaly przez row-
nanie napi¢¢ (3).
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