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Streszczenie

W pracy okreslone sa perspektywy rozwoju nauki metrologicznej na
zasadach teorii "ztotych pierscieni liczbowych" (ZPL), ktére prowadza do
koncepcji "metrologii kombinatorycznej", tzn. bazujacej na wykorzystaniu
nieznanych wczesniej wspanialych wiasciwosci tych modeli. Jednym z
przyktadow moze by¢ optymalizacja rozmieszczenia czujnikow pomiarowych
w przestrzeni, celem osiagnigcia jak najlepszej zdolnosci rozdzielczej catego
systemu.

Stowa kluczowe: metrologia kombinatoryczna, wzorzec wielowartosciowy,
optymalizacja, zdolno$¢ rozdzielcza, nadmiarowo$é

Perspectives for development of metrology
based on the “gold numerical rings” theory

Abstract

The paper considers perspectives for development of metrology, based on the
gold numerical rings theory (GNR)s, which lead to the ,,combinatorial
metrology” conception, namely unknown earlier remarkable properties of the
models. As an example can be an optimization for arrangement of sensors
spreading in a space for achievement of the best resolving ability.

Keywords: combinatorial metrology, adjustable gage, optimization,
resolving ability, redundancy

1. Wstep

Nowoczesna nauka metrologiczna obejmuje szerokie aspekty
rozwoju techniki pomiarowej. Jednym z najbardziej aktualnych
problemow jest doskonalenie normatywnej bazy oraz mechanizméow
jej stosowania do rozwoju nowych metod pomiaréw zgodnie z
nowoczesnymi wymaganiami metrologii. Wprowadzenie naukowych
zasad nanometrologii jest spowodowane ewolucja w technologiach
wytwarzania od mikroskali do nanoskali, a nawet skali sub-
nanometrowej. Oznacza to rozwdj metrologii bazujacej na nowych
zasadach fizycznych, a za tym — uzyskanie nowych zasadniczych
podejs$¢ dla wykonania odpowiednich pomiaréw. Takim podejsciem
jest rozwdj metrologii, polegajacy na zmniejszeniu nadmiarowosci
systemOéw pomiarowych, w tym — tworzenie nowego systemu miar i
skal o zakresach przewyzszajacych obecne, oraz udoskonalenie
metod odtwarzania wielkosci, bazujacych na wykorzystaniu
niektorych wlasnosci "ztotych pierscieni liczbowych".
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2. Od tancucha liczb do ,,ztotego
pierscienia”

Rozpatrzymy zbiér wybranych calkowitych liczb dodatnich
ki, ky, ...k, ..., k,, ktory wpisujemy do tabeli o rozmiarach n x n
w taki sposob, zeby dla kazdej j-tej uporzadkowanej pary liczb
®59), pyq; € {1,2,..., n} byla przyporzadkowana odpowiednia
suma S; = S (p;g;) na tym szeregu (Tab.1).

Tab. 1. Sumy szeregowe
Tab. 1. Ordered-chain sums

Pj j
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Suma okresla si¢ nastgpujacym wzorem:

4q;
S (pra) = Zki » P =g 1)

i=pj-

Wiersze tabeli 1 odpowiadaja pierwszej, a kolumny — drugiej
liczbie kodu sumy. Tablica sum szeregowych na tym szeregu liczb
ma nastgpujace wlasnosci:

1) na pozycjach (pj,qj), dla Pi=4; = [, rozmieszczone sa liczby kj,

=12,..n

2) na ostatniej pozycji w pierwszym wierszu (tzn. dla pj=1, qj=n)

znajduje sig liczba ;

3) liczba S(/,i), (pjzl, qj=i), umieszczona w /-tym wierszu i i-tej

kolumnie, i = 2,3,...,n,; i>1, jest wigksza od liczby S(/,i-1), bedacej

na pozycji z lewej strony w tym samym wierszu o warto$¢ k;, ktora

zapisana jest na pozycji bedacej na przecigciu przekatnej oraz -
tej kolumny.

Elementéw rozmieszczonych pod przekatng tablicy nie rozpatruje
sig, dlatego ze w tym przypadku -elementy P> g nie sg
zdefiniowane.

Na podstawie tablicy 1 tatwo jest zdefiniowa¢ maksymalng liczbg
S roznowarto$ciowych sum szeregowych:

S=n(n+1)/2 2

Natychmiast nasuwa si¢ pytanie, czy mozliwe sa takie sposoby
ustalenia ilo$ci elementdw &, , k, , ..., k,, w ktdrych uzywajac S sum
szeregowych udaloby si¢ wyczerpaé ciag liczb naturalnych. Innymi
stowy, czy mozliwe sa warianty wypehienia tablicy 1 liczbami
naturalnymi od 1 do S z wykorzystaniem wzoru (1).

Tab. 2. Sumy pierscieniowe
Tab. 2. Sircular sums

pPj 4q;

Dk !

i=n—1
+k, z
ki
2
kn +
" kn + k] 2 Z ki kl’l
k i=l

Nastgpnym krokiem jest zamknigcie rozpatrywanego szeregu
liczb w postaci kota, tzn. liczbg k; umieScimy przy liczbie k.
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Tym razem kazdej j-tej uporzadkowanej parze liczb (p;q,), p;q;
€ {1, 2,..., n} przyporzadkowujemy odpowiednia sume S; = S
(pjqy na rozpatrywanym pierscieniu liczb (Tab. 2), okreslona
wzorami (3) i (4).

Dla przypadkow gdy p; <gq; - sume pierécieniowa S; oblicza
si¢ zgodnie ze wzorem (3), a gdy p;> ¢g;- stosujemy réwnanie

4):

9;

S(ppq) = Zki . DSy (3)
i=p;
qj n

Swa)= D ki + D k. p>g @
i=1 i=p;

Na podstawie Tab. 2 tatwo jest zdefiniowa¢ maksymalna
liczbg S, réznowartosciowych sum pierScieniowych, opisanych
wzorem (5).

S,=n(n-1)+1 (©))

Ze wzorow (2) 1 (5) wynika, ze maksymalna suma
pierScieniowa S, jest prawie dwukrotnie wigksza od
maksymalnej sumy szeregowej S dla  konstrukcji
kombinatorycznej o wybranej ilosci n liczb.

Natychmiast nasuwa si¢ pytanie, czy mozliwe sa takie
sposoby ustalenia ilosci elementow ki, k,, ..., k,, dla ktorych
uzywajac S, sum pierScieniowych, udatoby sig¢ wyczerpaé ciag
liczb naturalnych od 1 do S, z wykorzystaniem wzoréow (3) i
(4). Takie postawienie zagadnienia prowadzi do definicji
pojecia "ztotego pierscienia liczbowego".

Z badan wlasnosci sekwencji liczbowych [1] wynika, ze
mozliwe sa takie sposoby ustalenia ilosci elementow
ki, k, ..., k, przy ktérych uzywajac S, sum pierécieniowych
udaje si¢ utworzy¢ zbior kolejnych liczb naturalnych. Innymi
stowy, mozliwe sa warianty zapelnienia tablicy 2 liczbami
naturalnymi od 1 do S, z wykorzystaniem wzoru (5). Wtasnie
takimi liczbami sa elementy ,,ztotego pierscienia liczbowego”.

3. Dwuwymiarowy ZPL

Rozpatrzymy szereg kotowy o wybranych n par catkowitych
liczb dodatnich {(k;, kay), (k1o k22), oo (k1o K2i)seoo (Rinkan)}s
jak model graficzny dwuwymiarowego zlotego pierscienia
liczbowego (Rys.1).

(ki1 k21) (k12, k22)
............. S,
T T N
(kins an/), ,,,,,,,,,,, /'l
[y L
g
e =
""""""""" (ki K2y

Rys.1. Model graficzny dwuwymiarowego ztotego pierscienia liczbowego
Fig.1. A graphic model of two-dimensional gold numerical ring

Zaktadamy, ze (ki1, k1) = (1,1); (kio k22) = (1,2); (kis, ka3)
= (1,4); (k14 k24) = (1,3) i obliczamy wszystkie mozliwe sumy
pierScieniowe tej konstrukcji na dwuwymiarowej macierzy
o rozmiarach 3 x 4 z uzyciem aparatu matematycznego teorii
liczb:

(k1 kar) + (kip, ko) = ((kiy + ko), (kay + ko)) = (2,3);

(k12 ko) + (K13, ka3) = ((kip + Ki3), (kox + ka3)) = (2,1);

(k13 ka3) + (14, kag) = ((kis + kig), (ko3 + kas)) = (2,2);

(kg, kag) + (k11, k2y) = ((kig + k), (ks + kay)) = (2,4);

(ki1 kar) + (kio, ko) + (kis, kaz) = (ki + kit ki), (ko + kop +
+ k) =(3,2);

(k2 ko) + (K, haz) + (kig, kog) = ((kia + bz + kg), (kg + bz +
+ k) = (3.4);
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ks, ka3) + (kig, koa) + (ki k1) = ((kis + kg + Ky, (kos + kg +
tha)) =(3,3);
(kra, kg) + (ki1, ko) + (kip, ko) = (ki + ki + ki), (kaa + koo +
k) = (3,1);

Rezultatem obliczen sa pary liczb, zajmujace pozycje komorek
tablicy o rozmiarach 3 x 4. Wynika z tego, ze szereg kotowy
{(1,1),(1,2),(1,4),(1,3)} jest przykladem skonstruowania
dwuwymiarowego ztotego pier§cienia liczbowego z czworka (n=4)
par catkowitych liczb. Teoretycznie istnieje nieskonczona ilo§é
takich konstrukcji kombinatorycznych.

4. Pomiar wielkosci fizycznych na
podstawie ZPL

Zdolno§¢ rozdzielcza systemu pomiarowego  zalezy
w znaczne] mierze od sposobu rozmieszczenia czujnikow
tworzacych ten system. Wiadomo, ze wigkszo$¢ uzywanych
dzisiaj systemow pomiarowych, bazujacych na
wielowartosciowych miarach uporzadkowanych, to  systemy
nadmiarowe (np. zwykla linijka o rOwnomiernym rozmieszczeniu
znacznikow na jej skali). Nadmiar informacji rOwnoznaczny jest z
jej utraceniem. Z punktu widzenia polepszenia zdolnosci
rozdzielczej wazne teoretyczne i praktyczne znaczenie ma
problem stworzenia linijek o znacznikach rozmieszczonych w taki
sposob, zeby mozna bylo osiagna¢ jak najwigksza ilo$¢
doktadnych rezultatdow pomiaru roznych odleglosci bez
zwigkszenia ilosci tych znacznikéw. Na rys. 2 przedstawiono
linijki o czterech znacznikach rozmieszczonych na dwa sposoby.
Linijka o réwnomiernie (a) ustawionych znacznikach pozwala
odtwarza¢ doktadnie rozmiary w zakresie od 0 do L z interwatem
przyrostu L/3 (gdzie L — dtugo$¢ linijki), gdy tymczasem linijka o
nierownomiernie  (b) ustawionych znacznikach mogtaby
odtwarza¢ odleglosci z mniejszym interwalem w tym samym
zakresie pomiarowym.

9 | I I |
b [ ] I |

Rys.2. Linijki o rOwnomiernie (a) i nierownomiernie (b) rozmieszczonych
znacznikach
Fig.2. Rulers with uniform (a) and non-uniform (b) ordered marks

Natychmiast nasuwa si¢ teoretyczne pytanie, dotyczace
mozliwoséci istnienia rozwiazania tego problemu w ogdle.
S. Golomb zaproponowat skonstruowanie linijki
o nieréwnomiernie ustawionych znacznikach tak, zeby kazda para
tych znacznikéw byla rozmieszczona w roéznych odleglosciach i
zeby caly zbior w/w odlegtosci odpowiadal ciagowi liczb
naturalnych [2]. Przyktad ,Idealnej linijki Golomba” o dlugosci
sze$ciu (L=6) jednostek zilustrowano na rys. 3.

0 1 4 6

Rys.3. Idealna linijka Golomba o dtugosci szesciu (L=6) jednostek
Fig.3. Ideal Golomb ruler with six (L=6) units

W odréznieniu od zwyktej linijki, linijka zrysunku 2 ma
nierbwnomiernie rozmieszczone znaczniki (0,1,4,6) tak, ze kazda
kolejna para tych znacznikow znajduje si¢ w odleglosci w
zakresie od 0 do L=6, otrzymanej jako rdéznica wartosci
odpowiednich znacznikdéw, w sposob zilustrowany ponize;j:

4 3=
—1 6=

1=1-0 2=6
4=4-0 5=6

Zauwazmy, ze utworzony zbidor wartosci odleglosci
odpowiada ciagowi liczb naturalnych 1,2,...6. Latwo obliczy¢, ze

w porownaniu ze zwykla linijka o takiej samej ilosci
znacznikow (n=4) idealna linijka Golomba pozwala zwigkszy¢
ilo§¢ doktadnie odtwarzanych wartosci odleglosci z 3 do 6 w
tym samym zakresie pomiarowym i odpowiednio polepszy¢
zdolno$¢ rozdzielcza calego systemu pomiarowego, na
przyktad systemu radarowego [4].

Latwo ustali¢, ze dla wielowartosciowych wzorcow o n
znacznikach, skonstruowanych na zasadach linijek Gotomba,
maksymalna ilo$¢ G,,,, miar wielkoéci o wartosci rzedu 1,2,...
rowna sie:

Gmax = n(n'l)/z (6)

Natomiast dla wielowartoSciowych wzorcow o tej samej ilosci
n znacznikow, skonstruowanych na zasadach zlotych pierscieni,
maksymalna ilo§¢ miar wielkoSci o wartoséci rzedu 1,2,... roéwna
si¢ S, = n (n-1)*1. Wynika z tego, Ze uzycie
wielowarto$ciowych wzorcow, skonstruowanych na zasadach
zlotych pierScieni, pozwala doktadnie odtwarza¢ wartosci
pomiaréw wielko$ci fizycznych o dwukrotnie dluzszym rzgdzie
liczb naturalnych, niz na zasadach wskazanych linijek. Réwniez
faktyczny brak szeregowych modeli systemoéw pomiarowych
stosowanych do ,idealnego” zapelnienia tablicy 1 liczbami
naturalnymi (tzn. od 1 do S), wskazuje na wymierne korzysci
zastosowania zlotych pierécieni liczbowych w poréwnywaniu z
linijkami Gotomba [3].

Czgsto stosowana metoda pomiaru interwaldw czasowych
polega na poréwnaniu wzorcowych i mierzonych szeregow
interwalow czasowych. Zdolno$¢ rozdzielcza tak pomys$lanego
systemu pomiardéw w znacznej mierze zalezy od mozliwosci
odrozniania jak najkrotszych odcinkéw czasowych. Celem
zaprojektowanego systemu pomiarowego jest polepszenie jego
zdolnos$ci rozdzielczej dzigki wykorzystaniu wzorcowych
interwatlow czasowych, bazujacych na wlasnosciach zlotego
pierscienia liczbowego (Rys.4).

3
N
6 7
5
I> 4-1 4-2 4-3 4-4

Rys.4. System pomiaru interwatéw czasowych budowany na zasadach
ztotych pierscieni liczbowych

Fig.4. Time intervals measuring system constructed on the gold numerical
rings principle

System pomiaru interwatéw czasowych obejmuje: 1 -zrodto
mierzonych interwatéw czasowych, 2 - generator impulsow, 3 -
wskaznik oscylograficzny, 4 - rejestr kotowy, 5 i 6 - komorki
zbierajace, 7 - uktad formujacy interwaty wzorcowe, 8 - uktad
wprowadzenia sygnatu ,,1”.

Dla realizacji tego celu wykorzystano rejestr kotowy,
zawierajacy np. cztery (n=4) komorki obejmujace jeden (k;=1)
clement rejestru przesuwajacego w pierwszej, dwa (k, =2)
w drugiej, sze$¢ (k3=6) w trzeciej oraz cztery (k;=4) w czwartej
komorce, co odpowiada ztotemu pierscieniowi liczbowemu (1,
2, 6, 4). W momencie podania sygnatu ze zrédta mierzonych
interwalow 1 na wejscie klucza generatora 2 impulsow
jednocze$nie startuje  generator odchylania wskaznika
oscylograficznego 3, przy czym, podane sygnaly ,,1” cyrkuluja
w kotowym rejestrze 4, przesuwajacym si¢ z czgstotliwoscia
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okreslona przez generator 2 impulsow 1 pojawiaja sig
na wyjéciach komoérek 4-1,..,4-4 oraz na wejSciu komorki
zbierajacej 5, a takze na wyjsciu uktadu 7 formowania interwatow
wzorcowych z interwatami czasowymi o proporcji 1:2:6:4. Istota
pomiaru polega na wykorzystaniu konsekwencji wskazanych
interwalow w roli wzorcowych miar. Rezultat pomiaru otrzymuje
si¢ okreslajac najlepsza zbiezno$¢ interwaldw wzorcowego i
mierzonego.

Skutecznym  zastosowaniem modeli  kombinatorycznych,
opartych na zlotych pierscieniach liczbowych, procz projektowania
systemOéw pomiaru wielkos$ci interwaldw czasowych i rozmiardw
geometrycznych, jest takze konstruowanie systemoéw radarowych o
dobrych wlasciwosciach rozdzielczych.

Analiza poréwnawcza parametrow metrologicznych systemow
pomiarowych, bazujacych na wykorzystaniu teorii zlotych
pierScieni liczbowych z systemami stosujacymi odpowiednie
modele kombinatoryczne, wskazuje na to, ze zwigkszenie ilo$ci
elementow pomiarowych, np. czujnikow, powoduje prawie
wielokrotny wzrost skali oraz doktadnos$ci pomiardéw.

5. Kody ,,ztotych pierscieni”

Kodem ,,ztotych pier§cieni” liczbowych nazywa si¢ taki kod
sumy wag bitow, w ktorym sa kombinacje jednostajnie
skoncentrowanych symboli ,,1” oraz ,0” we wszystkich
kombinacjach dozwolonych tego kodu. Kod monolityczny binarny
ma pewne zalety w poréwnaniu z innymi kodami. Na przyktad kod
ten pozwala bardzo prosto wykrywaé bledy, gdyz jezeli
przynajmniej jeden symbol ,,1” pojawi si¢ wsrod symboli ,,0”, lub
symbol ,,0” wérdd symboli ,,1”, to jest dostatecznym dowodem na
zaistnienie bledu. Jezeli w takim kodzie powstaja biedy, to
catkowicie lub czgsciowo moga zosta¢ natychmiast skorygowane na
podstawie omoéwione] powyzej jednostajnosci symboli. Wtasnie
taki sposob zapewnia wysoki poziom ochrony zakodowanej
informacji przed zaktoceniami. Kodowanie polega na prostym
okresleniu miejsca (pozycji) poczatku i konca jednostajnego
szeregu symboli ,,1” lub ,,0”, tzn. dla wygenerowania kazdej
kombinacji wystarczy poda¢ odpowiednia diugotrwalo$¢ szeregu
oraz umiejscowi¢ jego poczatek. Wynika z tego kolejna zaleta,
ktora polega na mozliwosci szybkiego kodowania informacji w
kodzie monolitycznym. Powaznym wymogiem stawianym kodom
monolitycznym jest zabezpieczenie dostatecznej rozmaito$ci jego
standéw kombinacyjnych, odpowiadajacych skali kodowania
zadanych liczb. Im wigcej liczb o rdéznej wartosci mozna
zakodowa¢ w kodzie monolitycznym pozycyjnym, tym jest on
lepszy. Wiasnie dlatego mamy okazj¢ wykorzysta¢ wiasciwosci
zlotych pierscieni liczbowych.

Rozpatrzymy przyklad wykorzystania zlotego pierScienia
(1,4,6,2) dla konstruowania kodu monolitycznego (Tab.3).

Tab. 3. Kod ztotego pierscienia liczbowego {1,4,6,2}
Tab. 3. Code of the Gold Ring Bundle {1,4,6,2}

Liczba Kod Liczba Kod
0 0000 7 1101
1 1000 8 0011
2 0001 9 1011
3 1001 10 0110
4 0100 11 1110
5 1100 12 0111
6 0010 13 1111

W tab. 3. sa wpisane wszystkiec mozliwe kombinacje liczb
w kodzie monolitycznym o zlotym pierscieniu {1,4,6,2} od 0 do S
=n’—n+1=13, gdzie n - ilos¢ pozycji wybranego kodu
monolitycznego, przy czym n=4, S=13 sa parametrami
odpowiedniego zlotego pierscienia. Mozna zauwazyé, ze dla
rozszerzenia skali kodowania liczb w kodzie monolitycznym
"pierScieniowym* wystarczy wykorzystac ztoty pierscien liczbowy
o wybranych parametrach n i S.
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Nastgpnie rozpatrzymy przyktad wykorzystania opisanego
dwuwymiarowego ztotego pierscienia {(1,1),(1,2),(1,4),(1,3)}
dla konstruowania kodu monolitycznego. Skupiamy uwagg na
mozliwosci kodowania dwuwymiarowych wektorow
kombinacjami jednostajnie skoncentrowanych symboli ,,1” oraz
07 we wszystkich kombinacjach dozwolonych tego kodu.
Mozna zauwazy¢, ze tym razem nalezy niezbgdnie uzywaé
aparatu matematycznego teorii kongruencji. W tab.4. sa wpisane
wszystkie mozliwe kombinacje dwuwymiarowych wektorow
w kodzie monolitycznym o zlotym pierscieniu {(1,1), (1,2),
(1,4), (1,3)} na kracie prostokatnej o rozmiarach 3 x4 od
jednostkowego wektora (1,1) do (3,4). Rozmiary prostokata sa
ustalone z réwnania XY = S — 1, gdzie X=3, Y=4, S=n’-
n+1=13; n=4 — iloé¢ pozycji wybranego kodu monolitycznego,
przy czym n i S sa parametrami odpowiedniego zlotego
pierscienia.

Tab. 4. Kod ztotego pierscienia liczbowego {(1,1),(1,2),(1,4),(1,3)}
Tab. 4. Code of the Gold Ring Bundle {(1,1),(1,2),(1,4),(1,3)}

Wektor Kod Wektor Kod
(1,1) 1000 (2,3) 1100
(1,2) 0100 2.4) 1001
(1,3) 0001 3.1) 1101
(1,4) 0010 (3,2) 1110
2,1) 0110 (3,3) 1110
(2,2) 0011 (3,4) 0111

Zauwazmy, ze dla rozszerzenia skali kodowania wektorow
w kodzie  monolitycznym  "pierScieniowym™  wystarczy
wykorzystaé ztoty pierscien liczbowy o wybranych parametrach
n 1 § oraz wyznaczonych rozmiaréw X x Y prostokata.

6. Podsumowanie

Wykorzystanie zlotych pierscieni w metrologii, jako modeli
kombinatorycznych, bazujacych na zasadach teorii ,,zlotych
pierscieni  liczbowych”, prowadzi do rozwoju badan
fundamentalnych oraz stosowanych w metrologii, bazujacych na
lepszym poznawaniu podstawowych praw przyrody, w tym
doskonatosci geometrycznej obiektow naturalnych i sztucznych,
wyptywajacych z wilasnosci jedno-, dwu- i wielo-pomiarowych
ztotych pierscieni liczbowych. Wykorzystanie nieznanych
weczesniej, wspanialych wlasnosci tych modeli pozwala rozszerzy¢
wyobrazenie o podstawowej roli fundamentalnych poje¢, takich
jak: nadmiarowos$¢ informacyjna i strukturalna systemu miar,
symetria wraz z asymetria, doktadnos¢ i prawidlowo$¢ pomiardw.
Celem badan jest osiagnigcie jak najlepszej zdolnosci rozdzielczej
uktadu lub systemu pomiarowego od makro skali az do skali sub- i
nano- metrowej. Oprocz konstruowania nie nadmiarowych
wielowartosciowych i wielowymiarowych wzorcéw, badania maja
wazne znaczenie w metodach kodowania oraz przetwarzania
informacji, w tym dla projektowania systemow pomiarowych
i komputerowych z osiagnigciem takich najwazniejszych
charakterystyk, jak szybko$¢ dzialania, niezawodno$¢, zdolno$é
do samokontroli.
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