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1. Wprowadzenie

Metodą regresji liniowej wyznacza się funkcję opisującą zależ-
ność między współrzędnymi zbioru badanych punktów, która 
spełnia określone kryterium. Dla dwu zmiennych x i y poszu-
kuje się funkcji y = F(P0 + P1x + P2x2 + …) liniowo zależ-
nej od jej parametrów Pi. W najprostszym przypadku dwu 
zmiennych y i x oraz linii prostej, kryterium tym jest mini-
mum sumy kwadratów odległości punktów badanych od tej 
funkcji w kierunku 0y lub 0x. W metrologii i teorii działania 
systemów i przyrządów pomiarowych (wspólny ang. termin 
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Regresja i niepewność linii prostej dla pomiarów 
obu zmiennych x i y ze wszystkimi korelacjami

Streszczenie: Praca kontynuuje cykl publikacji o szacowaniu metodą regresji liniowej 
parametrów równania i granic pasma niepewności linii prostej y = ax + b dopasowanej do 
wyników pomiarów obu współrzędnych punktów badanych. Rozpatrzono przypadek ogólny, gdy 
współrzędne te mają różne niepewności i występują wszystkie możliwe autokorelacje i korelacje 
wzajemne. Zastosowano opis równaniami macierzowymi. Wyniki pomiarów współrzędnych 
przedstawiono jako elementy wektorów w X i Y. Propagację niepewności opisano macierzą 
kowariancji UZ  o czterech macierzach składowych, tj. UX i UY – dla niepewności i autokorelacji 
zmiennych X i Y oraz UXY i jej transpozycja U      – dla korelacji wzajemnych. Podano równanie 
linii prostej i granice jej pasma niepewności. Otrzymane je dla funkcji parametrów a i b 
spełniającej tzw. kryterium totalne WTLS, tj. minimum sumy kwadratów odległości punktów 
od prostej ważonych przez odwrotności niepewności współrzędnych. Przy nieskorelowaniu 
współrzędnych różnych punktów stosuje się uproszczone kryterium WLS. Kierunki rzutowania 
punktów wnikają z minimalizacji funkcji opisującej kryterium. W przypadku ogólnym istnieje tylko 
rozwiązanie numeryczne. Zilustrowano to przykładem. Parametry a i b linii prostej wyznaczono 
numerycznie z powiększonych fragmentów wykresu funkcji kryterialnej wokół jej minimum. 
Podano też warunki wymagane dla niepewności i korelacji współrzędnych punktów, które 
umożliwiają uzyskanie rozwiązania analitycznego i jego przykład. 
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Measurement Science1) funkcją wyznaczoną metodą regresji 
opisuje się wyniki pomiarów menzurandu, a dla aparatury 
pomiarowej – jej właściwości metrologiczne, np. charaktery-
stykę przyrządu jako wynik jego wzorcowania. Do szacowania 
dokładności menzurandu korzysta się z zaleceń Przewodnika 
Wyznaczania Niepewności Pomiarów o angielskim akronimie 
GUM [31]. W pierwszej, międzynarodowo opracowanej wersji 
GUM z 1993 r. wprowadzono pojęcie: niepewność pomiaru 
i podano zasady jej wyznaczania. Uwzględniają one zarówno 
występujące w eksperymencie rozrzuty wyników pomiarów, 
ocenione przez niepewność uA, jak i niezidentyfikowane i nie 
usunięte przez poprawki błędy systematyczne – przez niepew-
ność uB oraz ich sumę geometryczną jako niepewność złożoną 
u i niepewność rozszerzoną U = kPu o współczynniku pokrycia 
kP dla określonego prawdopodobieństwa P, np. 0,95 %. Prze-
wodnik GUM kilkakrotnie udoskonalano i ciągle uzupełnia 
się kolejnymi Suplementami. Używany jest on powszechnie 
w praktyce pomiarowej służb miar ponad 150 krajów, w nauce, 
technice i niemal we wszystkich innych dziedzinach oraz we 
współpracy międzynarodowej. z badań ekonometrycznych, 
1	 Termin ten zaproponował w Acta IMEKO w 1970 r. prof. Ludwik Finkelsz-

tein z City University w Londynie, pochodzący ze Lwowa.
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socjologicznych i niektórych medycznych i przyrodniczych, 
a nawet fizycznych oraz w bogatej literaturze matematycznej 
[1, 7–15, 29] o różnych rodzajach regresji liniowej, chociaż obie 
niepewności składowe zwykle mogą mieć inne wartości dla 
każdej z mierzonych współrzędnych. Wpływa to na parametry 
prostej regresji i jej pasmo niepewności.

Równanie prostej regresji i jej pasmo niepewności tworzy się 
z uwzględnieniem wszystkich zmierzonych wartości współrzęd-
nych y punktów, ich niepewności uyi i skorelowań. Dokładność 
współrzędnych każdego z punktów wzrośnie, gdy ich pomiary 
powtórzy się wielokrotnie. Jeśli przy tej samej wartości odciętej 
xi występują rozrzuty wartości yij powtarzanych obserwacji rzęd-
nej yi 1, to w dalszych obliczeniach prostej regresji stosuje się 
wartości średnie iy  i ich niepewności standardowe yiu  uwzględ-
niając funkcję autokorelacji dla wartości bliskich siebie. To podej-
ście zainicjował w Polsce M. Dorozhovets i z Z. Warszą opisali 
je w [2–6, 16, 18], a A. Zięba jeszcze to udoskonalił [30, 17]. 
Autorzy zastosowali to dla serii powtórzonych pomiarów zmien-
nej losowej yi pojedynczego punktu [25, 27]. Przy wyznaczaniu 
parametrów linii prostej metodą regresji uzyskuje się macierz 
kowariancji o istotnie mniejszym rozmiarze, niż wspólna dla 
wszystkich obserwacji.

Wg koncepcji Z. Warszy autorzy opracowali też szereg 
publikacji o ocenie niepewności wg zasad przewodnika GUM 
w pośrednich pomiarach wieloparametrowych z autokorelacją 
i korelacją wzajemną [19–23]. Problematykę tę kontynuowali też 
w serii prac [24–28] o parametrach i niepewnościach linii prostej 
wyznaczanej metodą regresji liniowej z pomiarów jednej zmien-
nej bez korelacji i przy różnym skorelowaniu współrzędnych 
punktów badanych [24, 25].

Poniżej przedstawia się podstawy teoretyczne szacowania 
parametrów i przebiegów granic pasm niepewności linii pro-
stej o równaniu y = ax + b wyznaczanym metodą regresji 
liniowej dla najbardziej ogólnego przypadku pomiarów zbiorów 
obu współrzędnych xi i yi punktów badanych o niejednakowych 
niepewnościach, występowaniu autokorelacji lokalnej pomiędzy 
obserwacjami wielokrotnie mierzonych współrzędnych y lub/i 
x jednego punktu i różnych punktów oraz korelacji wzajemnej 
między zbiorami współrzędnych x i y. Parametry te wyznacza się 
dla minimum funkcji opisującej kryterium WTLS (ang. Weigh-
ted Total Least Squares) wynikające z maksymalizacji funkcji 
największej wiarygodności. Macierzowe prawo propagacji nie-
pewności dla pomiarów współrzędnych punktów tylko y lub x 
stosuje się w kierunku rzutu 0y lub 0x na funkcję regresji, dla 
regresji ortogonalnej – w kierunku prostopadłym [6] oraz w ogól-
nym przypadku pomiarów x i y każdego z punktów – w różnych 
kierunkach wynikających z minimalizacji funkcji opisującej kry-
terium, jak omówił to J. Puchalski [13]. (patrz sekcja 4). 

2. 	Prosta regresji dla pomiarów 
obu współrzędnych punktów badanych

Równanie prostej wyznaczone metodą regresji liniowej dla 
opisu zależności między współrzędnymi badanych punktów, 
otrzymuje się z warunku minimalizacji funkcji kryterialnej. 
Pasmo niepewności prostej regresji o prawdopodobieństwie P 
jest ograniczone dwoma hiperbolami ±Uy(x). Otrzymuje się 
je z równań propagacji niepewności. W przypadku ogólnym 
parametry równania tej prostej i granice jego pasma niepew-
ności zależą od wartości badanych współrzędnych punktów, 
jak i od zbiorów ich błędów pomiaru opisanych niepewno-
ściami, funkcjami autokorelacji i korelacją wzajemną. Rysunek 
1 przedstawia prostą regresji y = ax + b i rzuty na nią trzech 
z badanych punktów.

Zaznaczono szerokości rozkładów błędów obu mierzonych 
współrzędnych xi i yi tych punktów Qi-1, Qi i Qi+1 oraz ich rzuty 

Pi-1, Pi i Pi+1 na prostą regresji z uwzględnieniem składowych 
w kierunkach 0y i 0x. Wykreślono też pasmo niepewności pro-
stej. ograniczone dwoma hiperbolami. U góry rysunku 1 jako 
przykład podano równania dla niepewności standardowej uy 
i rozszerzonej 0,95, 2y n yU t u−=  o współczynniku pokrycia 
z prawdopodobieństwem 0,95 i o n–2 stopniach swobody. Na 
podstawie parametrów macierzy kowariancji Uab dla prostej 
regresji, tj. niepewności standardowej dla współczynnika kierun-
kowego a, wyrazu wolnego b, oraz współczynnika korelacji mię-
dzy a i b, oznaczonych odpowiednio jako ua, ub i rab, pasmo 
niepewności prostej regresji wyznaczają dwie hiperbole  
 

2 2 2
0,95, 2 2n a ab a b by ax b t x u xu u uρ−= + ± + +  [24–28].

Kierunek rzutu w przypadku ogólnym wynika z minimalizacji 
funkcji kryterialnej. Zwykle dla regresji y względem x rzutuje 
się w kierunku 0y, dla regresji x względem y – w kierunku 0x 
i w regresji ortogonalnej – w kierunku prostopadłym do prostej 
regresji z dodatkowym wymaganiem spełniania określonej zależ-
ności między niepewnościami obu współrzędnych [6].

Dla pomiarów obu współrzędnych punktów Qi(xi, yi), mierzo-
nych nawet z jednakowymi niepewnościami standardowymi uy, 
ux, parametry prostej regresji i rozstęp granic pasma niepewności 
prostej zależą od obu tych niepewności (sekcja 9).

Równania granic niepewności prostej wyznaczanej metodą 
regresji liniowej mają postać wyznaczalną analitycznie dla 
pomiarów jednej wielkości w regresji y na x oraz x na y, nawet 
wtedy, gdy zmienne te mają autokorelacje. Dla pomiarów obu 
zmiennych opracowano rozwiązanie analityczne tylko dla przy-
padków szczególnych. Dorozhovets wyznaczył je dla jednakowej 
niepewności obu nieskorelowanych współrzędnych [6]. Mieści się 
to w podanym przez Deminga przypadku stałego ilorazu  
 
wariancji 

2

2
( )
( )

i

i

u y
u x

 [13]. York rozwiązał to iteracyjnie przy kore- 
 
lacji tylko między współrzędnymi xi i yi każdego z punktów [29]. 

Równania macierzowe dla wyników pomiarów wartości współ-
rzędnych n punktów przedstawionych jako dwa losowe wektory: 
X = [x1, …, xi, …, xn]T i Y = [y1, …, yi, …, yn]T, w przypadku ogól-
nym są rozwiązywalne tylko numerycznie. Postacie równań 
uproszczą się, jeśli zmienne X i Y oznaczyć wspólnie zmienną 
Z o 2n wartościach zi opisanych wektorem Z = [XT, YT]T. Nie-
pewności pomiarowe punktów oznacza się wówczas ogólnie przez 
u(zi), a korelację par zmiennych zi i zj współczynnikami korelacji 

ijρ  – znanymi lub szacowanymi na podstawie współczynników 
Pearsona rij otrzymywanych z próbki. Już dla kilkunastu powta-
rzanych pomiarów rij » rij. Propagację niepewności pomiarów 

Rys. 1. Trzy z punktów pomiarowych z niepewnościami ui(x), ui(y), 
prosta regresji y = ax + b i pasmo jej niepewności jako obszar 
pokrycia o określonym prawdopodobieństwie, np. P = 0,95
Fig. 1. Three of the measurement points with uncertainties ui(x), ui(y), 
the regression line y = ax + b and its uncertainty band as the coverage area 
with a certain probability, e.g. P = 0.95
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zmiennej Z opisuje symetryczna macierz kowariancji UZ (1) 
z niepewnościami u(zi) jako odchyleniami standardowymi w jed-
nostkach takich, jak zmienna zi, tj.:

2
1 1,2 1 2

2
1,2 1 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n

n n n

u z u z u z

u z u z u z

ρ

ρ

 
 

=  
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ZU 	 (1)

W metodzie regresji liniowej do tworzenia kryterium najmniej-
szych kwadratów dla zmiennej Z stosuje się wielowymiarowy 
rozkład Gaussa o gęstości prawdopodobieństwa:

1 1( ) exp [ ] [ ]
2(2 ) det( )nf

π
− = ⋅ − − −  p p Z p

Z
Z Z Z U Z Z

U
T 1 	 (2)

gdzie: Z, Zp – 2×n-wymiarowe wektory współrzędnych punk-
tów o wartościach zi z pomiarów i wartościach zp poszukiwanej 
funkcji regresji, które spełniają równanie

	 Yp = F(Xp)	 (3)

W przypadku ogó lnym , , =  
TT TZ X Y  

, . =  
TT T

p ppZ X Y  Macierz kowariancji UZ i jej odwrotność 
1-

ZU  są następujące: 
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gdzie: UX, UY – symetryczne macierze kowariancji rozmiaru  
n × n opisujące wariancje (kwadraty niepewności) i kowarian-
cje auto-skorelowań każdej ze zmiennych X i Y; UXY część 
macierzy kowariancyjnej UZ dla korelacji wzajemnej elemen-
tów wektorów X i Y. 

Macierze składowe macierzy 1-
ZU  są rozmiaru n × n, macie-

rze U11 i U22 są symetryczne i ogólnie macierz U12 jest niesy-
metryczna: .≠ T

12 12U U  Dla tylko jednej zmiennej losowej: 
UZ = UY dla UX = 0 oraz UZ = UX dla UY = 0.

Kryterium dla regresji liniowej o zmiennej uogólnionej 
Z wynika z wymagania, by funkcja (2) dla gęstości prawdopo-
dobieństwa wielowymiarowego rozkładu Gaussa osiągała maksi- 
mum. Odpowiada temu minimum funkcji:

	 ( )( ) ln ( ) minSK f= − →p pZ Z 	 (5)

Wartość bezwzględna wykładnika potęgi we wzorze (2) 
powinna być jak najmniejsza, tj.:

	 ( ) [ ] [ ] minSK −= − − →T 1
p p Z pZ Z Z U Z Z 	 (6)

W pomiarach stosuje się często regresję liniową dla minimum 
sumy kwadratów odległości punktów od wyznaczanej funkcji (3), 
np. prostej regresji, w określonym kierunku i znormalizowanych 
do niepewności pomiaru tych odległości, tj. dla regresji y od x 
– w kierunku 0y, dla regresji x od y – w kierunku 0x oraz dla 
regresji ortogonalnej – w kierunku prostopadłym do funkcji (3). 
Dla pomiarów jednej tylko zmiennej Y lub X, są to przypadki 
szczególne kryterium (6) dla pomiarów obu tych zmiennych. 
Parametry i przebiegi prostych regresji dla kilku takich przy-
padków szczególnych o jednakowej niepewności bezwzględnej 
pomiarów porównał M. Dorozhovets [6].

3.	 Postać kryterium przy występowaniu 
autokorelacji i korelacji wzajemnej obu 
zmiennych

Wyznaczono kryterium dla losowo zmiennych X i Y. Wartości 
zmierzonych obu współrzędnych punktów badanych obarczone 
są błędami losowymi i zrandomizowanymi i błędami systema-
tycznymi o wartościach, których nie można było wyeliminować 
przez poprawki. Wartości yi lub iy  (dla i = 1, …, n) wektora 
Y, mierzone jednokrotnie mają niepewności złożone  
ui(yi) = uByi, a mierzone wielokrotnie – niepewności złożone  
 

( ) ( )2 2 .i i Ayi Byiu y u u= +  Wartości xi lub ix  (dla i = 1, …, n)  
 
wektora X są odpowiednio o niepewnościach ui(xi) lub  
 

( ) ( )2 2 .i i Axi Bxiu x u u= +  Dla linii prostej poszukiwanej metodą  
 
regresji, zwanej dalej prostą regresji, rozwiązania równania 
liniowego ma postać wektorową:

	 Yp = F(Xp) = aXp + b1 = aXp + b,	 (7)

gdzie: 1 = [1, …, 1]T – wektor jednostkowy o wymiarze n,  
a – współczynnik kierunkowy poszukiwanej prostej, b – jej wyraz 
wolny, wektory Xp, Yp zawierające współrzędne punktów Pi linii 
prostej, do których wyznacza się odległości punktów Qi.

Dla zmiennych nieskorelowanych, funkcja kryterialna (6) jest 
sumą kwadratów odległości badanych punktów Qi(zi) o parach 
współrzędnych zi = (xi, yi) dla i = 1, …, n, od punktów Pi na 
prostej regresji o współrzędnych zpi = (xpi, ypi), znormalizowanych 
do wariancji u2(yi) lub u2(xi) w kierunkach 0x lub 0y. Osiąga ona 
minimum dla równej zeru sumy kwadratów pochodnych wzglę-
dem parametrów a i b prostej regresji, tj., gdy obie pochodne 
jednocześnie są równe zeru. Dodatkowym warunkiem jest mini-
malizacja funkcji kryterialnej ze względu na wybór punktów xpi. 
Prowadzi to do kierunku projekcji tych punktów na prostą  
 
regresji o wartości 

2

2
1 ( ) .

( )
i

i

u y
a u x

−  Dla autokorelacji xi, yi i korelacji  
 
wartości różnych punktów pomiarowych, wyznaczenie prostej 
regresji wymaga znajomości aż trzech macierzy składowych: UY, 
UX i UXY. Przedstawi się tu ujęcie z [21, 22, 24] dla pomiarów Y 
przy X = const i rozwinięte dla pomiarów wektorów Y i X w [13].

Z postaci macierzy (4a, b) wynika, że dla wyznaczania mini-
mum istotne znaczenie mają składowe odwrotnej macierzy 
kowariancji ,1-

ZU  tj. U11, U22 i U12. Odległość wybranego 
punktu pomiarowego od prostej zależy od kierunku jego rzutu 
na prostą regresji. Zrzutowanie punktu pomiarowego Q, daje 
na prostej punkt P. Sumę znormalizowanych kwadratów odle-
głości wraz z ich wagami uzyskuje się z macierzy odwrotnej 

1-
ZU  do macierzy kowariancji UZ. Odległości punktów od pro-

stej regresji opisuje wektor ∆Z = Z – Zp, a kryterium SK okre-
śla równanie w postaci zwartej i rozwiniętej:

	

	 	 (8)

Przyrost ∆X = X – Xp zmiennej X pomnożony przez współ-
czynnik kierunkowy a prostej ukośnej do krzywej regresji 
wyznacza przyrost ∆Y = Y – Yp zmiennej Y z uwzględnie-
niem wektora Y – aX – b, gdyż z równania prostej regresji 
otrzymuje się ∆Y = a∆X + Y – aX – b oraz:
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	 	 (9)

gdzie macierz symetryczna:

	 ( ) 2+ + + .a a= T
11 12 12 22U U U U U 	 (9a)

Symetryczna macierz U zawsze ma rzeczywiste wartości wła-
sne Viλ  i powinna być dodatnio określona. Znormalizowane 
ortogonalne wektory własne Ri (dla i = 1, …, n) speł-
niają warunki:

	

0 dla
,

1 dlaVié
i j
i j

λ
≠

= =  =
T
ii i jUR R R R 	 (10)

Minimum wyrażenia (9) uzyskuje się analitycznie przez znale-
zienie lokalnego minimum dla wektora błędu ∆X. Jest to zależ-
ność kwadratowa hiper-paraboliczna. Następnie poszukuje się 
lokalnego minimum względem zmiennej b, aby ostatecznie otrzy-
mać funkcję SK(a) jako jednowymiarową zależność od a.

Jeśli skorelowanie nie występuje, to macierz kowariancji 
U ma tylko przekątną główną i wówczas wyrażenie (9) można 
przedstawić jako sumę form kwadratowych. Dla wielkości sko-
relowanych macierz U ma też różne od zera wartości poza 
przekątną. Aby ją zdiagonalizować wprowadza się macierz orto-
gonalną HT = H–1 składającą się ze znormalizowanych wektorów 
własnych H = [R1, …, Rn] i H–1 H = H H–1 = I i otrzymuje 
się postać:

	

1 0 0
0 0
0 0

V

Vn

λ

λ

−
 
 =  
  



1H UH 	 (11)

Zależność (11) można użyć do diagonalizacji każdej macierzy 
U z elementami niediagonalnymi.

Funkcję SK(∆X, a, b) dla zmiennych skorelowanych można 
przedstawić też jako sumę form kwadratowych. Po dwukrotnym 
wstawieniu macierzy jednostkowej H HT = I dla diagonalizacji 
U, otrzymuje się równanie (12):

	

	

	 	 (12)

oraz (13) w postaci sumy form kwadratowych:
	
	

	 	 (13)

gdzie ∆X jest przekształconym liniowo (przez translację, obrót) 
wektorem do nowego n-wymiarowego wektora, hx = HT∆X, 
a hVDELi są elementami wektora H–1(U12 + aU22)[Y – aX – b].

Dla wszystkich dodatnich wartości własnych 0Viλ >  (dla  
i = 1, ..., n), funkcja SK osiąga minimum, gdy wszystkie formy 
kwadratowe mają minimum. Zatem macierz U musi być dodat-
nio określona. Jest tak, jeśli wszystkie wartości własne macierzy 
U są dodatnie. Wartość minimalna analizowanej funkcji wystąpi 
wtedy, gdy każda forma kwadratowa osiąga minimum, to jest 
dla wierzchołka hiper-paraboli (9). Można rozróżnić funkcję SK 
ze względu na wektor błędu X – Xp, tj. wybrać taki zestaw 
punktów Xp dla regresji, która minimalizuje lokalnie tę funkcję. 
Według tego warunku uzyskuje się wyrażenie wektora błędu dla 
∆X i dla ∆Y. Dla zminimalizowania funkcji nie trzeba parame-

tryzować i przeszukiwać ustawienia wektora Xp. Hiper-funkcja 
ta ma minimum ze względu na ∆X i występuje ono, gdy wyzna-
czymy n-wymiarowy gradient, który można zapisać symbolicznie

	

( - , , ) (- , , )( , , ) 0
( - ) (- )

SK a b SK a bSK a b ∂ ∂∂ = = =
∂ ∂ ∂

p p

p p

X X XX
X X X X

∆
∆

	(14)

Wówczas: [ ] ( )- - + .a a= − TT T -1
12 22X Y X b U U U∆  A stąd

	

	

(15)

Macierz odwrotna -
YeffU 1  do efektywnej symetrycznej macie-

rzy kowariancji UYeff odpowiada regresji y na x i opisana jest 
jako [13]:

	 ( ) ( )a a−= − + +-
YeffU U U U U U U1 T 1

22 12 22 12 22 	 (16)

Dla macierzy symetrycznej = T
12 12U U  redukuje się ona do 

postaci

	 ( ) −= −-
YeffU U U U U U1 1

11 22 12 12 	 (17)

Gdy każda ze zmiennych x i y ma tylko autokorelację, tj. nie 
występują korelacje wzajemne, to = ,=T

12 12 0U U  = ,-1
11 XU U  

= -1
22 YU U  oraz

	

	 	 (18)

Dla nieskorelowanych x i y, macierze UX, UY są diagonalne 
i -1

YeffU  jest też diagonalna o następujących elementach:

	
( ) 12 2 2( ) ( )i iii
a u X u Y

−  = + 
-1
YeffU  (gdzie i = 1, …, n)	 (19)

Aby uprościć ostateczną postać kryterium SK(a, b), wprowa-
dza się następujące parametry pomocnicze:

	
1

1 1= n n
yeffi j ij

S u−
= =  = ∑ ∑  

-
YeffUT 11 1 	 (20a)

	 =xS =- -
Yeff YeffX U U XT 1 T 11 1 	 (20b)

	 =xxS -
YeffX U XT 1 	 (20c)

	 =xyS =- -
Yeff YeffX U Y Y U XT 1 T 1 	 (20d)

	 =yS =- -
Yeff YeffY U U YT 1 T 11 1 	 (20e)

	 =yyS -
YeffY U YT 1 	 (20f)

Z równania (15), po użyciu parametrów (20a–f), otrzymuje się:

	

	 	 (21)

Minimum SK ze względu na b występuje dla warunku:

	
( )( , ) 0, 0SK a b S

b
∂ = >

∂
	 (22)

Lokalne minimum dla parametru b opisuje równanie

	 2bS – 2Sy + 2aSx = 0 czyli b = (Sy – aSx)/S	 (23)
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Ogólna postać zależności -
YeffU 1  od współczynnika kierunko- 

 
wego a prostej regresji jest złożona i warunku ( , ) 0G a b

a
∂ =

∂
 nie 

 
można wyznaczyć analityczne, tak jak jest to dla regresji y na 
x przy stałej, niezmiennej macierzy .-

YU 1  Końcowym rezultatem 
tych rozważań dla parametru b określonego warunkiem (23), jest 
możliwość numerycznego wyznaczenia funkcji SK(a) jako

	

	 	
(24)

Dokładne minimum funkcji SK(a) wyznacza się przez gęste 
próbkowanie numeryczne funkcji (24) i odpowiednio powięk-
szając (Zoom In) fragment wykresu z badanym przedziałem 
występowania minimum – rys. 4.

W ogólnym przypadku, minimum (24) nie można znaleźć 
analitycznie, gdyż SK(a) zależy explicite od nachylenia a prostej 
regresji w pierwszej i drugiej potędze. Dodatkowo występuje 
zależność macierzy -1

YeffU  od macierzy odwrotnej U–1, a macierz 
U zależy też od a w pierwszej i drugiej potędze – równanie (16). 
Tylko w niektórych przypadkach, np. stałego stosunku niepew-
ności/wariancji, lub stałych niepewności u(xi) = const,  
u(yi) = const i współczynnika korelacji constxyρ =  (sekcja 9), 
rozwiązaniem są pierwiastki równania kwadratowego. W ogól-
nym przypadku można uzyskać przybliżone rozwiązanie anali-
tyczne stosując aproksymacje wielomianowe. Najszybciej 
otrzymuje się rozwiązanie wyznaczając numerycznie funkcję 
SK(a) i powiększając jej wykres w obszarze wokół minimum 
(rys. 4a, b, w przykładzie w sekcji 8).

4. Konsekwencje proponowanego ujęcia 

Należy zdefiniować macierz β  współczynników wagowych 
[13], które można wykorzystać do identyfikacji rodzaju regre-
sji x względem y lub odwrotnej. Między współczynnikami 
wagi macierzy ,β  lub jej odwrotności −β 1  i nachyleniem 
a prostej regresji istnieje jednoznaczna zależność. Wyznaczy 
się ją dla macierzy liniowej wektorów błędu w kierunku 0x 
i 0y. Z równań

( )[ ]+ + -a a−∆ = −vertexX U U U X b Y1
12 22

i ( )[ ]+ + -a a−∆ =vertexY U U U X b Y
12

1 T
11

otrzymuje się macierz współczynników wagowych, które 
transformują liniowo błędy zmiennej x w błędy zmien-
nej y i na odwrót. Gdy macierz ta jest diagonalna, to zawi-
era współczynniki nachylenia linii rzutów punktów badanych 
na prostą regresji. Odpowiadają one minimum (14) funkcji  
SK(a, b) i są zdefiniowane jako:

	
( )( )+ +a aβ −∆= = −

∆
vertex

vertex

Y U U U U
X 12

1T
11 12 22 	 (25)

	

	
( ) ( )+ +a aβ

−− ∆= = −
∆

vertex

vertex

X U U U U
Y 12

11 T
11 12 22 	 (26)

Z (25) wynika, że współczynnik kierunkowy prostej regresji 
jest określony przez macierz współczynników wagowych β  
i części macierzy kowariancji odwrotnej do UZ (jest to dokładnie 
macierz diagonalna aI)

	
( )( )+ +a

−
= − U U U U

12

1T
11 12 22β β 	 (27)

Regresję x względem y, lub y względem x, można zidentyfiko-
wać, gdy macierz = 0,β  lub odpowiednio dla = 0.−β 1  
Wyznacznik macierzy UZ równa się zeru w skrajnych przypad-
kach regresji y względem x lub x od y. Można tego uniknąć wst-
awiając do obliczeń odpowiednio małe wartości wariancji. Z (25) 
otrzyma się:

	 =vertex vertexY Xβ∆ ∆ 	 (28a)
lub 

	 =vertex vertexX X−β 1∆ ∆ 	 (28b)

Regresję x względem y identyfikuje się za pomocą = 0,β  
ponieważ .= =vertexY Y 0∆ ∆  W granicy, przy bliskich zera 
elementach macierzy diagonalnej UY → 0 (UXY = U12 = 0), 
U22 → ∞ (elementy diagonalne) otrzymuje się:

	 ( )( )+ + 0a −= − →U aU U U 1T
11 12 12 22β 	 (29)

Podobnie regresję y względem x identyfikuje się dla

	  = 0,−β 1  gdyż .= =vertexX X 0∆ ∆

W granicy, przy bliskich zera elementach macierzy diagonal-
nej UX → 0 (UXY = U12 = 0), U11 → ∞ (tylko elementy dia-
gonalne) otrzymuje się 

	 ( ) ( )+ + 0a= − →U aU U UT
11 12 12 22

−−β
11 	 (30)

Dla nieskorelowanych współrzędnych x i y, tj. gdy UXY = 0, 
macierze UX i UY są diagonalne, tj. [UX]ii = u2(xi) oraz  
[UY]ii = u2(yi), i = 1, ..., n. Jeśli wszystkie macierze zawierają 
różne od zera elementy tylko na głównej przekątnej, to = diagβ β  
jest też macierzą diagonalną

	 í

0

0 nn

β

β

11 
 =  
  



  



diagβ 	 (31a)

oraz 

	 í
1

0

0
nn

β

β

11
−1

−

−

 
 

=  
 
  



  



diagβ 1 	 (31b)

W tym przypadku linie przechodzące przez punkty badane 
i przecinające prostą regresji mają nachylenia 
 2

2
1 ( )

( )
i

ii i
i

u Y
a u X

β β= = −  (dla i = 1, ..., n). Efektywna macierz 
 

kowariancji odwrotnej jest też diagonalna – równanie (19), z któ-
rego wynika metoda efektywnej wariancji. Stosuje się ją do 
szacowania parametrów prostej regresji. Macierz β  przy braku 
skorelowania jest diagonalna i pozostałe jej elementy są równe 
zeru. Rysunek 2 podaje geometryczną interpretację tego 
przypadku. Diagonalne elementy tej macierzy są nachyleniami 
linii przechodzących przez badane punkty ..., Qi-1, Qi, Qi+1, ... 
i przecinających prostą regresji w punktach ..., Pi-1, Pi, Pi+1, ... .
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5.	 Parametry macierzy Uab wynikające 
z macierzy efektywnej U-1

Yeff

W przypadku skorelowanych obserwacji w próbkach pomiaro-
wych o rozkładach gaussowskich, granice pasma niepewności 
prostej regresji wyznacza się bądź metodą numeryczną Monte 
Carlo, bądź metodą przybliżoną z macierzowego prawa propa-
gacji wariancji niepewności macierzy kowariancyjnej UZ, tj.:

	

2

2
a ab a b

ab a b b

u u u

u u u

ρ

ρ

 
= = 

  
ab ZU CU CT 	 (32)

gdzie: Uab – macierz kowariancji dla parametrów prostej regre-
sji; ua, ub, rab – niepewności jej parametrów a i b oraz ich 
współczynnika korelacji, C – macierz współczynników wraż-
liwości o postaci:

	

T
1 2

1 2

, n

n

a a
z za b
b bZ Z
z z

∂ ∂ 
 ∂ ∂∂ ∂   = =  ∂ ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ 





C 	 (33)

Parametry macierzy C wyznacza się numerycznie korzysta-
jąc z formuł:

	

( ) ( )
2

N i N i

i

a z h a z ha
z h

+ − −∂ ≅
∂

	 (34a)

	 	
	

( ) ( )
2

N i N i

i

b z h b z hb
z h

+ − −∂ ≅
∂

	 (34b)

gdzie aN i bN są wartościami wyznaczonymi z modyfikacji 
współrzędnych punktów pomiarowych o wartość .h±

W dalszej części podano przypadki szczególne, tj. pomiary Y 
lub X z autokorelacją jako zmiennej zależnej.

6.	Regresja dla pomiarów zmiennej Y 
z autokorelacją w funkcji X

Mierzy się tylko zmienną zależną Y, a X jest zdeterminowaną 
zmienną niezależną i nie jej niepewność jest pomijalnie mała 
i nie ma korelacji wzajemnej obu zmiennych. Przy występo-
waniu funkcji autokorelacji Y otrzymuje się:

	
- -= , = = , = , →-

XY X YU U U U U1 1 1
11 220 0 β 0

i funkcja kryterialna upraszcza się do postaci:

	 ( ) [ ] [ ], + - + -SK a b a a= X b Y U X b Y22
Τ 	 (35)

Parametry a, b opisane są wzorami:

	
aa ∆=

∆
	 (36a)

	
bb ∆=

∆
	 (36b)

gdzie: ,a xy x ySS S S∆ = −  b y xy x xyS S S S∆ = −  i ( )2 .xx xSS S∆ = −

Zaś parametry macierzy Uab są następujące:

	
2
a

Su =
∆

	 (37a)

	
2 xx
b

Su =
∆

	 (37b)

	
	 (37c)

	

x
ab

xx

S
SS

ρ = − 	 (37d)

Parametry S zdefiniowano tak, jak w równaniach (20a – f), 
przy czym macierz -

YeffU 1  zastępuje się macierzą .-
YU 1

7. 	Regresja dla pomiarów zmiennej X 
z autokorelacją jako zależnej od Y

Zdeterminowana jest teraz zmienna Y. Nie uwzględnia się jej 
niepewności oraz nie ma korelacji wzajemnej obu zmiennych. 
Stąd wynika:

	 - -= , = = =,XY Y XU U U U U1 1
22 110 0

i funkcja kryterialna redukuje się do postaci b → 0

	
( ) [ ] [ ]2, + - + -SK a b a a

a
= UX b Y X b Y11Τ 	 (38)

Rozwiązanie tego przypadku jest identyczne jak w pkt. 5, jeśli 
zastosuje się zamianę oznaczeń X → Y i Y → X i jednocześnie 
zamieni się macierz -

YU 1  na macierz -
XU 1  oraz w oznaczeniach 

parametrów pomocniczych do wyznaczenia jej elementów, 
o postaciach jak w (20a–f) dla macierzy ( ),-

YU 1  zamieni się sym-
bol S na W. Wówczas otrzymuje się:

	

ax
x

x
a ∆=

∆
	 (39a)

	

bx
x

x
b ∆=

∆
	 (39b)

Rys. 2. Interpretacja elementów diagonalnych macierzy ßdiag dla 
regresji liniowej bez korelacji otrzymanej z użyciem macierzy 
efektywnej    
Fig. 2. Interpretation of diagonal elements of the ßdiag matrix for linear 
regression without the correlation obtained with the effective matrix    
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Po wprowadzeniu nowych oznaczeń: ,ax yx x yWW W W∆ = −  
 ,bx x yy y yxW W W W∆ = −  ( ) ( )2

0 ,x yy y xWW W∆ = − ∆ ≠
 
parame- 

 
try linii prostej y = ax + b w układzie x0y dla x jako zmiennej 
niezależnej, są następujące:

	

1 x

x ax
a

a
∆= =
∆

	 (40a)

	
x bx

x ax

bb
a

∆= − = −
∆

	 (40b)

Parametry macierzy kowariancji 
x xa bU

	

2
ax

x

Wu =
∆

	 (41a)

	

2 yy
bx

x

W
u =

∆
	 (41b)

	

y
ab ax bx

x

W
u uρ = −

∆
	 (41c)

Z prawa propagacji wariancji wynika

 
 

 
 	 	

 
 
	

	 	 (42)

Po wymnożeniu macierzy w równaniu (42), otrzymuje się 

	

2 2
a ax

x

Wu a u a= =
∆

	 (43a)

	

2 2yy y
b

x

b W W W b
u a

+ −
=

∆
	 (43b)

	

( )3
y

ab a b
x

a bW W
u uρ

−
=

∆
	 (43c)

W następnych dwu sekcjach przedstawione są przykłady. 
W sekcji 8, dla minimów na fragmentach funkcji kryterialnej 
wykreślonych w powiększonej skali (rys. 3a, b) wyznaczono 
numerycznie wartości parametrów a i b prostej regresji oraz 
granice jej pasm niepewności standardowej i rozszerzonej. Zaś 
w sekcji 9 podano równania parametrów prostej regresji i jej 
niepewności dla jednakowego skorelowania obu mierzonych 
współrzędnych x, y każdego z punktów. Dla takiego przypadku 
równania te można wyznaczyć analitycznie. (Wzorów w tych 
krótkich przykładach nie numerowano). 

8.	Przykład numerycznego wyznaczania 
parametrów prostej regresji 
dla jednakowych niepewności 
współrzędnych punktów badanych

Dla ilustracji omówionej metody, podano prosty przykład 
liczbowy dla pomiarów współrzędnych x i y pięciu punktów 
o jednakowej niepewności bezwzględnej. Wartości zmierzonych 
współrzędnych zawiera tabela 1, a uzyskane wyniki nume-
ryczne parametrów prostej regresji, ich niepewności i współ-
czynnika korelacji – tabela 2. 

Tabela 1.Wyniki pomiarów współrzędnych punktów badanych
Table 1. Results of measurements of the coordinates of tested points

Numer punktu 
pomiarowego xi yi

1 1,0089 3,013

2 1,9905 5,0022

3 2,9896 6,9923

4 3,9907 9,0116

5 4,9695  10,9815

Macierze UX i UY oraz UXY, czyli składniki macierzy UZ (4a) 
dla współrzędnych xi, yi badanych punktów:

  

( )2

1 0,2 0,2 0,2 0,2
0,2 1 0,2 0,2 0,2
0,2 0,2 1 0,2 0,20,01
0,2 0,2 0,2 1 0,2
0,2 0,2 0,2 0,2 1

= =X YU U

	

( )2

0,2 0,1 0,1 0,1 0,1
0,1 0,2 0,1 0,1 0,1
0,1 0,1 0,2 0,1 0,10,01
0,1 0,1 0,1 0,2 0,1
0,1 0,1 0,1 0,1 0,2

= =XY XYU UT

Stąd wynikają jednakowe niepewności u(xi) = u(yi) = 0,01 
jako elementy na przekątnych obu powyższych macierzy.

Powiększone fragmenty charakterystyk SK(a, b) dla tego przy-
kładu podano na rysunku 3 dla maksymalnej rozdzielczości pro-
gramu obliczeniowego. Z nich wyznaczono wartości a i b dla 
minimum funkcji kryterialnej SK(a, b). Wyniki obliczeń wykona-
nych za pomocą algorytmów podanych w [13], zawiera tabela 2.

Tabela 2. Parametry prostej uzyskane numerycznie metodą regresji x i y
Table 2. Straight line parameters in the regression method x and y obtained 
numerically

Parameter Wyniki numeryczne we-
dług kryterium WTLS 

Wartości błędów 
, , , ,a b a b abu uε ε ρ∆ ∆ ∆

a 2,01043980 2 ⋅ 10−8

b 0,98922667 7 ⋅ 10−8

ua 0,00607379 5 ⋅ 10−8

ub 0,02151805 1,6 ⋅ 10−7

ρab −0,84392235 6,5 ⋅ 10−5
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Rys. 3. Wykresy fragmentów funkcji kryterialnej SK(a) i SK(b) wokół minimum funkcji kryterialnej dla 
parametrów prostej a i b przy znacznie powiększonej skali na obu osiach
Fig. 3. Graphs of fragments of the criterion function SK(a) and SK(b) around its minimum for parameters a and b 
with a significantly enlarged scale on both axes

SK(a)

a) b)

SK(b)

Równanie prostej regresji, po zaokrągleniu a i b do 4 cyfr po 
przecinku, ma postać: y = 2,0104x + 0,9892. Prostą tę przed-
stawiono na rysunku 4a wraz z granicami pasma niepewności 
jako hiperbolami położonymi wokół niej o równaniach 
 

2 2 2
0,95, 2 2 .u n a ab a b by ax b t x u xu u uρ−= + ± + +  Na rys. 4b, o po- 

 
większonej skali 0y, przedstawiono same pasma niepewności uy(x) 
i Uy(x) = kPuy(x) dla P = 0,95. Obliczono je dla częstych w prak-
tyce pomiarowej jednakowych wartości bezwzględnych niepew-
ności standardowych uxi = uyi = 0,01, czyli dla rozszerzonych 
niepewności względnych o około 1 % wartości maksymalnej 
zakresu x i około 2 % zakresu y.

9.	Przykład analitycznego wyznaczania 
równania i pasma niepewności prostej 
regresji 

W tej sekcji podano wzory analityczne, które istnieją dla jedna-
kowego skorelowania wzajemnego zbiorów obserwacji pomiaro-
wych obu współrzędnych, każdego z punktów, jako zmiennych 
losowych. Propagację ich niepewności opisuje się macierzą 
kowariancji (4a), tj.:

	

 
=  

 

X XY
Z

XY Y

U U
U

U UT

Jeśli autokorelacje obu zmiennych nie występują, to macierz 
UZ i jej macierze składowe UX, UY i UXY są diagonalne, tj.:
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Przy tym samym współczynniku korelacji r, macierz kowa-
riancji UXY ma jednakowe elementy na przekątnej. Wówczas 
efektywna odwrotna macierz kowariancji -

YeffU 1  jest również 
diagonalna o takich samych wartościach na przekątnej. W takim 
szczególnym przypadku istnieje rozwiązanie analityczne [13, 29], 
które jest pierwiastkiem odpowiedniego równania kwadratowego 
(jak w metodzie Deminga), zaś funkcja celu jest zdefinio-
wana jako:

	
( ) ( )2

1 2, i in
i

eff

y ax b
SK a b

u=
− −

= ∑

gdzie niepewność efektywną opisuje równanie: 		

	 2 2 2 22 ,eff y x y xu u au u a uρ= − +  

	 u(xi) = ux i u(yi) = uy, i = 1, …, n.

Funkcja celu przyjmuje minimum, jeśli spełnione są razem 
dwa warunki dla pochodnych parametrów a i b:

	
( ),1) 0SK a b
a

∂ =
∂

oraz 
	 ( ),2) 0SK a b

b
∂ =

∂

Z warunku 2) wynika zależność:

 ( )1 2 0n
i ii y ax b= − − − =∑

i z wyrażenia ( )1
n

i ii y ax nb= − =∑

 b y ax= −
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a)

b)

Rys. 4. a) Prosta regresji wraz z pasmem niepewności, b) Punkty pomiarowe z niepewnościami uyi 
oraz pasma niepewności standardowej i rozszerzonej w rozszerzonej skali 0y
Fig. 4. a) Regression line along with a band of uncertainty around it, b) Measurement points with uncertainties 
uyi and the standard and expanded uncertainty bands on the extended scale 0y

Wstawiając obie zależności do warunku 1) otrzymuje się:

Wyrażenie to można przedstawić jako równanie kwadratowe:

	 Aa2 + Ba + C = 0

w którym współczynniki A, B, C są określone jako:

	
( ) ( ) ( )1

n
x i y i x iiA u x x u x x u y yρ=  = − − − + −∑  

	 ( ) ( )2 22 2
1

n
i y x iiB x x u u y y== − − −∑

	 ( ) ( ) ( )1
n

y i y i x iiC u y y u x x u y yρ=  = − − + −∑  

Rozwiązaniem jest pierwiastek równania kwadratowego  
Aa2 + Ba + C = 0 dla minimum SK(a, b), tj., gdy zmienia się 
znak funkcji kwadratowej z (–) na (+). Zawsze należy wybrać 
znak (+), tj.:

	

2 4
2

B B ACa
A

− + −=
 
oraz b y ax= −

10. Podsumowanie

Wyznaczono podstawowe równania macierzowe 
i wynikające z nich zależności analityczne dla 
parametrów prostej regresji i granic pasma jej 

niepewności, gdy zbiory X i Y obu mierzonych zmiennych 
losowo współrzędnych punktów badanych o różnych niepew-
nościach, autokorelacji i skorelowaniu wzajemnym oraz przy 
braku korelacji. Stosowanie tych wzorów umożliwia algorytm 
cyfrowy opracowany przez J. Puchalskiego i opisany szczegó-
łowo w [13]. 

Dla ilustracji numerycznego zastosowania omówionej metody 
w sekcji 8 podano prosty przykład liczbowy dla pomiarów 
współrzędnych x i y pięciu punktów o danych w tabeli 1 i wyni-
kach numerycznych w tabeli 2. Sekcja 9 zawiera wzory ana-
lityczne, które można podać przy jednakowym skorelowaniu 
zbiorów obserwacji pomiarowych obu współrzędnych każdego 
z punktów. 

Inne przykłady liczbowe będą omówione szczegółowo w kolej-
nej pracy cyklu o wyznaczaniu parametrów i pasm niepewno-
ści linii prostej metodami regresji stosowanymi w pomiarach 
z uwzględnieniem zasad estymacji niepewności według prze-
wodnika GUM. Porówna się parametry prostych i ich pasma 
niepewności dla jednakowych współrzędnych xi, yi badanych 
punktów, które uzyska się z pomiarów samych tylko współ-
rzędnych yi przy zadanych wartościach xi, bądź mierząc obie 
współrzędne xi i yi.
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Doświadczenia z analizy metrologicznej pomiarów dwu 
zmiennych losowych powiązanych prostą wyznaczaną metodą 
regresji wykorzystano też do szacowania niepewności pomiarów 
pośrednich w układach wieloparametrowych [26–29].
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Abstract: The work continues the series of publications on the estimation of the parameters of the 
equation and the limits of the uncertainty band of the straight-line y = ax + b fitted to the measurement 
results of both coordinates of the tested points with the use of the linear regression method. A general 
case was considered when these coordinates have different uncertainties and there are all possible 
autocorrelations and cross-correlations. Description of matrix equations was used. The results of 
the coordinate measurements are presented as elements of the X and Y vectors. The propagation of 
their uncertainty was described by the UZ covariance matrix with four component matrices,  
i.e., UX and UY – for the uncertainties and autocorrelations of X and of Y, and UXY and its transposition   
U    – for the cross-correlations. The equation of a straight line and of the borders of its uncertainty 
band are given. Obtained them for the function of parameters a and b satisfying the so-called total 
criterion WTLS, i.e., the minimum sum of squared distances of points from the straight line weighted 
by the reciprocal of the coordinate uncertainty. When the coordinates of different points are not 
correlated, the simplified criterion WLS is used. The directions of projecting the points result from 
the minimization of the function describing the criterion. In the general case, there is only a numerical 
solution. This is illustrated by an example, in which the parameters a and b of the straight line were 
determined numerically from the enlarged fragments of the graph of the criterion function around its 
minimum. The conditions for the uncertainty and correlation of coordinates of points required to obtain 
an analytical solution and its example are also given.m pracy 

Keywords: measurement of point coordinates, uncertainty, linear regression, minimization criterion, regression straight- line, uncertainty band, autocorrelation, 
cross-correlation

Regression and Uncertainty of a Straight-Line for Measurements  
of x and y Variables with All Correlations
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