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Regresja I niepewnosc linii proste] dla pomiarow
obu zmiennych x 1y ze wszystkimi korelacjam
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Zygmunt Lech Warsza
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Streszczenie: Praca kontynuuje cykl publikacji o szacowaniu metodg regres;ji liniowe;j
parametrdw rdwnania i granic pasma niepewnosci linii prostej y = ax + b dopasowanej do
wynikéw pomiardw obu wspdirzednych punktéw badanych. Rozpatrzono przypadek ogdlny, gdy
wspotrzedne te majg rézne niepewnosci i wystepujg wszystkie mozliwe autokorelacje i korelacje
wzajemne. Zastosowano opis rownaniami macierzowymi. Wyniki pomiaréw wspotrzednych
przedstawiono jako elementy wektoréw w X'i Y. Propagacje niepewnosci opisano macierzg
kowariancji U, o czterech macierzach sk’fad0\4vych, tj. U, i U, — dla niepewnosci i autokorelacji
zmiennych X'i Y oraz U, i jej transpozycja U, — dla korelacji wzajemnych. Podano réwnanie
linii prostej i granice jej pasma niepewnosci. Otrzymane je dla funkcji parametréw a i b
spetniajgcej tzw. kryterium totalne WTLS, tj. minimum sumy kwadratéw odlegtosci punktéw

od prostej wazonych przez odwrotnosci niepewnosci wspoétrzednych. Przy nieskorelowaniu
wspotrzednych réznych punktdw stosuje sie uproszczone kryterium WLS. Kierunki rzutowania
punktéw wnikajg z minimalizacji funkcji opisujacej kryterium. W przypadku ogdlnym istnieje tylko
rozwigzanie numeryczne. Zilustrowano to przyktadem. Parametry a i b linii prostej wyznaczono
numerycznie z powigkszonych fragmentéw wykresu funkcji kryterialnej wokdét jej minimum.
Podano tez warunki wymagane dla niepewnosci i korelacji wspétrzednych punktdw, ktdre
umozliwiajg uzyskanie rozwigzania analitycznego i jego przyktad.

Stowa kluczowe: regresja liniowa, regresja linii prostej, pomiar wspdtrzednych punktu, niepe

autokorelacja, korelacja wzajemna

1. Wprowadzenie

Metoda regresji liniowej wyznacza si¢ funkcje opisujaca zalez-
noé¢ miedzy wspolrzednymi zbioru badanych punktéw, ktora
spelnia okreslone kryterium. Dla dwu zmiennych z i y poszu-
kuje sie funkcji y = F(P, + Pz + P, + ..) liniowo zalez-
nej od jej parametréw P. W najprostszym przypadku dwu
zmiennych y i z oraz linii prostej, kryterium tym jest mini-
mum sumy kwadratéow odlegloéci punktéow badanych od tej
funkcji w kierunku Oy lub 0z. W metrologii i teorii dzialania
systeméw i przyrzadéw pomiarowych (wspélny ang. termin
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nosc¢, kryterium minimalizacji, prosta regresji, pasmo niepewnosd,

Measurement Science') funkcja wyznaczona metoda regresji
opisuje sie wyniki pomiaréw menzurandu, a dla aparatury
pomiarowej — jej wlasciwosci metrologiczne, np. charaktery-
styke przyrzadu jako wynik jego wzorcowania. Do szacowania
doktadnosci menzurandu korzysta sie z zalecenn Przewodnika
Wyznaczania Niepewnosci Pomiaréow o angielskim akronimie
GUM [31]. W pierwszej, miedzynarodowo opracowanej wersji
GUM z 1993 r. wprowadzono pojecie: niepewnos$¢ pomiaru
i podano zasady jej wyznaczania. Uwzgledniaja one zaréwno
wystepujace w eksperymencie rozrzuty wynikéw pomiaréw,
ocenione przez niepewnos¢ u,, jak i niezidentyfikowane i nie
usuniete przez poprawki bledy systematyczne — przez niepew-
nos¢ u, oraz ich sume geometryczng jako niepewnos¢ zlozong
u 1 niepewnos¢ rozszerzona U = k,u o wspdlezynniku pokrycia
k, dla okreslonego prawdopodobiefistwa P, np. 0,95 %. Prze-
wodnik GUM kilkakrotnie udoskonalano i ciagle uzupelnia
sie kolejnymi Suplementami. Uzywany jest on powszechnie
w praktyce pomiarowej stuzb miar ponad 150 krajow, w nauce,
technice i niemal we wszystkich innych dziedzinach oraz we
wspoélpracy miedzynarodowej. z badan ekonometrycznych,

! Termin ten zaproponowal w Acta IMEKO w 1970 r. prof. Ludwik Finkelsz-
tein z City University w Londynie, pochodzacy ze Lwowa.
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socjologicznych i niektérych medycznych i przyrodniczych,
a nawet fizycznych oraz w bogatej literaturze matematycznej
[1, 7-15, 29] o réznych rodzajach regresji liniowej, chociaz obie
niepewnoéci skladowe zwykle moga mieé¢ inne wartosci dla
kazdej z mierzonych wspélrzednych. Wplywa to na parametry
prostej regresji i jej pasmo niepewnosci.

Réwnanie prostej regresji i jej pasmo niepewnosci tworzy sie
z uwzglednieniem wszystkich zmierzonych wartoéci wspoirzed-
nych y punktéw, ich niepewnosci u, i skorelowan. Dokladnosé
wspolrzednych kazdego z punktéw wzroénie, gdy ich pomiary
powtérzy sie wielokrotnie. Jesli przy tej samej wartosci odcietej
T, wystepuja rozrzuty wartosci Y, powtarzanych obserwacji rzed-
nej y, 1, to w dalszych obliczeniach prostej regresji stosuje sig
wartosci Srednie ¥, 1 ich niepewnosci standardowe ,; uwzgled-
niajac funkcje autokorelacji dla wartosci bliskich siebie. To podej-
Scie zainicjowal w Polsce M. Dorozhovets i z Z. Warsza opisali
je w [2-6, 16, 18], a A. Zieba jeszcze to udoskonalil [30, 17].
Autorzy zastosowali to dla serii powtdérzonych pomiaréw zmien-
nej losowej ¢ pojedynczego punktu [25, 27]. Przy wyznaczaniu
parametréw linii prostej metoda regresji uzyskuje sie macierz
kowariancji o istotnie mniejszym rozmiarze, niz wspdlna dla
wszystkich obserwacji.

Wg koncepcji Z. Warszy autorzy opracowali tez szereg
publikacji o ocenie niepewnosci wg zasad przewodnika GUM
w posrednich pomiarach wieloparametrowych z autokorelacja
i korelacja wzajemna [19-23]. Problematyke te kontynuowali tez
w serii prac [24-28] o parametrach i niepewnosciach linii prostej
wyznaczanej metoda regresji liniowej z pomiaréw jednej zmien-
nej bez korelacji i przy réznym skorelowaniu wspélrzednych
punktéw badanych [24, 25].

Ponizej przedstawia si¢ podstawy teoretyczne szacowania
parametrow i przebiegdéw granic pasm niepewnodci linii pro-
stej o réwnaniu y = ax + b wyznaczanym metoda regresji
liniowej dla najbardziej ogdlnego przypadku pomiaréw zbioréw
obu wspétrzednych ;i y, punktéw badanych o niejednakowych
niepewnosciach, wystepowaniu autokorelacji lokalnej pomiedzy
obserwacjami wielokrotnie mierzonych wspélrzednych y lub/i
x jednego punktu i réznych punktéw oraz korelacji wzajemnej
miedzy zbiorami wspdtrzednych zi y. Parametry te wyznacza si¢
dla minimum funkcji opisujacej kryterium WTLS (ang. Weigh-
ted Total Least Squares) wynikajace z maksymalizacji funkeji
najwigkszej wiarygodnosci. Macierzowe prawo propagacji nie-
pewnosci dla pomiaréw wspolrzednych punktéw tylko y lub x
stosuje sie w kierunku rzutu Oy lub Oz na funkcje regresji, dla
regresji ortogonalnej — w kierunku prostopadlym [6] oraz w ogdl-
nym przypadku pomiaréw z i y kazdego z punktéw — w réznych
kierunkach wynikajacych z minimalizacji funkcji opisujacej kry-
terium, jak omoéwil to J. Puchalski [13]. (patrz sekcja 4).

2. Prosta regresji dla pomiarow
obu wspotrzednych punktow badanych

Roéwnanie prostej wyznaczone metoda regresji liniowej dla
opisu zaleznosci miedzy wspélrzednymi badanych punktow,
otrzymuje si¢ z warunku minimalizacji funkcji kryterialnej.
Pasmo niepewnoéci prostej regresji o prawdopodobienstwie P
jest ograniczone dwoma hiperbolami £ U (z). Otrzymuje si¢
je z réwnan propagacji niepewnosci. W przypadku ogdlnym
parametry réwnania tej prostej i granice jego pasma niepew-
nosci zaleza od wartoéci badanych wspélrzednych punktéw,
jak i od zbioréw ich bledéw pomiaru opisanych niepewno-
$ciami, funkcjami autokorelacji i korelacja wzajemna. Rysunek
1 przedstawia prosta regresji y = ax + b i rzuty na nia trzech
z badanych punktow.

Zaznaczono szerokosci rozkltadéw bledéw obu mierzonych
wspotrzednych z.1 y tych punktéw @, Q.1 @, oraz ich rzuty
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Rys. 1. Trzy z punktéw pomiarowych z niepewnosciami u,(x), u(y),
prosta regresji y = ax + b i pasmo jej niepewnosci jako obszar
pokrycia o okreslonym prawdopodobienstwie, np. P = 0,95

Fig. 1. Three of the measurement points with uncertainties u,(x), u(y),

the regression line y = ax + b and its uncertainty band as the coverage area
with a certain probability, e.g. P = 0.95

P, P i P_ na prosta regresji z uwzglednieniem skladowych
w kierunkach Oy i 0z. Wykreslono tez pasmo niepewnosci pro-
stej. ograniczone dwoma hiperbolami. U géry rysunku 1 jako
przyktad podano réwnania dla niepewnoéci standardowej u,
I rozszerzonej U, =tyg5 ,_ou, O wspélczynniku pokrycia
z prawdopodobienstwem 0,95 i o n-2 stopniach swobody. Na
podstawie parametréw macierzy kowariancji U,, dla prostej
regresji, tj. niepewnosci standardowej dla wspotczynnika kierun-
kowego a, wyrazu wolnego b, oraz wspoélczynnika korelacji mie-
dzy a i b, oznaczonych odpowiednio jako wu, u, i p ,, pasmo
niepewnosci prostej regresji wyznaczaja dwie hiperbole

y=ar+bt toyg5’n_2\/:c2u2 +2p, 0,y U [24-28).

Kierunek rzutu w przypadku ogélnym wynika z minimalizacji
funkcji kryterialnej. Zwykle dla regresji y wzgledem z rzutuje
sie w kierunku Oy, dla regresji = wzgledem y — w kierunku Oz
i w regresji ortogonalnej — w kierunku prostopadtym do prostej
regresji z dodatkowym wymaganiem spelniania okreslonej zalez-
nosci miedzy niepewnosciami obu wspélrzednych [6].

Dla pomiaréw obu wspélrzednych punktéw Q(z, y,), mierzo-
nych nawet z jednakowymi niepewnosciami standardowymi u,
u,, parametry prostej regresji i rozstgp granic pasma niepewnosci
prostej zaleza od obu tych niepewnosci (sekcja 9).

Réwnania granic niepewnosci prostej wyznaczanej metoda
regresji liniowej maja posta¢ wyznaczalng analitycznie dla
pomiaréw jednej wielkosci w regresji y na = oraz x na y, nawet
wtedy, gdy zmienne te maja autokorelacje. Dla pomiaréw obu
zmiennych opracowano rozwiazanie analityczne tylko dla przy-
padkéw szczegdlnych. Dorozhovets wyznaczyt je dla jednakowej
niepewnosci obu nieskorelowanych wspélrzednych [6]. Miedci sie
to w podanym przez Deminga przypadku stalego ilorazu

2
wariancji % [13]. York rozwigzal to iteracyjnie przy kore-
lacji tylko miedzy wspétrzednymi 1 y, kazdego z punktéw [29].

Réwnania macierzowe dla wynikéw pomiaréw wartosci wspél-
rzednych n punktéw przedstawionych jako dwa losowe wektory:
X=1[z, .z, z)"i Y=1[y, .y — y]", wprzypadku ogdl-
nym sa rozwiazywalne tylko numerycznie. Postacie réownan
uproszcza sie, jesli zmienne X i Y oznaczy¢ wspoélnie zmienna
Z o 2n wartodciach z opisanych wektorem Z = [XT, Y™]. Nie-
pewnoéci pomiarowe punktéw oznacza si¢ wowczas ogélnie przez
u(z,), a korelacje par zmiennych 2 i 2, wspélezynnikami korelacji
Py — znanymi lub szacowanymi na podstawie wspélczynnikéw
Pearsona 7, otrzymywanych z probki. Juz dla kilkunastu powta-
rzanych pomiaréw TP Propagacje niepewnosci pomiaréw
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zmiennej Z opisuje symetryczna macierz kowariancji U, (1)
z niepewno$ciami u(z) jako odchyleniami standardowymi w jed-

nostkach takich, jak zmienna z, tj.:

2
U (Zl) pl,?n”(zl)u(z?n)

U, = : : (1)
2
pl,znu(zl)u(zzn) u”(29,)

W metodzie regresji liniowej do tworzenia kryterium najmniej-
szych kwadratéw dla zmiennej Z stosuje sie wielowymiarowy
rozkltad Gaussa o gestosci prawdopodobienstwa:

I S VA
1) = G e 5% - 22 -2,)) ©

gdzie: Z, Z - 2xn-wymiarowe wektory wspéirzednych punk-
téw o wartosciach z z pomiaréw i wartodciach z, poszukiwanej
funkcji regresji, ktoére spelniaja réwnanie

Y = F(X) (3)
. T 7T
W przypa&lku ogdlnym Z=[X , Y :I ,

Z, = [X ,T, Y,;r ] . Macierz kowariancji U, i jej odwrotnosé
U'Z1 sa nastepujace:

UX UXY
U, = 4a
3 [U;‘Y Uy} (40)
U. U.
[P Ui (4b)
7 Uiz Uy

gdzie: U,, U, — symetryczne macierze kowariancji rozmiaru
n X n opisujace wariancje (kwadraty niepewnosci) i kowarian-
cje auto-skorelowan kazdej ze zmiennych X i Y; U, czedc
macierzy kowariancyjnej U, dla korelacji wzajemnej elemen-
tow wektoréw X i Y.

Macierze sktadowe macierzy U, sa rozmiaru n X n, macie-
rze U,, i U,, sa symetryczne i ogdlnie macierz U,, jest niesy-
metryczna: U, ;tU;rz. Dla tylko jednej zmiennej losowej:
U,=U,dla U,=0oraz U,= U, dla U, = 0.

Kryterium dla regresji liniowej o zmiennej uogdélnionej
Z wynika z wymagania, by funkcja (2) dla gestosci prawdopo-
dobienstwa wielowymiarowego rozkladu Gaussa osiagala maksi-
mum. Odpowiada temu minimum funkcji:

SK(Z,)=-In(f(Z,)) - min (5)

Warto$¢ bezwzgledna wykladnika potegi we wzorze (2)
powinna by¢ jak najmniejsza, tj.:

SK(Z,)=Z - 2,]"U;'|Z - Z,] - min (6)

W pomiarach stosuje sie czesto regresje liniowa dla minimum
sumy kwadratéw odleglosci punktéw od wyznaczanej funkeji (3),
np. prostej regresji, w okreslonym kierunku i znormalizowanych
do niepewnosci pomiaru tych odleglodci, tj. dla regresji y od z
- w kierunku Oy, dla regresji « od y — w kierunku Oz oraz dla
regresji ortogonalnej — w kierunku prostopadlym do funkcji (3).
Dla pomiaréw jednej tylko zmiennej Y lub X, sa to przypadki
szczegOlne kryterium (6) dla pomiaréw obu tych zmiennych.
Parametry i przebiegi prostych regresji dla kilku takich przy-
padkéw szczegdlnych o jednakowej niepewnosci bezwzglednej
pomiaréw poréwnal M. Dorozhovets [6].

Jacek Puchalski, Zygmunt Lech Warsza

3. Postac kryterium przy wystepowaniu
autokorelacji i korelacji wzajemnej obu
zmiennych

Wyznaczono kryterium dla losowo zmiennych X i Y. Wartosci
zmierzonych obu wspolrzednych punktéw badanych obarczone
sa bledami losowymi i zrandomizowanymi i btedami systema-
tycznymi o wartoéciach, ktérych nie mozna byto wyeliminowaé
przez poprawki. Wartosci y, lub 3, (dla i =1, .., n) wektora
Y, mierzone jednokrotnie maja niepewnosci zlozone
u(y,) = uy,, a mierzone wielokrotnie — niepewnosci zlozone

u (7;) = 1[(@21” +H§yi). Wartoéci =, lub z; (dla i =1, .., n)

wektora X sa odpowiednio o niepewnosciach wu(z,) lub

U, (EZ) = (ﬁizi + Eém-). Dla linii prostej poszukiwanej metoda
regresji, zwanej dalej prosta regresji, rozwiazania réwnania
liniowego ma postaé¢ wektorowa:

Y,=F(X)=aX +bl=0aX +b (7)

gdzie: 1 = [1, .., 1]" — wektor jednostkowy o wymiarze n,
a — wspOtezynnik kierunkowy poszukiwanej prostej, b — jej wyraz
wolny, wektory Xp, Yp zawierajgce wspolrzedne punktéw P, linii
prostej, do ktérych wyznacza si¢ odleglosci punktéw Q.

Dla zmiennych nieskorelowanych, funkcja kryterialna (6) jest
suma kwadratéw odlegloéci badanych punktéw @Q(z) o parach
wspohrzednych z = (z, y) dla i = 1, .., n, od punktéw P, na
prostej regresji o wspélrzednych z,= (xm.7 ypi)7 znormalizowanych
do wariancji v*(y,) lub v*(x,) w kierunkach Oz lub 0y. Osigga ona
minimum dla réwnej zeru sumy kwadratéw pochodnych wzgle-
dem parametréw a i b prostej regresji, tj., gdy obie pochodne
jednoczesnie sg réwne zeru. Dodatkowym warunkiem jest mini-
malizacja funkcji kryterialnej ze wzgledu na wybér punktéw .
Prowadzi to do kierunku projekcji tych punktéw na prosta

2
regresji o wartoéci _L uQ(yi)
a u”(z;

. Dla autokorelacji z,, y, i korelacji

wartosci réznych punktoéw pomiarowych, wyznaczenie prostej
regresji wymaga znajomosci az trzech macierzy sktadowych: U,
U, i U,,. Przedstawi sie tu ujecie z (21, 22, 24] dla pomiaréw Y
przy X = const i rozwiniete dla pomiaréw wektoréw Yi X w [13].

Z postaci macierzy (4a, b) wynika, ze dla wyznaczania mini-
mum istotne znaczenie maja sktadowe odwrotnej macierzy
kowariancji U'Zl, tj. Uy, U,, i U,,. Odlegtos¢ wybranego
punktu pomiarowego od prostej zalezy od kierunku jego rzutu
na prosta regresji. Zrzutowanie punktu pomiarowego @, daje
na prostej punkt P. Sume znormalizowanych kwadratéw odle-
glosci wraz z ich wagami uzyskuje si¢ z macierzy odwrotnej
U'Z1 do macierzy kowariancji U,. Odleglosci punktéw od pro-
stej regresji opisuje wektor AZ = Z — Zp, a kryterium SK okre-
$la réwnanie w postaci zwartej i rozwinietej:

SK(AZ,a,b) = AZTU'AZ =
= AXTU AX + 20X U LAY + AYU,,AY (8)
Przyrost AX = X - Xp zmiennej X pomnozony przez wspol-
czynnik kierunkowy a prostej ukosnej do krzywej regresji
wyznacza przyrost AY = Y — Yp zmiennej Y z uwzglednie-

niem wektora Y — aX — b, gdyz z réwnania prostej regresji
otrzymuje si¢c AY = cAX + Y - aX — b oraz:
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SK(AX,a,b) = AXTUAX +2[Y -aX -b]" (U3 + aUs, ) AX +
+[Y -aX-b]" Uy, [Y -aX - b] (9)
gdzie macierz symetryczna:

U:U11+Q(U;rz +U12)+‘12U22~ (9a)

Symetryczna macierz U zawsze ma rzeczywiste wartosci wla-
sne A;; i powinna by¢ dodatnio okre$lona. Znormalizowane
ortogonalne wektory wlasne R, (dla ¢ = 1, .., n) spel-
niaja warunki:

0 dlai#j

1
1 dlai=j (10)

UR; = AyR;, R'R;= {

Minimum wyrazenia (9) uzyskuje si¢ analitycznie przez znale-
zienie lokalnego minimum dla wektora bledu AX. Jest to zalez-
noé¢ kwadratowa hiper-paraboliczna. Nastepnie poszukuje si¢
lokalnego minimum wzgledem zmiennej b, aby ostatecznie otrzy-
ma¢é funkcje SK(a) jako jednowymiarowa zaleznosé od a.

Jesli skorelowanie nie wystepuje, to macierz kowariancji
U ma tylko przekatna gléwna i wéwczas wyrazenie (9) mozna
przedstawi¢ jako sume form kwadratowych. Dla wielkosci sko-
relowanych macierz U ma tez rézne od zera wartosci poza
przekatna. Aby ja zdiagonalizowaé wprowadza sie macierz orto-
gonalng HT = H?* skladajaca sie ze znormalizowanych wektoréw
wlasnych H= [R,, .., R]i H' H= H H*' = Ii otrzymuje
sie postac:

Ay 00
HWH=|0 .. 0 (11)
0 0 Ay

Zalezno$¢ (11) mozna uzy¢ do diagonalizacji kazdej macierzy
U z elementami niediagonalnymi.

Funkcje SK(AX, a, b) dla zmiennych skorelowanych mozna
przedstawié tez jako sume form kwadratowych. Po dwukrotnym
wstawieniu macierzy jednostkowej H H' = I dla diagonalizacji
U, otrzymuje sie réwnanie (12):

SK(AX,a,b) = (H"AX) H'UH(H"AX)+

+2(H"AX) H (Uy +aUy)[Y - aX - b]+

+[Y -aX -b]" Uy [Y - aX -b] (12)
oraz (13) w postaci sumy form kwadratowych:
SK(AX,a,b) = Y. ha} Ay, + 2ha;h VDEL, +
+[Y-aX - b]" Uy Y- aXb] (13)

gdzie AX jest przeksztalconym liniowo (przez translacje, obrét)
wektorem do nowego n-wymiarowego wektora, hx = HTAX,
a hVDEL, sa elementami wektora H'(U,, + aU,,)[Y — aX — b].

Dla wszystkich dodatnich wartosci wlasnych 4,; >0 (dla
i=1, ..., n), funkcja SK osiaga minimum, gdy wszystkie formy
kwadratowe maja minimum. Zatem macierz U musi by¢ dodat-
nio okredlona. Jest tak, jesli wszystkie wartosci wlasne macierzy
U sa dodatnie. Warto$¢ minimalna analizowanej funkeji wystapi
wtedy, gdy kazda forma kwadratowa osigga minimum, to jest
dla wierzcholka hiper-paraboli (9). Mozna rozrézni¢ funkcje SK
ze wzgledu na wektor bledu X — X, tj. wybrac taki zestaw
punktow XI7 dla regresji, ktéra minimalizuje lokalnie t¢ funkcje.
Wedlug tego warunku uzyskuje si¢ wyrazenie wektora bledu dla
AX idla AY. Dla zminimalizowania funkcji nie trzeba parame-
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tryzowaé i przeszukiwaé ustawienia wektora Xp. Hiper-funkcja
ta ma minimum ze wzgledu na AX i wystepuje ono, gdy wyzna-
czymy n-wymiarowy gradient, ktory mozna zapisa¢ symbolicznie

0SK(AX,a,b) O0SK(X-X,.ab) 0dSK(-X,ab) 0 (14)
JAX AX-X,)  d-X,)
Woéwezas: AXT = —[Y -aX -b]" (U;r2 + aUzz)U'l. A stad

SK(AX,a,b) > SK(a,b) =
=[Y=aX—b]" (Upy (UL, +aUy U™ (Uyy +aUyy))[Y—a X~ b)
(15)

Macierz odwrotna U- i}eff do efektywnej symetrycznej macie-
rzy kowariancji UYeﬁ odpowiada regresji y na x i opisana jest
jako [13]:

1 T -1
Uyepr = Uy — (U12 + aUzz)U Uiz +aUs,) (16)

Dla macierzy symetrycznej U,, =Uj, redukuje si¢ ona do

postaci
-1 -1
UYeff = (U11U22 - U12U12)U (17)

Gdy kazda ze zmiennych z i y ma tylko autokorelacje, tj. nie
wystepuja korelacje wzajemne, to U;, = UlT2 =0, Uj; = U;Xl7
U,, = U{,l oraz

Ui’leﬁ = U11U22U_1 =

-1

= (UnUxUy +UnUxUy ) =(a*Ux +Uy ) (18)

Dla nieskorelowanych z i y, macierze U,, U, sa diagonalne
Lol oo .
i Uyegs jest tez diagonalna o nastgpujacych elementach:

(U], = (X)) + w2 (V) (edzie i=1, .. m)  (19)

Aby uprosci¢ ostateczna postaé kryterium SK(a, b), wprowa-
dza si¢ nastepujace parametry pomocnicze:

S =1"Uy41=3/,37, [Uq;elff ]u (20a)
S, = X "Uy1=1"Uy, ;s X (20b)

S = X Uy X (20c)

S,, = XUy Y =Y Uy, z X (20d)

S, =Y Uyl =1"U3,;Y (20e)

S, =Y Uy nY (20f)

Z réwnania (15), po uzyciu parametréw (20a—f), otrzymuje sie:

SK =[aX +b-Y]'U,! [aX +b-Y]=

— 52 2
=aS,, +2abS, —2a$,, +b°S -2bS, +S,, (21)
Minimum SK ze wzgledu na b wystepuje dla warunku:
K(a,b
95K@h) _ o (550) (22)
db
Lokalne minimum dla parametru b opisuje réwnanie
2bS — ZSU +2aS, = 0czyli b= (Sy —aS)/S (23)
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Ogdlna postaé zaleznodci Ui,leff od wspdtezynnika kierunko-

. . . . 0G(a,b .
wego a prostej regresji jest zlozona i warunku % =0 nie
a
mozna wyznaczy¢ analityczne, tak jak jest to dla regresji y na
x przy stalej, niezmiennej macierzy Ui,l. Konicowym rezultatem
tych rozwazan dla parametru b okreslonego warunkiem (23), jest
mozliwo$é numerycznego wyznaczenia funkcji SK(a) jako

SK(AX,a,b) 2 SK(a,b) 2 SK(a) =

2 S.S 52
:aQ(SM—'S;fJ+2( “S“’—Szyja+5yy—;

Dokladne minimum funkcji SK(a) wyznacza sie przez geste
probkowanie numeryczne funkeji (24) i odpowiednio powiek-
szajac (Zoom In) fragment wykresu z badanym przedzialem
wystepowania minimum — rys. 4.

W ogélnym przypadku, minimum (24) nie mozna znalezé
analitycznie, gdyz SK(a) zalezy explicite od nachylenia a prostej
regresji w pierwszej i drugiej potedze. Dodatkowo wystepuje
zalezno$¢ macierzy Uifleff od macierzy odwrotnej U?, a macierz
U zalezy tez od a w pierwszej i drugiej potedze — réwnanie (16).
Tylko w niektérych przypadkach, np. stalego stosunku niepew-
noéci/wariancji, lub stalych niepewnosci u(z) = const,
u(y,) = const i wspélezynnika korelacji p,, = const (sekcja 9),
rozwiazaniem sa pierwiastki réwnania kwadratowego. W ogdl-
nym przypadku mozna uzyskaé przyblizone rozwiazanie anali-
tyczne stosujac aproksymacje wielomianowe. Najszybciej
otrzymuje si¢ rozwigzanie wyznaczajac numerycznie funkcje
SK(a) i powiekszajac jej wykres w obszarze wokél minimum
(rys. 4a, b, w przykladzie w sekcji 8).

(24)

4. Konsekwencje proponowanego ujecia

Nalezy zdefiniowaé macierz B wspdlczynnikéw wagowych
[13], ktére mozna wykorzystaé¢ do identyfikacji rodzaju regre-
sji © wzgledem y lub odwrotnej. Miedzy wspoélczynnikami
wagi macierzy B, lub jej odwrotnosci B! i nachyleniem
a prostej regresji istnieje jednoznaczna zalezno$é. Wyznaczy
sie ja dla macierzy liniowej wektoréw bledu w kierunku Oz
i 0y. Z réwnan

AXvertez = _U71 (U12 +a U22) [aX + b- Y]
i AY piee =U ™ (U + U )[aX +5-Y]

otrzymuje sie macierz wspoélczynnikow wagowych, ktore
transformuja liniowo bledy zmiennej z w bledy zmien-
nej y i na odwrét. Gdy macierz ta jest diagonalna, to zawi-
era wspolezynniki nachylenia linii rzutéw punktéw badanych
na prosta regresji. Odpowiadaja one minimum (14) funkeji
SK(a, b) i sa zdefiniowane jako:

verier -
ﬂ_iAl;_—(Uu +aU12)(012 aL22) ' ( )
AXe e T\ U,, +aU 26
ﬂ_l — " vertex Ue 7:2 = —(Uu +aU12) ( 12 22) ( )

Z (25) wynika, ze wspolezynnik kierunkowy prostej regresji
jest okreslony przez macierz wspolczynnikéw wagowych f
i cze$ci macierzy kowariancji odwrotnej do U, (jest to doktadnie
macierz diagonalna al)

Jacek Puchalski, Zygmunt Lech Warsza

a=-(Uy +ﬂU12)(U1T2 "’ﬂUzz)_l (27)

Regresje = wzgledem y, lub y wzgledem x, mozna zidentyfiko-
waé, gdy macierz B =0, lub odpowiednio dla 7! = 0.
Wyznacznik macierzy U, réwna si¢ zeru w skrajnych przypad-
kach regresji y wzgledem x lub z od y. Mozna tego uniknaé wst-
awiajac do obliczert odpowiednio male wartosci wariancji. Z (25)
otrzyma sie:

AY,

vertex

= BAX,

vertexr

(28a)
lub

AXve'rtez = ﬁ_l AXuertez (28b)

Regresje = wzgledem y identyfikuje sie za pomocg =0,
poniewaz AY =AY, .. =0. W granicy, przy bliskich zera
elementach macierzy diagonalnej U, — 0 (U, = U, = 0),
U,, — 0o (elementy diagonalne) otrzymuje sie:

B=-(Uys +aUL)(Uyy +aUyp) ™" -0 (29)

Podobnie regresje y wzgledem z identyfikuje si¢ dla

B1=0, gdyz AX = AX

vertex

=0.

W granicy, przy bliskich zera elementach macierzy diagonal-
nej U, —» 0 (U, = U, =0), U, — oo (tylko elementy dia-
gonalne) otrzymuje si¢

B 1
B =—(Upy +aUf) " (U +alUy) >0 (30)

Dla nieskorelowanych wspétrzednych z i y, tj. gdy Uy, = 0,

macierze U, i U, sa diagonalne, tj. [U,]. = v*(z) oraz
(U], = v(y), i =1, ..., n. Jedli wszystkie macierze zawieraja

rézne od zera elementy tylko na gléwnej przekatnej, to 8= Byia,
jest tez macierza diagonalng

By .. 0
Buiag = A (31a)
0 . :Bnni
oraz
g0
ﬂdiag_l = (31b)

W tym przypadku linie przechodzace przez punkty badane

i przecinajace prosta regresji maja nachylenia
1 (Y,

Bi=0=—— u2( ) (dla ¢ = 1, ..., n). Efektywna macierz
au(X;)

kowariancji odwrotnej jest tez diagonalna — réwnanie (19), z kté-
rego wynika metoda efektywnej wariancji. Stosuje sie ja do
szacowania parametréw prostej regresji. Macierz B przy braku
skorelowania jest diagonalna i pozostale jej elementy sa réwne
zeru. Rysunek 2 podaje geometryczng interpretacje tego
przypadku. Diagonalne elementy tej macierzy sg nachyleniami
linii przechodzacych przez badane punkty ..., Q. , Q, Q. -

i przecinajacych prosta regresji w punktach ..., P, P, P, ...
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Yi+1
Ypi+1
Ypi
Yi-1
Ypi-1

Vi

Xpi-1 Xi  Xpi Xip1 Xpi1

Rys. 2. Interpretacja elementéw diagonalnych macierzy Bdiag dla

regresji liniowej bez korelacji otrzymanej z uzyciem macierzy
efektywnej Uy,

Fig. 2. Interpretation of diagonal elements of the /3, matrix for linear
regression without the correlation obtained with the effective matrix Uy,

5. Parametry macierzy U,, wynikajace

. 0
z macierzy efektywnej U .
W przypadku skorelowanych obserwacji w probkach pomiaro-
wych o rozkladach gaussowskich, granice pasma niepewnosci
prostej regresji wyznacza si¢ badz metoda numeryczna Monte
Carlo, badz metoda przyblizona z macierzowego prawa propa-
gacji wariancji niepewnosci macierzy kowariancyjnej U, tj.:

2
U, = Uy PaplaUp
ab —
PabUaUp Up

=cu,Cc* (32)

gdzie: U,, — macierz kowariancji dla parametréw prostej regre-
sji; u, u,, p,, — niepewnosci jej parametréw a i b oraz ich
wspéltezynnika korelacji, C — macierz wspolczynnikéw wraz-
liwosci o postaci:

da. da
-
c=[2e 9b1 _|9a 92y (33)
3z’ 9z b ab
9z, | 0z,

Parametry macierzy C wyznacza sie numerycznie korzysta-
jac z formul:
da aN(zl- +h)—aN(zl- —h)

da _ 34
0z; 2h (342)

ﬂ: bN(zi+h)—bN(zi—h)
9z, 2h

(34b)

gdzie a, i b, sa wartosciami wyznaczonymi z modyfikacji
wspolrzednych punktéw pomiarowych o wartosé +h.

W dalszej czesci podano przypadki szczegdlne, tj. pomiary Y
lub X z autokorelacja jako zmiennej zaleznej.

6. Regresja dla pomiarow zmiennej Y
z autokorelacja w funkcji X

Mierzy sie tylko zmienng zalezng Y, a X jest zdeterminowana
zmienng niezalezna i nie jej niepewnos¢ jest pomijalnie mata
i nie ma korelacji wzajemnej obu zmiennych. Przy wystepo-
waniu funkcji autokorelacji Y otrzymuje sie:
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Uxy =0, U11:U;:07 U22:Ui/17 ,B_l_>0

i funkcja kryterialna upraszcza sie do postaci:

SK (a,b)=[aX +b-Y]| Uy [aX +b-Y] (35)
Parametry a, b opisane sa wzorami:

0= % (362)

b= % (36b)

gdzie: A, = 88, ~ 8,8, Ay = 5,5, — 5,5, 1 A=55,,~(5,)

Za$ parametry macierzy U, sa nastepujace:

W = % (37a)

ul = SXI (37b)
Pty = =2 (370)
P =% (37d)

IT

Parametry S zdefiniowano tak, jak w réwnaniach (20a—f),
przy czym macierz Ui}eff zastepuje si¢ macierza U- Yl

7. Regresja dla pomiaréw zmiennej X
z autokorelacja jako zaleznejod Y

Zdeterminowana jest teraz zmienna Y. Nie uwzglednia si¢ jej
niepewno$ci oraz nie ma korelacji wzajemnej obu zmiennych.
Stad wynika:

Uy =Uy =0,

Uxy =0, U, = U}cl

i funkcja kryterialna redukuje sie do postaci §—0

SK (a,b) = [aX+b-Y]TU—§1[aX+b-Y] (38)

Rozwiazanie tego przypadku jest identyczne jak w pkt. 5, jesli
zastosuje sie zamiang oznaczen X — Yi Y — X i jednoczes$nie
zamieni si¢ macierz Uy na macierz Uy oraz w oznaczeniach
parametrow pomocniczych do wyznaczenia jej elementéw,
o postaciach jak w (20a-f) dla macierzy (Ui}), zamieni si¢ sym-
bol S na W. Wéwcezas otrzymuje sie:

a, = AA‘“” (39a)
b, = % (39D)
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Po wprowadzeniu nowych oznaczen: A, =WW,, -W,W,,

2
Ay, =W, W, - W,W, ) (A, #0), parame-

y?

A, =WW,, - (W,

Y

try linii prostej y = az + b w ukladzie 20y dla x jako zmiennej
niezaleznej, sa nastepujace:

a= N = A, (40a)
a, A,
pebe o B (40D)
ay Ay
Parametry macierzy kowariancji U, ,
w
2
Uy, =— 41a
Loy (112)
W,
ul, = A—‘:’ (41Db)
w,
PabUaz Wy = _?j (41C)
7 prawa propagacji wariancji wynika
da da o 0b
U. = aa’z abz Uy PuabsUaz Vs aaz aaz _
“ ﬂ ﬁ PabsUar Wz ulfz ﬂ ﬂ
da, b, b, db,
_ (174 |: 1 0 :||: ung pabwuazub.’zf :||:1 _bzr—|
h _bm &y Pabz%az Uz Uz?l 0 Gy J (42)

Po wymnozeniu macierzy w réwnaniu (42), otrzymuje si¢

U, =AUy =a m (43a)
W + W, — 2w,
w, = = ' (43b)
b [A.]
a* (bW =W,
Paplaty = - (43C)

A

T

W nastepnych dwu sekcjach przedstawione sa przyklady.
W sekeji 8, dla miniméw na fragmentach funkcji kryterialnej
wykreslonych w powigkszonej skali (rys. 3a, b) wyznaczono
numerycznie wartosci parametrow a i b prostej regresji oraz
granice jej pasm niepewnosci standardowej i rozszerzonej. Zas
w sekcji 9 podano réwnania parametréw prostej regresji i jej
niepewnosci dla jednakowego skorelowania obu mierzonych
wspotrzednych z, y kazdego z punktéw. Dla takiego przypadku
réwnania te mozna wyznaczy¢ analitycznie. (Wzoréw w tych
krétkich przykltadach nie numerowano).

Jacek Puchalski, Zygmunt Lech Warsza

8. Przyktad numerycznego wyznaczania
parametrow prostej regresiji
dla jednakowych niepewnosci
wspotrzednych punktéw badanych

Dla ilustracji oméwionej metody, podano prosty przyktad
liczbowy dla pomiaréw wspdlrzednych z i y pieciu punktow
o jednakowej niepewnoéci bezwzglednej. Wartosci zmierzonych
wspohrzednych zawiera tabela 1, a uzyskane wyniki nume-
ryczne parametrdw prostej regresji, ich niepewnosci i wspot-
czynnika korelacji — tabela 2.

Tabela 1.Wyniki pomiaréw wspétrzednych punktéw badanych
Table 1. Results of measurements of the coordinates of tested points

Numer punkt
1 1,0089 3,013
2 1,9905 5,0022
3 2,9896 6,9923
4 3,9907 9,0116
5 4,9695 10,9815

Macierze U, i U, oraz U,,, czyli skladniki macierzy U, (4a)
dla wspéhrzednych z, y badanych punktéw:

1 02 02 02 02
02 1 02 02 02
Uy =Uy =(0,01°0,2 0,2 1 02 0,2
0,2 02 02 1 02
0,2 02 02 02 1

0,2 0,1 01 01 01
0,1 0,2 0,1 0,1 0,1
Uxy =Uxy =(0,01)’/0,1 0,1 0,2 0,1 0,1
0,1 01 0,1 02 0,11
01 01 01 0,1 0,2

Stad wynikaja jednakowe niepewnosci u(z,) = u(y,) = 0,01
jako elementy na przekatnych obu powyzszych macierzy.

Powigkszone fragmenty charakterystyk SK(a, b) dla tego przy-
ktadu podano na rysunku 3 dla maksymalnej rozdzielczosci pro-
gramu obliczeniowego. Z nich wyznaczono wartosci a i b dla
minimum funkeji kryterialnej SK(a, b). Wyniki obliczeri wykona-
nych za pomoca algorytméw podanych w [13], zawiera tabela 2.

Tabela 2. Parametry prostej uzyskane numerycznie metoda regresji x i y
Table 2. Straight line parameters in the regression method x and y obtained
numerically

Parameter | V/Yhiki numeryczne we- Wartosci btedéw
diug kryterium WTLS &, & Auy, Auy, Ap,,
a 2,01043980 2. 10~
b 0,98922667 7.10°*
u, 0,00607379 5.10°
u, 0,02151805 1,6 - 107
P, —0,84392235 6,5 10
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SK(a)
G(a)

SK(b)
G(b)

1.6571454842 0.5571454842

1.6571454841 0.5571454841 |-
0.557145484 0.557145484 -
1.5571454839 0.5571454839 -
1.56571454838 0.5571454838 |-
1.56571454837 0.5571454837 |-

1.6571454836 - 0.5571454836 |-

15571454835 |- I 0.5571454835 |-
1.5571454834 I 0.5571454834 I
2.0104397  2.01043975 2.01('4398 2.01043985  2.0104399 o o | ) 0.989227
a b
a) b)

Rys. 3. Wykresy fragmentéw funkcji kryterialnej SK(a) i SK(b) wokét minimum funkcji kryterialnej dla

parametrow prostej a i b przy znacznie powigkszonej skali na obu osiach

Fig. 3. Graphs of fragments of the criterion function SK(a) and SK(b) around its minimum for parameters a and b

with a significantly enlarged scale on both axes

Réwnanie prostej regresji, po zaokragleniu a i b do 4 cyfr po
przecinku, ma posta¢: y = 2,0104z + 0,9892. Prosta te przed-
stawiono na rysunku 4a wraz z granicami pasma niepewnosci
jako hiperbolami potozonymi wokol niej o réwnaniach

Y, =0r+bx toyg5yn_2\/:v2u2 +2p,,2u,u, +ui . Na rys. 4b, 0 po-

wigkszonej skali 0, przedstawiono same pasma niepewnosci u (;1:)
i U(z) = kyu(z) dla P = 0,95. Obliczono je dla czestych w prak—
tyce pomiaroweJ Jednakowych wartosci bezwzglednych niepew-
nosci standardowych u; = u = 0,01, czyli dla rozszerzonych
niepewnosci Wzngdnych o} okolo 1 % wartosci maksymalnej
zakresu z i okoto 2 % zakresu y.

9. Przyktad analitycznego wyznaczania
réwnania i pasma niepewnosci proste;
regresji

W tej sekcji podano wzory analityczne, ktore istnieja dla jedna-
kowego skorelowania wzajemnego zbioréw obserwacji pomiaro-
wych obu wspétrzednych, kazdego z punktow, jako zmiennych
losowych. Propagacje ich niepewno$ci opisuje sie macierza
kowariancji (4a), tj

UX UX Y
UZ = T
UX Y UY

Jesli autokorelacje obu zmiennych nie wystepuja, to macierz
U, i jej macierze skladowe U,, U, i U,, sa diagonalne, tj.:

u2($1) 0
Uyx = e s
| 0 ot (xn)_
U (yl) 0
Uy = e s
I 0 u2(yn)
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pu(:zl)u(yl) 0
Uxy =
0 pu(zn)u(yn)

Przy tym samym wspotczynniku korelacji p, macierz kowa-
riancji U, , ma jednakowe elementy na przekatnej. Wéwczas
efektywna odwrotna macierz kowariancji Ui,leff jest réowniez
diagonalna o takich samych wartos$ciach na przekatnej. W takim
szezegblnym przypadku istnieje rozwiazanie analityczne [13, 29],
ktére jest pierwiastkiem odpowiedniego réwnania kwadratowego

(jak w metodzie Deminga), za$ funkcja celu jest zdefinio-
wana jako:

2
SK (ah) = Zyzlw
Uefs

gdzie niepewnos¢ efektywna opisuje réwnanie:

2 _ 2 2,2
Ugp = Uy, — 2PAULU, + AU,

uz) =uiuy)=u,i=1.,n

Funkcja celu przyjmuje minimum, jesli spelnione sa razem
dwa warunki dla pochodnych parametréw a i b:

0 0SK (a,b) _
da
oraz 25K (a.h)
a
g) 2220
) b

7Z warunku 2) wynika zalezno$é:
=2(y; —az; —=b) =0
i z wyrazenia ¥, (y; — az;) = nb

b=y —-ax
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Wstawiajac obie zaleznosci do warunku 1) otrzymuje sie:

n

(yi —ar; —y + af)(f - xl)ufﬂ - (auz - puluy)(yl —ar; -y + aa?)2

Jacek Puchalski, Zygmunt Lech Warsza

10. Podsumowanie

i=1 4
'U/SI]

Wyrazenie to mozna przedstawié¢ jako réwnanie kwadratowe:
Ad? + Ba+ C=0
w ktérym wspélezynniki A, B, C sa okreslone jako:

A= _u”z'?:l(f_ zl)[p“y (5_ zz) +u, (yi —ﬂ)]

B= 2?:1(f - xi)g UZ - U3 (yi - 37)2

C=u, 3 (g = 7)[w, (T~ ;) + pu, (3, - 7) ]

Rozwiazaniem jest pierwiastek réwnania kwadratowego
Ad* + Ba + C = 0 dla minimum SK(a, b), tj., gdy zmienia sie
znak funkcji kwadratowej z (—) na (+). Zawsze nalezy wybraé
znak (+), tj.:

. —B+VB?-4AC

oraz b=y —ar

=0 Wyznaczono podstawowe réwnania macierzowe

i wynikajace z nich zaleznosci analityczne dla

parametréw prostej regresji i granic pasma jej
niepewnosci, gdy zbiory X i Y obu mierzonych zmiennych
losowo wspolrzednych punktéw badanych o réznych niepew-
nosciach, autokorelacji i skorelowaniu wzajemnym oraz przy
braku korelacji. Stosowanie tych wzoréw umozliwia algorytm
cyfrowy opracowany przez J. Puchalskiego i opisany szczegé-
towo w [13].

Dla ilustracji numerycznego zastosowania omoéwionej metody
w sekcji 8 podano prosty przyktad liczbowy dla pomiaréw
wspolrzednych z i y pieciu punktéw o danych w tabeli 1 i wyni-
kach numerycznych w tabeli 2. Sekcja 9 zawiera wzory ana-
lityczne, ktore mozna podaé przy jednakowym skorelowaniu
zbioréw obserwacji pomiarowych obu wspotrzednych kazdego
z punktow.

Inne przyktady liczbowe beda oméwione szczegbélowo w kolej-
nej pracy cyklu o wyznaczaniu parametréw i pasm niepewno-
$ci linii prostej metodami regresji stosowanymi w pomiarach
z uwzglednieniem zasad estymacji niepewnosci wedlug prze-
wodnika GUM. Poréwna si¢ parametry prostych i ich pasma
niepewnosci dla jednakowych wspétrzednych z, y, badanych
punktow, ktore uzyska sie z pomiaréow samych tylko wspoél-
rzednych y. przy zadanych wartosciach z, badz mierzac obie
wspolrzedne ;1 ¥,

2A
A
a) 11 =k &
@ punkty pomiarowe /
10 i ’
—prosta regresji y=2.0104 x+0.9892 i iz it /
9 ___Uy 7.02 /,,1 /
8 Uy /
’ =
’ -
5 P 4
o
4 s - 2t
3 & x:
b) 0,06
— y'y~~- -
Q ~~-~- ___———
S 0,04 e e
c
2
s
R 0,02 R
2 B O g S T XTI T EEXE LR L LA b
o
S S SN S S * ..................... X£
002 Tt d
-0,04 P e L
___——‘ ® punkty pomiarowe ‘*--__
- = = =« -Jy Niepewno$é rozszerzona !
-0,06

===« +Jy niepewnosé rozszerzona
eseeses -niepewnosc standardowa

Rys. 4. a) Prosta regresji wraz z pasmem niepewnosci, b) Punkty pomiarowe z niepewnosciami u
oraz pasma niepewnosci standardowej i rozszerzonej w rozszerzonej skali 0
Fig. 4. a) Regression line along with a band of uncertainty around it, b) Measurement points with uncertainties

u, and the standard and expanded uncertainty bands on the extended scale Oy
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Doswiadczenia z analizy metrologicznej pomiarow dwu
zmiennych losowych powiazanych prosta wyznaczana metoda
regresji wykorzystano tez do szacowania niepewnosci pomiaréw
posrednich w ukladach wieloparametrowych [26-29].
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Regression and Uncertainty of a Straight-Line for Measurements
of x andy Variables with All Correlations

Abstract: The work continues the series of publications on the estimation of the parameters of the
equation and the limits of the uncertainty band of the straight-line y = ax + b fitted to the measurement
results of both coordinates of the tested points with the use of the linear regression method. A general
case was considered when these coordinates have different uncertainties and there are all possible
autocorrelations and cross-correlations. Description of matrix equations was used. The results of

the coordinate measurements are presented as elements of the X and Y vectors. The propagation of
their uncertainty was described by the U, covariance matrix with four component matrices,

i.e., U, and U, — for the uncertainties and autocorrelations of X and of ¥, and U, and its transposition
U;Y — for the cross-correlations. The equation of a straight line and of the borders of its uncertainty
band are given. Obtained them for the function of parameters a and b satisfying the so-called total
criterion WTLS, i.e., the minimum sum of squared distances of points from the straight line weighted
by the reciprocal of the coordinate uncertainty. When the coordinates of different points are not
correlated, the simplified criterion WLS is used. The directions of projecting the points result from

the minimization of the function describing the criterion. In the general case, there is only a numerical
solution. This is illustrated by an example, in which the parameters a and b of the straight line were
determined numerically from the enlarged fragments of the graph of the criterion function around its
minimum. The conditions for the uncertainty and correlation of coordinates of points required to obtain
an analytical solution and its example are also given.

Keywords: measurement of point coordinates, uncertainty, linear regression, minimization criterion, regression straight- line, uncertainty band, autocorrelation,
cross-carrelation
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