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Streszczenie 
 

W artykule dokonano omówienia teoretycznych podstaw zredukowanej 
metody Prony’ego oraz analizy jej zastosowania do pomiarów mocy 
czynnej odbiorników nieliniowych – przykład stanowił model świetlówki 
kompaktowej. Przeprowadzono badania porównawcze przekształcenia 
Fouriera oraz zredukowanej metody Prony'ego. Na podstawie przeprowa-
dzonych badań symulacyjnych przedstawione zostały zalety omawianej 
metody - w szczególności brak wpływu zjawiska przecieku widma na 
otrzymywane wyniki. 
 
Słowa kluczowe: zredukowana metoda Prony'ego, moc czynna, wyższe 
harmoniczne, przeciek widma. 
 

Application of the reduced Prony's method  
to  active power measurements of nonlinear 
loads 

 
Abstract 

 
The paper contains discussion on the reduced Prony's method. This method 
was invented by a French mathematic, Gaspard Riche de Prony. Now it is 
widely used i.e. in digital signal processing. The Prony’s method is based on 
the representation of a signal as a linear combination of exponential  
functions. In a reduced variant of the method, the frequency component 
vector is assumed to be known, which allows calculating the amplitude and 
phase of each harmonic [5]. A few simulations in Matlab-Simulink showing 
comparison between the Prony's method and the Fourier transformation were 
performed. At first the known test signal consisting of odd harmonics form 
the first to the seventh (Section 3) was used. Next, the simulation model of  
a compact fluorescent lamp  was used as an example of a nonlinear load 
(Section 4). In this case, the active power of harmonics was measured. The 
simulations clearly show that in the case of spectral leakage the reduced 
Prony's method is much more better than the Fourier transformation – the 
errors of active power measurements are very small (Table 4).        
 
Keywords: reduced Prony's method, active power, harmonics, spectrum 
leakage. 
 
1. Wstęp 
 

Autorem omawianej w artykule metody analizy sygnału jest fran-
cuski matematyk Gaspard Riche de Prony (1755-1839). Jednym z 
jego najważniejszych osiągnięć była metoda przekształcania sinuso-
idalnych sygnałów w liniowe układy równań. Na praktyczne zasto-
sowanie technika ta musiała czekać dość długo – aż do wynalezienia 
komputerów. Obecnie jest ona szeroko stosowana m.in. w cyfro-
wym przetwarzaniu sygnałów. Posiada szereg zalet, spośród których 
można wymienić przede wszystkim: precyzyjną estymację często-
tliwości, krótsze okno czasowe w porównaniu do przekształcenia 
Fouriera oraz przede wszystkim brak wpływu efektu przecieku 
widma na otrzymywane wyniki. Metoda ma też pewne wady zwią-
zane ze stabilnością rozwiązania numerycznego, czy złożonością 
obliczeniową, których wpływ można jednakże ograniczyć [7].    

Metodę Prony’ego można stosować w kilku wersjach. W poniż-
szym artykule autor chciałby omówić tzw. zredukowaną metodę 
Prony’ego i przedstawić jej przydatność do pomiarów mocy czyn-
nej wyższych harmonicznych odbiorników nieliniowych -  
w szczególności gdy moc ta posiada niewielką wartość, rzędu 
kilku mW. Analiza przepływu mocy wyższych harmonicznych 
stanowi obecnie niezwykle istotne zagadnienie z uwagi na stale 
zwiększający się udział odbiorników nieliniowych (elektronika, 
oświetlenie) w systemie elektroenergetycznym.  

 
2. Podstawy teoretyczne 
 

W metodzie Prony’ego sygnał x(t) reprezentowany jest jako 
suma eksponent [8]: 
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Natomiast w przypadku sygnału dyskretnego równanie (1) 

przyjmuje postać: 

    



p

k

jTnfj
kn

kkkeax
1

12ˆ   (2) 

 
Wyznaczenie parametrów powyższej reprezentacji sygnału od-

bywa się poprzez minimalizację błędu średniokwadratowego. Jest 
to jednakże zadanie złożone, niedostępne na drodze analitycznej. 
W celu uproszczenia metody, tak by mogła ona zostać z powo-
dzeniem zastosowana w praktyce, opracowane zostały modyfika-
cje oryginalnej metody Prony’ego – metoda Prony’ego najmniej-
szych kwadratów oraz zbliżona do niej, zredukowana metoda 
Prony’ego, będąca tematem niniejszego artykułu [5]. 

Równanie (2) można przedstawić również w postaci: 
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Współczynniki tłumienia αk możemy zatem wyznaczyć jako: 
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W zredukowanej metodzie Prony’ego zakłada się, że wartości 

współczynników tłumienia są równe 0 dla wszystkich częstotliwo-
ści [5], tak więc: 
 1kz  (7) 
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W metodzie Prony’ego składniki częstotliwościowe fk dane są 

zależnością [5]: 
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które to równanie można przekształcić do postaci: 
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Podstawiając (10) do (8) otrzymamy zależności na część rze-

czywistą oraz urojoną wektora zespolonego zk: 
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Drugim założeniem, które przyjmuje się w zredukowanej meto-

dzie Prony’ego jest znajomość składników częstotliwościowych fk 
obecnych w analizowanych sygnale [5]. Pozwala to w znaczącym 
stopniu uprościć obliczenia. Podstawiając znane wartości fk do 
równań (11)-(13), otrzymujemy bezpośrednio wektor z. Wektor 
komponentów częstotliwościowych musi zawierać częstotliwości 
ujemne, będące lustrzanym – względem zera – odbiciem analizo-
wanych częstotliwości. Inną metodą jest uzupełnienie otrzymane-
go wektora z o wektor sprzężony [5]: 
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Dalsze obliczenia są podobne, jak w przypadku metody  

Prony’ego najmniejszych kwadratów. Najpierw na podstawie 
wektora z wyznaczana jest macierz Vandermonde’a: 
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Następnie, minimalizując błąd kwadratowy: 
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otrzymuje się wektor h: 
 xCh   (17) 
 
z którego wyznacza się amplitudę i fazę składników częstotliwo-
ściowych analizowanego sygnału [5]: 
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3. Porównanie metody Prony’ego i FFT 
 

Do porównania zredukowanej metody Prony’ego oraz trans-
formacji Fouriera posłuży symulacja przeprowadzona w progra-
mie Matlab. Polega ona na wyznaczeniu przy pomocy obu metod 
wartości skutecznych oraz faz sygnału testowego. Sygnał x(t) 
będzie składał się z czterech harmonicznych o następujących 
wartościach skutecznych oraz fazach: h1 = 1, θ1 = 0o, h3 = 0.5,  
θ3 = 25o, h5 = 0.25, θ5 = 50o, h7 = 0.1, θ7 = 75o. Sygnał próbkowa-
ny jest z częstotliwością 10 kHz. 

W pierwszej z przeprowadzonych symulacji okno czasowe pod-
siada długość 0.1 s. Jest to więc całkowita wielokrotność okresów 
wszystkich harmonicznych wchodzących w skład sygnału x(t) - 
zatem zjawisko przecieku widma nie wystąpi. Wyznaczone warto-
ści skuteczne oraz fazy są praktycznie identyczne jak wartości 
zadane. Błędy estymacji są rzędu 10-11. 

 

 
 
Rys. 1.  Widmo sygnału x(t), długość okna 0,1 s 
Fig. 1.  Spectrum of signal x(t), the window length 0,1 s  

 
Inaczej będzie się przedstawiała sytuacja, gdy długość okna 

czasowego wynosi 0.105 s. W tym przypadku nastąpi przeciek 
widma (rysunek 2). Tabela 1 zawiera wyznaczone wartości sku-
teczne i fazy harmonicznych, wraz z podanymi w procentach 
wartościami błędu. Jak widać w przypadku przecieku widma 
wyniki uzyskane przy pomocy transformacji Fouriera są obarczo-
ne bardzo dużym błędem. Inaczej jest dla zredukowanej metody 
Prony’ego – błąd jest pomijalny, rzędu 10-11. 

 

 
 
Rys. 2.  Widmo sygnału x(t), długość okna 0,105 s  
Fig. 2.  Spectrum of signal x(t), the window length 0,105 s 
 
 
Tab. 1.  Wyznaczone wartości skuteczne i fazy harmonicznych – przeciek widma 
Tab. 1.  The obtained RMS values and phases of harmonics – the spectrum leakage 
 

 

Przekształcenie 
Fouriera 

Metoda  
Prony’ego 

Amplituda Faza Amplituda Faza 

Harmoniczna 1

Wynik 
estymacji 

0,903 47,02 1,000 0,00 

Błąd [%] -9,62 4,7e3 0,38e-11 -0,19e-10

Harmoniczna 3

Wynik 
estymacji 

0,431 -20,93 0,500 25,00 

Błąd [%] -13,68 -183,7 0,22e-11 -0,28e-12

Harmoniczna 5

Wynik 
estymacji 

0,219 95,47 0,250 50,00 

Błąd [%] -12,21 90,9 -0,23e-11 -0,14e-11

Harmoniczna 7

Wynik 
estymacji 

0,086 26,29 0,100 75,00 

Błąd [%] -14,15 -65,0 -0,19e-11 -0,24e-11

 
Dla kolejnej symulacji długość okna czasowego ponownie wy-

nosi 0.1 s. Zmianie ulega natomiast częstotliwość trzeciej harmo-
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nicznej – ze 150 Hz na 152 Hz. Mamy wtedy do czynienia z inter-
harmoniczną. Zmiana ta uwidacznia się oczywiście w widmie 
wyznaczonym widmie sygnału. Tabela 2 zawiera estymowane 
wartości skuteczne oraz fazy. Wprowadzenie interharmonicznej 
wpłynęło na zwiększenie błędów. Największy błąd jest dla trzeciej 
harmonicznej (interharmonicznej), jednak błędy estymacji pozo-
stałych harmonicznych są również znacznie większe, w porówna-
niu do pierwszej symulacji. Warto zauważyć, że wyniki obu me-
tod są praktycznie takie same. Jednak, jeżeli stosując zredukowaną 
metodę Prony’ego w wektorze składowych częstotliwościowych fk 
uwzględnimy zmianę częstotliwości, to błędy dla tej metody 
ponownie stają się pomijalne i to dla wszystkich harmonicznych. 

 
Tab. 2.  Wyznaczone wartości skuteczne i fazy harmonicznych – zmiana  

częstotliwości 3 harm - wprowadzona interharmoniczna 
Tab. 2.  The obtained RMS values and phases of harmonics - changed of  

the 3rd harmonic frequency - interharmonic added 
 

 

Przekształcenie 
Fouriera 

Metoda  
Prony’ego 

Amplituda Faza Amplituda Faza 

Harmoniczna 1 

Wynik 
estymacji 

1,0023 0,67 1,0023 0,67 

Błąd [%] 0,22 67,33 0,22 67,33 

Harmoniczna 3 
(interharmo-

niczna) 

Wynik 
estymacji 

0,4691 61,30 0,4691 61,30 

Błąd [%] -6,17 145,21 -6,17 145,21 

Harmoniczna 5 

Wynik 
estymacji 

0,2412 50,03 0,2412 50,03 

Błąd [%] -3,50 0,07 -3,50 0,07 

Harmoniczna 7 

Wynik 
estymacji 

0,0965 76,39 0,0965 76,39 

Błąd [%] -3,49 1,86 -3,49 1,86 

 
 

 
 
Rys. 3.  Sygnał x(t) z dodanym szumem 
Fig. 3.  Signal x(t) with the noise added 

 
Tab. 3.  Wyznaczone wartości skuteczne i fazy harmonicznych – dodany szum 
Tab. 3.  The obtained RMS values and phases of harmonics – the noise added 

 

 

Przekształcenie 
Fouriera 

Metoda  
Prony’ego 

Amplituda Faza Amplituda Faza 

Harmoniczna 1 

Wynik 
estymacji 

0,9965 0,73 0,9965 0,73 

Błąd [%] -0,35 73,65 -0,35 73,65 

Harmoniczna 3 

Wynik 
estymacji 

0,5102 24,89 0,5102 24,89 

Błąd [%] 2,04 -0,44 2,04 -0,44 

Harmoniczna 5 

Wynik 
estymacji 

0,2538 50,84 0,2538 50,84 

Błąd [%] 1,53 1,67 1,53 1,67 

Harmoniczna 7 

Wynik 
estymacji 

0,0986 76,79 0,0986 76,79 

Błąd [%] -1,35 2,38 -1,35 2,38 

 

Ostatnia symulacja ma za zadanie sprawdzić jak na uzyskiwane 
wyniki wpłynie dodanie do sygnału testowego x(t) szumu o roz-
kładzie normalnym. Jak widać (tabela 3) uzyskane rezultaty, 
mimo dość znacznego udziału szumu w sygnale, nie są obarczone 
dużym błędem. Wyniki są jednakowe dla obu metod. 
 
4. Pomiar mocy czynnej – badania  

symulacyjne 
 

Celem kolejnych badań symulacyjnych była analiza przydatno-
ści metody Prony’ego do pomiaru mocy czynnej, w szczególności, 
gdy moc ta przyjmuje niewielkie wartości. Obiekt badań stanowił 
model świetlówki kompaktowej opracowany w środowisku  
Matlab – Simulink z wykorzystaniem toolbox’u SimPowerSystems. 

 

 
 
Rys. 4.  Schemat modelu świetlówki kompaktowej 
Fig. 4.  Scheme of the compact fluorescent lamp model  

 
Model ten bardzo dobrze oddaje właściwości rzeczywistej świe-

tlówki. Przy zasilaniu czysto sinusoidalnym 230 V pobiera moc 
czynną pierwszej harmonicznej 19,08 W, natomiast oddaje z powro-
tem do sieci zasilającej (ujemny znak mocy) moce czynne wyższych 
harmonicznych. Moc czynna wyższych harmonicznych jest rzędu 
kilku mW (np. dla trzeciej harmonicznej 6,7 mW) i maleje wraz ze 
wzrostem numeru harmonicznej. Jeżeli w zasilaniu obecne są wyż-
sze harmoniczne napięcia następują wzajemne interakcje harmo-
nicznych zasilania oraz generowanych przez świetlówkę. W konse-
kwencji świetlówka kompaktowa, w zależności od warunków zasi-
lania, może być zarówno odbiornikiem, jak i źródłem mocy czynnej 
wyższych harmonicznych [3] (rysunek 5). 

 

 
 
Rys. 5.  Moc czynna wyższych harmonicznych 
Fig. 5.  Active power of higher harmonics   

 
W pierwszej z przeprowadzonych symulacji model świetlówki 

kompaktowej został zasilony napięciem złożonym z pierwszej 
harmonicznej o wartości skutecznej 230 V oraz trzeciej i piątej 
harmonicznej, których wartości skuteczne wynosiły odpowiednio 
5% i 3% pierwszej harmonicznej. Fazy wszystkich harmonicznych 
były równe 0. Częstotliwość próbkowania została ustalona na  
50 kHz, a długość okna czasowego na 0.2 s. Moc czynną pierw-
szej oraz wyższych harmonicznych wyznaczono przy wykorzysta-
niu przekształcenia Fouriera oraz metody Prony’ego. W pierwszej 
symulacji wyniki otrzymane obiema tymi metodami są praktycz-
nie identyczne – różnica jest rzędu 10-13 W. 
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Podczas kolejne symulacji długość okna czasowego została 
zmieniona na 0.205 s. Tym razem na skutek przecieku widma 
otrzymane wartości mocy czynnej nie są już identyczne. Jeżeli 
moce czynne otrzymane w poprzedniej symulacji przyjąć jako 
odniesienie, to błędy pomiaru przy zmienionej długości okna 
czasowego będą przedstawiały się następująco: 
 
Tab. 4.  Błędy pomiaru mocy czynnej - przeciek widma 
Tab. 4.  Errors of active power measurement – the spectrum leakage 
 

 

Przekształcenie 
Fouriera 

Metoda  
Prony’ego 

Błąd [%] Błąd [%] 

Harmoniczna 1 -17,35 -0,06 

Harmoniczna 3 -50,09 0,35 

Harmoniczna 5 162,24 -0,89 

Harmoniczna 7 -2,06 0,82 

Harmoniczna 9 -48,08 -1,77 

 
Jak widać, w tym przypadku wyniki otrzymane metodą Pro-

ny’ego są obarczone zdecydowanie mniejszym błędem. Podobne 
rezultaty otrzymamy jeżeli moc czynna będzie mierzona przy 
zmieniających się warunkach zasilania. W przeprowadzonej sy-
mulacji zmianie podlegała faza trzeciej harmonicznej napięcia 
zasilania. Otrzymane wyniki są przedstawione na rysunkach 6 i 7. 
Wartości mocy otrzymane przy oknie czasowym o długości 0.2 
pokryły by się na wykresach z wynikami otrzymanymi metodą 
Prony’ego. 

 

 
 
Rys. 6.  Moc czynna trzeciej harmonicznej w obecności przecieku widma 
Fig. 6.  Active power of the third harmonic in case of the spectrum leakage  

 
 

 
 
Rys. 7.  Moc czynna piątej harmonicznej w obecności przecieku widma 
Fig. 7.  Active power of the fifth harmonic in case of the spectrum leakage 

 
W ostatniej z przeprowadzonych symulacji okno czasowe po-

nownie miało długość 0.2 s, natomiast do sygnałów napięcia  
i prądu został dodany szum normalny. Błędy otrzymanych warto-
ści mocy, odniesione do rezultatów z pierwszej symulacji przed-

stawione są w tabeli 5. Jak widać w tym przypadku błąd jest taki 
sam dla obu metod, a jego wartość jest niewielka. 
 
Tab. 5.  Błędy pomiaru mocy czynnej - przeciek widma 
Tab. 5.  Errors of active power measurement – the noise added 
 

 

Przekształcenie 
Fouriera 

Metoda  
Prony’ego 

Błąd [%] Błąd [%] 

Harmoniczna 1 -0.43 -0.43 

Harmoniczna 3 1.16 1.16 

Harmoniczna 5 -3.99 -3.99 

Harmoniczna 7 3.51 3.51 

Harmoniczna 9 -6.36 -6.36 

 
 
5. Podsumowanie 
 

W artykule dokonano omówienia teoretycznych podstaw zredu-
kowanej metody Prony’ego oraz analizy jej zastosowania do 
pomiarów mocy czynnej odbiorników nieliniowych – przykład 
stanowił model świetlówki kompaktowej. Na podstawie przepro-
wadzonych badań symulacyjnych można stwierdzić, że zreduko-
wana metoda Prony’ego jest praktycznie niewrażliwa na obecność 
przecieku widma, w przeciwieństwie do przekształcenia Fouriera. 
Obecność w sygnale szumu o rozkładzie normalnym, również nie 
wpływa w znaczący sposób na pogorszenie jej własności. Metoda 
Prony’ego pozwala również na estymację faz poszczególnych 
harmonicznych, dzięki czemu można ją z powodzeniem zastoso-
wać do pomiaru mocy czynnej, co zostało przedstawione w arty-
kule. Dalsze badania będą zmierzały do poszukiwania sposobów 
udoskonalenia metody Prony’ego, dzięki czemu będzie możliwe 
poszerzenie spektrum jej zastosowań.      
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