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Streszczenie

W pracy przedstawiono podstawowe problemy rekonstrukcji obrazu
rozktadu przestrzennego parametréw elektrycznych w  tomografii
elektrycznej. Zaproponowano szybsza i bardziej precyzyjna metodg
obliczania macierzy Jacobiego bez btgdu metody. Zaproponowano metodg
adaptacji parametru regularyzacji w procesie rozwigzania zagadnienia
odwrotnego, dzigki czemu znacznie poprawia si¢ zbiezno$¢ algorytmu
rekonstrukcji. Zaprezentowano wyniki eksperymentéw numerycznych dla
kilku wybranych modeli rozktadu przestrzennego parametrow.

Stowa kluczowe: tomografia elektryczna

Fast method of electrical tomography inverse
problem solution

Abstract

This article investigates basic problems concerning image reconstruction
of electrical parameters space distribution in electrical tomography. The
fast and precise method (without methodical error) of the Jakobian matrix
calculation is proposed. Moreover, the algorithm of regularized parameter
adaptation in inverse problem solution is proposed. As a result of this,
time of the image reconstruction is significant reduced and image becomes
more precise. On top of that, the article presents the results of some
numerical experiments for the selected object spatial distribution
parameter models.

Keywords: electrical tomography

1. Wybrane problemy tomografii elektrycznej

Tomografia elektryczna jest stosowana do wyznaczania
rozktadéw przestrzennych, np. dwuwymiarowych w ptaszczyznie
(x,y), parametrow elektrycznych p(x,y), (rezystywnos$ci po(x,y),
konduktywnosci ¥x,y), stalej dielektrycznej &x,y), itp.) wewnatrz
badanego obiektu, wykorzystujac wyniki pomiaréw wielkosci
elektrycznych na obrzezu obiektu przy jego zewngtrznym
pobudzaniu [1, 2]. W $rodowiskach przewodzacych rozpatruje si¢
zagadnienia polowe elektryczne opisywane uogdélnionym prawem
Ohma [10].

Rekonstruowanie parametrow rozkladu wewnatrz obszaru
rozwazanego obiektu moze by¢ realizowane przez zastosowanie
poprzedniej  aproksymacji  (zwykle metody elementéw
skonczonych — MES), ktéra moze by¢ reprezentowana przez
ekwiwalentng sie¢ pewnej liczby n-elementéw dyskretnych,
(rezystoréw R;, kondensatoréw C;, indukcyjnosci L ... [1, 2, 4, 5,
6]), zadawana na etapie aproksymacji (w zaleznosci np. od
ksztaltu obiektu, zadanej doktadnosci rekonstruke;ji itp.), ktére w

dalszej czgSci pracy traktowane sa jako uogélnione parametry p;
ekwiwalentnej sieci elektrycznej. Dla przyktadu, przy
zastosowaniu tréjkatnych elementéw aproksymujacych w MES,
kazdy element moze by¢ jednoznacznie przedstawiony siecia
elektryczng z 3 elementéw dyskretnych [4, 5, 6], w wyniku czego
obiekt badany zostaje aproksymowany elektryczna siecia
zastgpcza w postaci trojnikow (Rys. 1).

Obiekt

p(xy)

System kondycjonowania
sygnaléw i akwizycji
danych pomiarowych

=
Xz
=
i
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Rys. 1. Uproszczony schemat blokowy systemu tomografii elektrycznej
Fig. 1. Simplified block-scheme of electrical tomography system

Dla takiej sieci elektrycznej rezultaty pomiaréw rdéznic
potencjatéw U pomigdzy  odpowiednimi  i-parami

i, meas

zewngtrznych  elektrod sa nieliniowymi funkcjami  F,,

argumentami ktdérych jest wektor P poszukiwanych parametrow
Pis Pysee- Pjs--e P, (€] si€ci, w postaci:

Ui’mm=IW'E(p,,p2,...pn), i=12,...m,

gdzie: I, — jest pradem wymuszenia, m-jest liczba niezaleznych
rezultatéw pomiaréw (m > n ).

W ogblnym przypadku analityczne postacie funkcji F; nie sa
znane, a ich wartosci dla zadanej struktury sieci dyskretnej i jej
parametréw moga by¢ obliczane numerycznie przy wykorzystaniu
klasycznych metod elektrotechniki, np. metody potencjatéw
wezlowych. Wowczas zagadnienie rekonstrukcji (obliczenia
wartosci  wektora parametréw P) jest ekwiwalentne do
rozwigzania ukladu nieliniowych réwnan (1), zwykle
rozwiazywanego metoda najmniejszych kwadratéw. Jest to
bardzo zle uwarunkowane zagadnienie [9], dlatego nalezy
zastosowa¢ jego regularyzacje. Przyktadowo, zastosowanie
szeroko rozpowszechnionego algorytmu Levenberga-Marquardta
[9] w it+1 iteracji poszukiwany wektor P parametréw moze by¢
wyznaczony réwnaniem:
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P =P [ ot (U, U)o

gdzie: P - jest wektorem parametréw wartosci uzyskanym w
it-tej iteracji, U =U_, (P“')) - jest wektorem obliczonych na
podstawie wyrazenia (1) réznic potencjatu dla znanych wartosci
wektora P, J“- jest macierza Jacobiego, ktérej elementy
obliczane sg zgodnie z wyrazeniem:

Ji.j — llm icale —
p; -0 A7, 3)
_ hm Ui,ralr(p]7"'pj+Ap/?"'pn)_Ut,mlr(p]""pj""pn)
pf -0 Ap/
gdzie: AU, sa przyrostami réznic potencjatlu pomiedzy i-tymi

parami elektrod spowodowanych przyrostami Ap; parametréw

P ,u(”JI - jest cztonem regularyzujacym [9]:

(i) _ . Al g GOT g (it)
u=n-m, HJ J

gdzie: m, — epsilon maszynowy.

@

2

W ogdlnym przypadku obliczaniu elementéw Jakobianu wg (3)
towarzysza dwa typy bledéw [9]. Pierwszy jest powodowany
aproksymacja skonczonych réznic przy obliczaniu pochodnej
idrugi powodowany przez bledy obliczania wartosci funkcji -
napi¢¢ migdzy elektrodowych. Pierwszy komponent moze by¢
zmniejszony poprzez zmniejszenie warto$ci przyrostow Ap,

elementéw. Jednak determinuje to wzrost blgdéw w obliczeniach
réznicy dwoch  bliskich  wartosci  funkcji  napigciowej
U,(p,+Ap;) i U/(p;), co w konsekwencji moze powodowac
znaczny wzrost blgdéw w obliczeniach elementéw Jakobianu.
Dlatego zmiany Ap; powinny by¢ proporcjonalne do
pierwiastka kwadratowego warto$ci parametru [9]. W naszym
przypadku zmiany parametru powinny by¢ proporcjonalne nawet
do pierwiastka sze$ciennego warto$ci parametru poniewaz
wartosci funkcji (warto$ci napigeia) sa obliczane numerycznie [9].
W szczegblnosci, przy realizacji obliczen na liczbach

=10

uzyskuje si¢ wzgledny btad w obliczeniach elementéw macierzy

zmiennoprzecinkowych, gdy epsilon maszynowy m,,
czutosci rzedu 2107 =107,

Stosunkowo niska precyzja w obliczeniach Jacobianu moze by¢
przyczyna pogarszania si¢ zbieznosci i doktadno$ci rozwiazania
zagadnienia odwrotnego [9].

2. Proponowany algorytm rekonstrukcji

Zagadnienie proste. W pracy proponowany jest szybszy i
bardziej precyzyjny sposéb obliczania macierzy Jacobianu.
Oparty jest on na twierdzeniu o wariancji w elektrotechnice [10],
wg ktérego np. zmiana AR, rezystancji R; w j-tej galezi, w
ktérej przeptywa prad [/;, powoduje zmiang pradu Al, w

dowolnej innej np. i-tej gatezi

Al =—] AR;g;

R E—— (@)
i J
1+ARjg]j

gdzie: g, - kondunktancja wzajemna pomigdzy gal¢ziami j oraz
i, g;— kondunktancja wlasna gatezi j. Jezeli i-ta galaz sieci jest
zewngtrzng (dostgpna do pomiaru) i jej rezystancja réwna si¢ R, ,
wtedy zmiana réznicy potencjaléw na tej gatgzi
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ARjgij
AU, =AILR, =—1,R,————, (6)
1+AR;g ;
i wtedy otrzymuje si¢ doktadne wyrazenie dla pochodnej (3)
. AU, . —-I.Rg,
lim —= lim ——%=—-JT Rg.. (D
M;S0AR, M01+ARg, !
J ;

Wartosci I, oraz g, moga by¢ obliczone na podstawie
klasycznych metod elektrotechniki.

Dla catej sieci elektrycznej, zbudowanej z tréjkatnych
elementéw dyskretnych, przy wykorzystaniu zaleznosci (7)
elementy macierzy Jacobianu moga by¢ obliczone doktadnie

zgodnie z wyrazeniem uwzgledniajacym trzy boki tréjkatéw
1 3 k)
— ( (i)
Ji,j _I_ZSjIAUjI,CachUjI,caIC ’ ®)
w =1

gdzie: Sj, - jest wspdtczynnikiem, ktéry taczy wartosé
dyskretnych elektrycznych parametréw ekwiwalentnej sieci z
parametrami rozloZzonymi elementéw skonczonych; AU

jlcale >
AU

Jjl.cale
Jj-elementu skonczonego, ktére wystgpuja podczas pobudzenia
obiektu z zewngtrznych galezi z numerami k oraz i, ktére sa
zdeterminowane jako rezultat bezposredniego rozwigzania
zagadnienia prostego (okreslone np. metoda potencjatéw
weztowych dla ekwiwalentnej sieci elementéw dyskretnych).

Pomimo tego, ze zaproponowana metoda (8) pozwala na
obliczenie elementéw macierzy Jacobieco bez bledéw
wynikajacych z metody réznic skoniczonych przy obliczaniu
pochodnych, metoda ta zapewnia réwniez szybkie obliczenie
poszukiwanej macierzy poniewaz wymaga tylko jednego
rozwiazania zagadnienia prostego dla sieci ekwiwalentne;j.

Zagadnienie odwrotne. Jak juz wspomniano wyzej, w
praktyce  zbiezno§¢ algorytmu rozwiazania zagadnienia
odwrotnego tomografii elektrycznej (2) jest bardzo wolna. Dla
przyktadu na rys. 3 pokazano zalezno$ci maksymalnej wartosci
btedu rekonstrukcji obrazu przy skokowej o 100% zmianie
parametru obiektu na potowie elementéw (model c) dla kilkunastu
poczatkowych iteracji.

- obliczone réznice potencjatu na [-galezi (I = 1, 2, 3)

300 c/ﬂ\

250 - g

P I e 2

Jooe N IS & e S DN
NN

Max.btad (%)

Liczba iteracji

- Metoda Levenberg-Marquadt’a —@— Proponowana metoda

Rys. 2. Maksymalny btad rekonstrukcji podczas pierwszych 11 iteracji
Fig. 2. Maximum reconstruction error during first 11 iterations

Pomimo ze funkcje (1) sa funkcjami nieliniowymi, jednak
nieliniowo$¢ ta jest specyficzna [5, 11]. Niektére whasnosci tych
funkcji moga by¢ uzyte w celu poprawienia zbieznosci
rozwiazania zagadnienia odwrotnego.

Jesli wszystkie argumenty funkcji (1) sa jednocze$nie
zmieniane s-krotnie: P — s-P wtedy:

e warto$¢ funkcji réwniez ulegnie zmianie s-krotnie

U, .(G-P)=s-U_(P); 9)

meas
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e warto$¢ pochodnej funkcji (elementy macierzy Jacobiego) nie
ulegnie zmianie

J(s-P)=J(P); (10

e warto$¢ funkcji (1) U(P) i elementéw macierzy Jacobiego
J(P) (5), ktére sa wyznaczane dla zadanych warto$ci

argumentéw (wektor P) sa powiazane ze soba réwnaniem
liniowym

J(P)-P=U(P). (11)

W tym przypadku jesli wszystkie wartos$ci argumentu sa
zmieniane dokladnie s-krotnie np. P =s-P  , wtedy nowe

ne old °
wartosci wynikéw pomiaréw beda réwniez zmienialy si¢
doktadnie s-krotnie

U =s-U

meas ,new meas,old

, (12

i dzieki wilasciwosciom (9), (10) i (11) warto$¢ wektora P
poszukiwanych parametréw moze by¢ otrzymana doktadnie
bezposrednio w nastgpne;j iteracji.

Z w/w wlasciwosci wynika réwniez, ze bezwzgledne zmiany

wektora rezultatow pomiaru U chociaz

meas,new = meas,old
charakteryzuja zmiany argumentéw, jednak nie moga by¢
bezposrednia miara szybkos$ci zbieznosci algorytmu rozwigzania
zagadnienia odwrotnego. Poniewaz zmiany U

meas ,new - meas old
moga by¢ wigksze (lecz w przyblizeniu skalowane), to mimo to
zbiezno$¢ rozwiazania moze by¢ szybsza i w przeciwienstwie

zmiany U moga by¢ mniejsze (lecz nie

meas ,new meas old
skalowane) i w konsekwencji zbieznosc
wolniejsza.

Wymienione powyzej wlasnosci moga by¢ uzyte do
poprawienia zbiezno$ci rozwiazania zagadnienia odwrotnego. Do
tego celu moga by¢ wykorzystane wartosci stosunkéw wynikow
pomiaréw i obliczonych napig¢ migdzyelektrodowych

algorytmu bedzie

P = el L i=12,..,m, (13)

i nastgpnie obliczonych parametrow ich niejednorodnosci:

wartoéci  $redniej ", odchylenia standardowego o i

(it)
v

maksymalnej wartosci modutu d;” . Sa one wykorzystywane w

adaptacyjnym algorytmie rekonstrukcji w postaci

i il inT i i YT Ny
P =1)“’P(”+(J(” IO+ ,I) Jo (Umea.\'_v(t)Ui‘arl)r)’ (14)

‘adap

gdzie:

o' a1 4™ 02
G _ v (ir) an  _ v (ir)
:uada,n = Cm ! W My lub :uada,n = Coz : W Hy (15)

a Cy;, Cop, 01, Oy — sa statymi, ktérych wartosci s inicjowane
eksperymentalnie. Wykorzystanie adaptacyjnej regularyzacji
pozwala na osiagnigcie akceptowalnych wynikéw juz po 3-4
iteracjach, zamiast nawet kilkadziesiat iteracji w zwyklym
algorytmie (Rys.2).

3. Opis badan

Badane modele. Do badan algorytmu zaproponowano kilka
modeli rozktadu przestrzennego (np. przewodno$ci) wewnatrz
obiektu. Zatozono 100% zmiang parametru p w badanych
modelach (od p=1 do p=2). Parametry modelu obiektu byty
modyfikowane dla kolejnych modeli nastgpujaco (modele a oraz b
nie zostaty pokazane na rysunkach):
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(a) zmiana w pojedynczym elemencie skonczonym,

(b) zmiana w kilku pobliskich elementach,

(c) zmiana w potowie elementéw skonczonych (rys. 3a),

(d) gtadkie zmiany (dwu-wymiarowe cosinusoidalne) (rys. 3b),

(e) losowe fluktuacje (rys. 3c),

(f) binarne losowe zmiany w tym zakresie (rys. 3d).

Ocena jakosci rekonstrukcji obrazu. W kazdej iteracji
obliczany jest wzgledny btad rekonstrukcji wartosci parametru
kazdego aproksymowanego elementu

(it)
6([,) _ pj - pj,nom

J

100% (16)

pj,nom

(ir)

(gdzie: p, . - zadane wg modelu, a p, rekonstruowane

warto$ci parametru) i jego charakterystyki:

g(it) _ 125;}'1) . (17)
n

J

- warto$¢ $rednia

- standardowe odchylenie (" = ;“LZ(J“’) - 5("))2 ;0 (18)
n-145 !

J

ow =max( 3" ) (19)

peak

- wartos¢ maksymalna

model d

model ¢

Rys. 3. Modele testowe (c, d, e, f)
Fig 3. Test models (c, d, e, f)

4. Wyniki badan

We wszystkich przypadkach rekonstrukcji obrazu, jako
przyblizenie poczatkowe, wykorzystano jednostajny rozktad

parametréw modelu o wzglednej warto$ci pj.o) =1.

Na poczatku kazdej iteracji wg (13) obliczane sa zalezno$ci
stosunkéw  wynikéw  pomiaréw i obliczonych  napigé
migdzyelektrodowych. Dla przyktadu, na rys. 4 pokazano
zalezno$¢ stosunku 0, wynikéw pomiaréw i obliczonych napig¢
migdzyelektrodowych dla modelu ¢ (100% zmiana dla potowy
elementéw skonczonych).

Nastgpnie wg wzoréw (15) obliczana jest warto$¢
wspétczynnika adaptacyjnej regularyzacji i dalej wg zaleznosci
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(14) oblicza sig kolejny obraz rozktadu parametru modelu obiektu
i nastgpnie wg (16) — (19) charakterystyki niedoktadnosci.

Na rys. 5 zaprezentowano zrekonstruowany obraz modelu (c)
podczas pierwszych 6 iteracji. Na rys. 6 pokazano zalezno$¢
parametréw btedéw rekonstrukcji proponowana metoda podczas
tych iteracji.

0NN

uup\JpLJL.A_L

0507 12 24 36 48 60 72 84 96 108 120

Rys. 4. Zalezno$¢ stosunku v; wynikéw pomiaréw i obliczonych napigé¢ migdzy-
elektrodowych dla modelu c dla pierwszej iteracji (ogélna liczba wynikéw
pomiaru 120)

Dependence the rations v; of measured and calculated inter-electrode
voltages from number at first iteration (total number is 120). Model ¢

Fig. 4.

ir=2

it=5 it=6

Rys. 5. Proces rekonstrukcji obrazu w pierwszych 6 iteracjach (model c)
Fig. 5. Process of image reconstruction in the first 6 iteration (model c)

5. Whnioski

Wykorzystujac wlasnosci obwodéw elektrycznych wszystkie
elementy macierzy Jacobieco moga by¢ obliczone bez bledéw
metody (ktéry wynika z metody skonczonych réznic obliczania
pochodnej) na podstawie tylko jednego rozwiazania zagadnienia
prostego.

Wiasnos$ci rozwazanych funkcji pozwalaja na niezaleznie od
rzeczywistego rozktadu konduktywnos$ci badanego obiektu
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zastosowanie  jako  poczatkowego przyblizenia rozktadu
jednostajnego, co nie wplywa bezposrednio na zbiezno$¢
procesow iteracyjnych.

Wriasnosci funkceji ktére opisuja problem odwrotny stwarzaja
mozliwos$¢ realizacji adaptacyjnej regularyzacji w rozwiazaniu
odwrotnego problemu i w ten sposéb pomagaja osiagna¢ lepsza
zbiezno$¢ procesOw iteracyjnych.

120

%

100>----\

80 _.— Max

60 \ —@— Stdev
- A- Mean

40

20 ==
0 , :

A
3
numer iteracji

Rys. 6. Indeks jakosci rekonstruowanego obrazu (model c)
Fig. 6. Reconstructed image quality indexes (model c)

Proces obliczen realizowany byt w $rodowisku Mathcad 11.
Autorzy przewiduja zrealizowanie réznych etapéw rekonstrukcji
w $rodowisku Matlab z odpowiednia prezentacja uzyskiwanych
wynikéw jakoS$ciowych 1 ilosciowych. Kolejne badania autorzy
planuja przeprowadzi¢ réwniez dla rzeczywistych wynikéw
pomiaréw fizycznych modeli obiektow.
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