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Siódmy problem milenijny: 
Hipoteza Bircha i Swinnertona-Dyera

W stęp

1. Dla sformułowania hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera wystarczy 
kilka zdań. Mówi ona, jak wygląda pierwszy wyraz rozwinięcia na szereg 
funkcji L krzywej eliptycznej E w otoczeniu punktu a =  1.

Mianowicie
Le (s) =  Ar(s — l ) r +  Ar+i(s — l ) r+1 ----- ,

gdzie r jest rangą grupy E(Q) punktów wymiernych krzywej £ , a współ
czynnik Ar jest różny od zera, a dokładniej, wyraża się wzorem

(1) Ar =  fi • IUIeI -Rb ■ ( n cp ) /lE (®t°rS|2-
P

gdzie poszczególne litery mają odpowiednie znaczenia (patrz niżej).
Tak więc hipoteza Bircha i Swinnertona-Dyera składa się z dwóch części:

• Krotność zera funkcji Le (s) w punkcie s =  1 jest równa randze r grupy

• Współczynnik Ar wyraża się wzorem (1).

Korzystając ze znanego opisu krotności zera funkcji w danym punkcie 
za pomocą jej pochodnych w tym punkcie, możemy te warunki sformułować 
następująco:
• L ^ ( l )  =  0 dla 0 < /c < r oraz L ^ ( l ) / 0 .
• Liczba ^ jest równa prawej stronie wzoru (1),

gdzie r jest rangą grupy E(Q).

2. Dla zrozumienia sformułowania hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera 
wystarczy więc wiedzieć, co to jest

Wcześniejsze wersje artykułu zechcieli przejrzeć A. Langer, W. Narkiewicz, D. Simson 
i A. Weber. Dziękuję im za uwagi i wskazówki, które pomogły ulepszyć tekst.
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a) Krzywa eliptyczna E ,
b) Funkcja L krzywej eliptycznej E1
c) Grupa E(Q) punktów wymiernych krzywej E. Wtedy i?(Q) tors jest pod

grupą złożoną z elementów rzędu skończonego.
d) Grupa Tate’a-Szafarewicza III£7 krzywej E,
e) Regulator Re krzywej E,
f) Forma różniczkowa uj na krzywej E. Liczba Q jest z nią związana,
g) Redukcja krzywej eliptycznej modulo liczba pierwsza p. Prowadzi to do 

określenia liczb cp. Przy tym cp ^  1 tylko gdy redukcja krzywej E modulo 
p jest zła. Zbiór takich liczb pierwszych p jest skończony.

Ponadto chciałoby się wiedzieć
A) Skąd się wzięła ta hipoteza i dlaczego miałaby być prawdziwa?
B) Co z niej wynika?
C) Dla jakich krzywych eliptycznych dotychczas ją udowodniono?

Samo sformułowanie hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera, jak na to 
kiedyś zwrócił uwagę Tatę, zakłada prawdziwość dwóch innych hipotez:
I. Funkcja Le {$) jest określona tylko w półpłaszczyźnie Re(s) > 3/2. Dla

rozpatrywania jej rozwinięcia w punkcie s — 1 należy więc przyjąć, że 
funkcję tę można przedłużyć analitycznie na pewien obszar zawierający 
otoczenie punktu 1.

II. Z określenia grupy IH^ nie widać, dlaczego miałaby ona być skończona. 
Co więcej, przez wiele lat nie umiano wyznaczyć grupy III# dla żadnej 
krzywej eliptycznej. Natomiast formułując hipotezę Bircha i Swinnerto
na-Dyera należy przyjąć, że grupa ta jest skończona dla każdej krzywej 
eliptycznej, ponieważ rząd tej grupy występuje we wzorze na współczyn
nik Ar.

3. Objaśnienie wymienionych wyżej pojęć wymagałoby co najmniej rocz
nego wykładu monograficznego, nie można tego zrobić w artykule o umiarko
wanej objętości. Czytelnik może się więc nie obawiać, że będę pisał szczegó
łowo o wszystkich wspomnianych wyżej sprawach. Ograniczymy się tylko do 
zwięzłego omówienia podstawowych tematów licząc na to, że zainteresowani 
czytelnicy sięgną do odpowiednich monografii i prac oryginalnych podanych 
w bibliografii przy końcu artykułu i poprzez samodzielne studia poznają 
dokładniej tę piękną i głęboką teorię. Być może też podejmą samodzielne 
badania w tej dziedzinie.

4. Problem milenijny. Choć siódmy problem milenijny nosi nazwę 
„Hipoteza Bircha i Swinnertona-Dyera” i pełne sformułowanie tej hipotezy 
podaliśmy wyżej, to jednak z omówienia tego problemu w [57] wynika, że 
nagrodę można otrzymać za udowodnienie (lub obalenie) tylko pierwszej 
części tej hipotezy: Ranga krzywej eliptycznej E określonej nad Q jest równa
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krotności zera funkcji L e (s ) w  punkcie s — 1 .  Można nie dowodzić, że 
współczynnik Ar wyraża się skomplikowanym wzorem (1), który objaśnimy 
szczegółowo w tym artykule.

Podstawowe definicje i fakty

Do zrozumienia niniejszego artykułu wystarczą wiadomości z algebry za
warte w podręczniku S. Langa [28]. Natomiast definicje i twierdzenia z teorii 
krzywych eliptycznych, które będziemy omawiali niżej, są przedstawione do
kładniej w monografiach [23], [47], [48] i [49].

Ponieważ w sformułowaniu hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera pojęcie 
krzywej eliptycznej odgrywa podstawową rolę, więc nie będziemy oszczędzali 
miejsca, aby je dokładnie wyjaśnić.

5. Krzyw e algebraiczne. Ustalamy dowolne ciało к , przez к ozna
czamy jego algebraiczne domknięcie. Bierzemy skończony zbiór wielomianów 
n  zmiennych o współczynnikach w ciele к :

Rozpatrujemy zbiór V =  P ( / i , . . . ,  f r) zer tego układu wielomianów, 
o współrzędnych w ciele к :

W tej sytuacji V nazywamy zbiorem algebraicznym afinicznym określonym 
nad ciałem k. Stosując zwykłą procedurę ujednoradniania, tzn. zastępując 
wielomiany fi przez odpowiednie wielomiany jednorodne

gdzie Гг =  deg /г, otrzymujemy zbiór algebraiczny rzutowy

Ze zbiorem algebraicznym V związany jest ideał I(V)  pierścienia wielomia
nów k[Xi , . . . ,  X n], mianowicie

dla każdego
Zbiór algebraiczny V  nazywamy rozmaitością, jeżeli jest nierozkładalny, tzn. 
jeżeli nie jest sumą dwóch zbiorów algebraicznych mniejszych.

Dowodzi się, że V jest rozmaitością wtedy i tylko wtedy, gdy ideał I(V) 
jest pierwszy. W  tym przypadku pierścień ilorazowy k[V] := кp f i , . . . ,  Xn]/ 
I(V)  nie ma dzielników zera. Istnieje więc jego ciało ułamków, które ozna
czamy przez к (V) i nazywamy ciałem funkcji wymiernych rozmaitości V. 
Jeżeli dla pewnych rozmaitości V\ i V2 ciała k(V\) i fc(V )̂ są fc-izomorficzne,
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to mówimy, że V\ i V2 są biwymiernie równoważne nad k, albo, że są k- 
izomorficzne.

— 2Łatwe ćwiczenie: Niech charfc ^  2. Wtedy rozmaitości opisane w k za 
pomocą równań:

V\ : X 2 =  0 (prosta),
V2 : X? +  X % - 1 =  0 (okrąg)

są biwymiernie równoważne nad k.
W  dalszym ciągu przez rozmaitość będziemy rozumieli klasę abstrak

cji rozmaitości biwymiernie równoważnych. O rozmaitościach biwymiernie 
równoważnych V\ i V2 opisanych za pomocą układów wielomianów będziemy 
mówili, że są modelami tej samej rozmaitości. Tak więc na przykład prosta 
i okrąg są modelami tej samej rozmaitości.

Rozmaitość V  nazywamy krzywą (algebraiczną), jeżeli wymiar prze
stępny ciała k(V) nad k jest równy 1 .

Załóżmy, że ciało k jest algebraicznie domknięte. Wtedy punkty rzutowe 
P  krzywej V  odpowiadają waluacjom dyskretnym vp : k(V) — ► Z U {oo} 
ciała k(V) trywialnym na podciele k. Ciałem reszt każdej takiej waluacji 
jest k.

Element a £ k(V) można traktować jako funkcję określoną w zbiorze 
punktów krzywej V o wartościach w ciele k. Mianowicie, jeżeli vp(a) > 0 , 
to wartością funkcji a w punkcie P jest element ciała reszt waluacji vp 
wyznaczony przez a. Jeżeli vp(a) < 0, to funkcja a w punkcie P  nie jest 
określona. Mówimy wtedy, że punkt P jest biegunem funkcji a o krotności 
—vp(a). Podobnie, jeżeli vp(a) > 0, to mówimy, że punkt P  jest zerem 
funkcji a o krotności vp(a).

Dowodzi się, ze liczba zer każdej takiej funkcji (z uwzględnieniem krot
ności) na krzywej rzutowej jest skończona i jest równa liczbie jej biegunów 
(też z uwzględnieniem krotności).

6 . K rzyw e eliptyczne. Nadal przyjmujemy założenie, że ciało k jest al
gebraicznie domknięte. Dla klasyfikacji krzywych algebraicznych wprowadza 
się pojęcie rodzaju. Krzywe rodzaju 0 to są krzywe biwymiernie równoważne 
prostej. Tak więc jest tylko jedna krzywa rodzaju 0, która ma wiele modeli.

Krzywe rodzaju 1 nazywamy krzywymi eliptycznymi, oznaczamy je przez 
E zamiast V i określamy następująco.

Niech krzywa E nie będzie prostą. Ustalamy dowolny punkt O £ E 
i żądamy, aby dla każdych punktów PUP2 e E różnych od O istniała taka 
funkcja a £ k(E), która ma zero w punkcie O i ma dokładnie dwa bieguny, 
mianowicie w punktach Pi i P2. Jeżeli Pi =  P2, to a ma biegun dwukrotny 
w punkcie P\.
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Krzywe V wyższych rodzajów określa się podobnie żądając, aby w ciele 
k(V) istniały funkcje spełniające odpowiednie warunki dotyczące ich zer 
i biegunów.

Funkcja a G k(E) występująca w definicji krzywej eliptycznej ma dwa 
bieguny i zero w punkcie O. Ma więc jeszcze jedno zero w pewnym punkcie 
P. Jeżeli P  =  Ć?, to a ma zero dwukrotne w O. Dowodzi się, że taki punkt 
P  nie zależy od wyboru funkcji a G k(E). Nazywamy go sumą punktów P\ 
i P2 i piszemy P =  P\ +  P2. Przyjmujemy ponadto, że Pi +  O = P\ dla 
każdego Pi G P.

Tak określone dodawanie punktów wyznacza w zbiorze punktów krzy
wej eliptycznej E strukturę grupy abelowej. Jej elementem neutralnym jest 
ustalony na początku punkt O.

Odrzućmy teraz założenie, że ciało k jest algebraicznie domknięte. Niech 
K  będzie ciałem algebraicznie domkniętym zawierającym k. Dla każdego 
ciała k', gdzie k C k( C K, oznaczmy przez E(k') zbiór punktów rzuto
wych krzywej E o współrzędnych należących do k'. Nazywamy je punktami 
^'-wymiernymi krzywej E. Jeżeli krzywa eliptyczna E jest określona nad k 
i wyróżniony punkt O ma współrzędne w k, to zdefiniowane wyżej dodawanie 
punktów określa strukturę grupy abelowej w zbiorze E(k'). W szczególności 
E(k) jest podgrupą grupy E(K).

Dla uproszczenia będziemy mówili, że krzywa eliptyczna (P, O) jest okre
ślona nad k, jeżeli krzywa E jest określona nad &, a O jest pewnym jej punk
tem o współrzędnych (rzutowych) należących do k. Dowodzi się, że każda 
krzywa eliptyczna (P, O) określona nad k ma model opisany za pomocą 
następującego równania
(2) Y^ Z -f-cl\XY Z -(-CL3Y = X  ̂-(- 0,2 Z q,ąXZ^ -j-czgP ,̂ gdzie clj G k.
Nazywamy je uogólnionym równaniem Weierstrassa. Ponadto na krzywej (2) 
nie ma punktów osobliwych. Ten ostatni warunek można zapisać w postaci

A =  A (a i , .. .  ,a6) ^  0 ,
gdzie A jest pewnym (dość skomplikowanym -  patrz niżej) wielomianem 
o współczynnikach całkowitych. Nazywamy go wyróżnikiem tego modelu 
krzywej eliptycznej. Na odwrót, dowolne równanie postaci (2), gdzie 
A (a i , . . .  , 0 6 ) ^  0, określa pewną krzywą eliptyczną P. Oczywiście punkt 
O := (0,1,0) należy do P  i ma współrzędne w k.

7. Krzywe eliptyczne określone nad Q. Hipoteza Bircha i Swinner
tona-Dyera dotyczy krzywych eliptycznych (P, O) określonych nad ciałem 
liczb wymiernych Q, choć istnieją też ogólniejsze wersje tej hipotezy. Podamy 
więc dodatkowe informacje na temat takich krzywych.

Istnieje model krzywej P  opisany za pomocą równania (2), w którym 
wszystkie współczynniki a,i,. . . ,  a6 są liczbami całkowitymi. Wtedy również
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liczba A =  A ( a i , . . . ,  ae) jest całkowita i różna od zera. Wśród tych modeli 
danej krzywej E istnieje taki, dla którego wartość liczby |A| jest najmniej
sza. Jest on wyznaczony (prawie) jednoznacznie. Nazywamy go modelem 
minimalnym krzywej E , a wyróżnik A tego modelu nazywamy wyróżnikiem 
minimalnym krzywej E i oznaczamy przez A £.

Twierdzenie Mordella-Weila (patrz [45]) mówi, że grupa E(Q) jest skoń
czenie generowana. Z twierdzenia o strukturze grup abelowych skończenie 
generowanych wynika, że grupa E(Q) ma rozkład na sumę prostą

E{Q) =  £(Q)tors ® E{Q)f ree j
gdzie £(Q)tors jest podgrupą elementów rzędu skończonego, a E(Q)free jest 
grupą abelową wolną rangi r > 0, to znaczy E(Q)free =  Z r. Liczbę r nazy
wamy rangą krzywej E.

Podgrupę £(Q)tors można łatwo wyznaczyć. Jej rząd nie przekracza 16 
(twierdzenie B. Mazura [33], [34]) i znany jest prosty algorytm (twierdzenie 
E. Lutz [30] i T. Nagella [36]) pozwalający znaleźć wszystkie jej elementy, 
przynajmniej, gdy mamy model krzywej E w postaci Weierstrassa.

Dużo mniej wiadomo o randze r. Nie wiemy, czy ta liczba może być 
dowolnie duża. Znane są przykłady krzywych o rangach co najmniej 22, 23 
i 24 podane przez S. Fermigiera, oraz R. Martina i W. McMiłlena (patrz [17] 
oraz [46], str. 100). Przypuszcza się, że istnieją krzywe eliptyczne określone 
nad Q dowolnie dużej rangi. Nie znamy jednak algorytmu dla wyznaczania 
rangi dowolnej krzywej eliptycznej.

Można więc sformułować następujący problem. Dana jest krzywa elip
tyczna (E,G) określona nad Q, i jej model minimalny postaci (2). Chcemy 
wyznaczyć rangę tej krzywej.

Wystarczyłoby znać wszystkie rozwiązania równania (2) w liczbach wy
miernych. Jednak bezpośrednie poszukiwanie takich rozwiązań nie rokuje 
nadziei na sukces. Współrzędne punktów z E(Q) mają zwykle bardzo duże 
liczniki i mianowniki, więc przypadkowe natrafienie na taki punkt jest mało 
prawdopodobne.

W latach pięćdziesiątych XX wieku B. Birch i H. P. F. Swinnerton-Dyer 
([2], [3]) wpadli na następujący pomysł. Równanie (2) zastąpili odpowiednią 
kongruencją modulo liczba pierwsza p i dla wielu liczb pierwszych p znajdo
wali wszystkie rozwiązania niezerowe takiej kongruencji z dokładnością do 
proporcjonalności. Niech Np =  NP(E) będzie liczbą tych rozwiązań.

Można oczekiwać, że jeżeli ranga r krzywej E jest duża, to i liczba roz
wiązań Np też na ogół będzie duża i znajomość liczb Np pozwoli znaleźć 
rangę krzywej E.

Licząc na to wyznaczyli oni liczby NP(E) dla dużej liczby liczb pierw
szych p i kilku tysięcy krzywych E. Początkowo wykonywali obliczenia na pa
pierze, a potem skorzystali z pomocy pierwszych komputerów, które w owym
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czasie były dostępne (EDSAC2 w Cambridge University). Wyniki tych ob
liczeń potwierdziły w większości przypadków, że zachodzi związek między 
wielkością rangi i wielkością liczb Np. Próby ściślejszego sformułowania tego 
związku doprowadziły właśnie do hipotezy związanej z ich nazwiskami. 
W następnych punktach opiszemy to dokładniej.

Podstawowe pojęcia  teorii krzywych eliptycznych

8 . Redukcja krzywej eliptycznej. Niech (E,Q) będzie krzywą elip
tyczną określoną nad Q i niech (2) będzie modelem minimalnym krzywej E. 
Ustalamy liczbę pierwszą p i zamiast równania (2) rozpatrujemy odpowied
nią kongruencję modulo p. Tę kongruencję możemy traktować jako równanie 
o współczynnikach w ciele p-elementowym Fp. Równanie to wyznacza więc 
pewien zbiór algebraiczny Ep określony nad ciałem Fp. Nazywamy go re
dukcją krzywej E modulo p.

Jeżeli P =  (x ,y ,z ) jest punktem rzutowym należącym do E(Q), to mo
żemy przyjąć, że r ,y , z  G Z i NWD(x, y, z) =  1, zastępując w razie potrzeby 
trójkę liczb wymiernych (x , y , z) przez odpowiednią trójkę liczb całkowitych 
do niej proporcjonalną.

Oznaczmy przez <pp : Z — > Fp homomorfizm kanoniczny. Wtedy oczy
wiście ip(P) := ((pp(x),ipp(y)1ipp(z)) G Ep(Fp). Określiliśmy w ten sposób 
odwzorowanie p : E(Q) — ► Ep(Fp).

Opiszemy dokładniej zbiór algebraiczny Ep dla różnych liczb pierw
szych p.

Jeżeli p \ A ei to Ep jest krzywą eliptyczną określoną nad Fp. Zatem 
Ep(¥p) jest grupą i odwzorowanie <p jest homomorfizmem grup. W tym 
przypadku mówimy, że redukcja krzywej E modulo p jest dobra.

Jeżeli p\&e , to zbiór algebraiczny Ep nie jest krzywą eliptyczną. W tym 
przypadku mówimy, że redukcja krzywej E modulo p jest zła.

Liczby pierwsze p, dla których redukcja krzywej E modulo p jest zła, 
można sklasyfikować następująco. Jeżeli redukcja krzywej E modulo p jest 
zła, to na krzywej Ep jest pewien punkt P G Ep(Fp) osobliwy. Z postaci 
równania Weierstrassa wynika, że punkt osobliwy jest tylko jeden i ma on 
krotność 2 .

W zbiorze punktów nieosobliwych
££S(FP) := Ep(¥p) \ {P }

(ns =  nonsingular =  nieosobliwy) można określić strukturę grupy wykorzy
stując działanie dodawania punktów w E(Q).

Z elementarnej analizy wynika, że są następujące możliwości:
1. Styczna do krzywej Ep w punkcie P  (osobliwym) jest podwójna. Wtedy

grupa EpS(Fp) jest izomorficzna z grupą addytywną ciała Fp. Ma więc p
elementów.



8 J. B r o w k i n

2. W punkcie P  są dwie styczne do krzywej Ep o równaniach określonych 
nad Fp. Wtedy grupa ££S(FP) jest izomorficzna z grupą multyplikatywną 
ciała Fp. Ma więc p — 1 elementów.

3. W punkcie P  są dwie styczne do krzywej Ep o równaniach określonych
nad rozszerzeniem kwadratowym Fp 2 ciała Fp (lecz nie nad Fp). Wtedy 
grupa ££s(Fp) jest izomorficzna z podgrupą (p +  l)-elementową grupy 
multyplikatywnej ciała Fp2 .
Tak więc są trzy rodzaje złych redukcji: Redukcja addytywna (przypa

dek 1 ), redukcja multyplikatywna rozpadająca się (przypadek 2 ) i redukcja 
multyplikatywna nierozpadająca się (przypadek 3).

Ponieważ wyróżnik minimalny A & ma tylko skończoną liczbę dzielników 
pierwszych, więc tylko dla skończonej liczby liczb pierwszych p redukcja 
krzywej E modulo p jest zła.

Podobnie można określić odwzorowanie redukcji w następującej sytuacji. 
Niech E będzie krzywą eliptyczną określoną nad Q o modelu minimalnym
(2). Rozpatrzmy grupę F(QP) punktów rzutowych krzywej E o współrzęd
nych p-adycznych. Zastępując współrzędne danego punktu przez odpowied
nie współrzędne proporcjonalne można przyjąć, że te współrzędne należą do 
pierścienia Z p liczb całkowitych p-adycznych i nie wszystkie są podzielne 
przez p. Wtedy homomorfizm kanoniczny p : Z p — » Fp wyznacza odwzo
rowanie p : E(QP) — > Ep(Fp). Jeżeli p { A #, to p jest homomorfizmem 
grup. Natomiast, jeżeli p|A#, tzn. jeżeli redukcja krzywej E modulo p jest 
zła, to rozpatrzmy zbiór E°(QP) := (p- 1 ( ^ s(Fp)). Dowodzi się, że F°(QP) 
jest podgrupą skończonego indeksu w grupie E(QP). Jeżeli redukcja krzywej 
E modulo p jest dobra, to przyjmujemy, że Z?0 (Qp) =  E(QP).

Możemy teraz określić tak zwane liczby Tamagawy cp występujące 
w sformułowaniu hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera. Mianowicie przyj
mujemy

cp =  (E(Qp) : £°(Qp)).
Tak więc cp =  1, jeżeli redukcja krzywej E modulo p jest dobra. Zatem 
cp ^  1 tylko dla skończonej liczby liczb pierwszych p.

9. Funkcja L krzywej eliptycznej. W geometrii algebraicznej znana 
jest ogólna konstrukcja, która danemu zbiorowi algebraicznemu V =  
F ( / i , . . . ,  f r) opisanemu przez układ równań fi — 0 , . . . ,  f r =  0  (gdzie fi 
są wielomianami o współczynikach całkowitych) przyporządkowuje funkcję 
analityczną Cv(s) zwaną funkcją zeta tego zbioru algebraicznego. Wyznacza 
się mianowicie liczbę rozwiązań Npn(V) tego układu równań w ciele skoń
czonym Fpn o pn elementach, a następnie posługując się liczbami Npn(V) 
jako współczynnikami określa się odpowiednią funkcję analityczną. Można 
oczekiwać, że własności tej funkcji £y(s) odzwierciedlają pewne własności 
samego zbioru V.
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Pominiemy szczegóły, które można znaleźć w monografiach [23], [47] lub 
w artykule [2 2 ]. Zdarza się, że taka funkcja Cv(s) daje się w naturalny spo
sób przedstawić jako iloczyn (lub iloraz) pewnych funkcji prostszych, które 
nazywa się funkcjami L .

Ograniczymy się do podania definicji funkcji L krzywej eliptycznej E 
określonej nad.Q. Pominiemy uzasadnienie, że jest to szczególny przypadek 
ogólnej konstrukcji.

Mianowicie, dla każdej liczby pierwszej p określamy wielomian LP(X) 
następująco, w zależności od tego, jaka jest redukcja krzywej E modulo p.

LP(X) : = l  + {Np - p - l ) X  +  epPX 2,
gdzie Np =  |i?p(Fp)| jest liczbą punktów rzutowych na krzywej Ep zreduko
wanej modulo p, o współrzędnych należących do Fp, oraz ep — 1 lub 0, gdy 
redukcja krzywej E modulo p jest dobra, odpowiednio, zla.

Następnie przyjmujemy

Le (s) := YlLpip-3) - 1,
p

gdzie p przebiega wszystkie liczby pierwsze.
H. Hassę udowodnił, że jeżeli redukcja krzywej E modulo p jest dobra, 

to liczba Np spełnia nierówność
\Np - p - l \ <  2y/p.

Wykorzystując to można udowodnić, że iloczyn określający funkcję LE(s) 
jest zbieżny tylko dla Re(s) > 3 /2 .

10. Grupa Tate’a—Szafarewicza krzywej E. Elementy grupy Tate’a- 
Szafarewicza danej krzywej eliptycznej E odpowiadają pewnym krzywym 
eliptycznym związanym z E. Przed podaniem dokładnej definicji musimy 
omówić szereg pojęć i zjawisk ogólnych związanych z krzywymi eliptycznymi.

10.1. Krzywe eliptyczne izomorficzne nad k. Dana jest krzywa 
eliptyczna (E1, 0 )  określona nad ciałem k za pomocą równania Weierstrassa
(2). Chcemy opisać wszystkie krzywe eliptyczne E' określone nad k i izomor
ficzne z E nad k. W tym celu definiujemy tak zwany niezmiennik j  krzywej 
eliptycznej o modelu Weierstrassa (2 ) za pomocą wzoru

j  =  c\/A (a i , . . .  ,ae), gdzie c4 =  (a\ +  4a2 ) 2 -  24(aia3 +  2a4).
Dowodzi się, że ten niezmiennik nie zależy od wyboru modelu Weierstrassa 
danej krzywej, a ponadto krzywe E i E' są izomorficzne nad k wtedy i tylko 
wtedy, gdy ich niezmienniki j  są równe, j E = j E>. Co więcej, dla każdego 
a € k istnieje krzywa eliptyczna określona nad k o niezmienniku j  równym a.

Tak więc krzywe eliptyczne określone nad ciałem algebraicznie domknię
tym k są scharakteryzowane przez elementy samego ciała k.



1 0 J. B r o w k i n

Sytuacja znacznie się komplikuje, gdy ciało k nie jest algebraicznie do
mknięte. Z tego, że niezmienniki j  krzywych eliptycznych określonych nad 
k są równe, nie wynika na ogół, że same krzywe są izomorficzne nad k.

10.2. Przestrzenie jednorodne. Dla ustalonej krzywej eliptycznej 
(E , O) określonej nad k na ogół jest wiele krzywych eliptycznych E' okreś
lonych nad fc, które są izomorficzne z E nad k, lecz nie nad k. Ograniczymy 
się więc do krzywych E' spełniających pewien dodatkowy warunek. W tym 
celu wprowadzimy następującą definicję.

Powiemy, że krzywa (E, O) działa na krzywej E', jeżeli istnieje prze
kształcenie regularne

f j t : E x E ' — ► E'
określone nad k (to znaczy opisane za pomocą wielomianów o współczynni
kach w k), spełniające następujące warunki:
(i) ti(0 ,P ’) =  P ’ dla P’ € E'(k),
(ii) n(Pu ii(P2,P ’)) =  ji{P x +  Ą ,P ')  dla P U P 2 e  E(k), P f e  E'(k),
(iii) Dja każdych P{ , P '2 € E'(k) istnieje dokładnie jeden taki punkt P  6  

E(k)Jż e fi(PyP{) = P^ _
Inaczej mówiąc, grupa E(k) działa na zbiorze E'(k) w sposób przechodni 

i wierny.
Zamiast /i(P, P') piszemy zwykle P +  P ', choć znak -fi nie oznacza tu 

działania w żadnej grupie.
W tej sytuacji mówimy, że E' jest przestrzenią jednorodną nad krzywą 

eliptyczną (22, O). Dowodzi się, że każda przestrzeń jednorodna E' jest izo
morficzna z E nad k, lecz nie na odwrót. Zamiast więc rozpatrywać wszystkie 
krzywe eliptyczne E' określone nad k i izomorficzne z E nad k, ograniczymy 
się do przestrzeni jednorodnych nad E.

Wnikliwy czytelnik zapewne zauważył, że definicja przestrzeni jedno
rodnej nad krzywą eliptyczną E  przypomina definicję przestrzeni afinicznej 
A nad przestrzenią liniową L. Mianowicie przestrzeń liniowa L, która jest 
grupą, działa w zbiorze punktów przestrzeni afinicznej A za pomocą prze
sunięć. Działanie to jest przechodnie i wierne, a zbiór A nie ma struktury 
przestrzeni liniowej. Nie jest bowiem określone dodawanie punktów prze
strzeni afinicznej A.

10.3. O kocyklach. Niech grupa G działa na grupie abelowej A. Od
wzorowanie /  : G — > A nazywamy kocykiem jednowymiarowym (albo 
homomorfizmem skośnym), jeżeli spełnia warunek

f  (&t) = f  (cr) + er f  (t) dla (7 , t GG.
Na przykład, ustalając a € A możemy określić odwzorowanie f a : G — > A 
za pomocą wzoru f a(cr) =  er (a) — a dla a € G. Łatwo sprawdzić, że f a jest 
kocykiem. Taki kocyki nazywamy kobrzegiem.
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Zbiór wszystkich kocykli jest grupą ze względu na dodawanie odwzoro
wań, zbiór wszystkich kobrzegów jest jej podgrupą. Grupę ilorazową nazy
wamy pierwszą grupą kohomologii i oznaczamy przez

H X(G, A) := kocykle/kobrzegi.

10.4. Grupa Weila—Chateleta krzywej E. Niech (E , O) będzie krzy
wą eliptyczną określoną nad k i niech krzywa eliptyczna E' określona nad k 
będzie przestrzenią jednorodną nad (E,G). Wtedy w zbiorze E'(k) działa 
grupa E(k). W zbiorze tym działa również grupa Galois Gk Gal(k/k), 
ponieważ krzywa E' jest określona nad k. Korzystając z tych działań zdefi
niujemy odwzorowanie

/  : Gk — >_E(k),
jak następuje. Ustalamy punkt P' £ E'{k) i dla o £ Gk jako f(a)  przyjmu
jemy punkt P  £ E(k) spełniający P  +  P ' =  <r(P'). Jak wiemy z określenia 
przestrzeni jednorodnej, taki punkt P  istnieje i tylko jeden. Sprawdza się, 
że odwzorowanie /  jest kocykiem zależnym od wyboru punktu P' £ E'(k). 
Wybierając inny punkt P"  £ E'(k) otrzymamy kocyki różniący się od /  
o kobrzeg. W ten sposób krzywa E' , która jest przestrzenią jednorodną nad 
(P, O), wyznacza element grupy kohomologii H l {Gk-> E{k)) o reprezentan
cie / .

Dowodzi się, że ta odpowiedniość jest wzajemnie jednoznaczna, to zna
czy, elementy tej grupy kohomologii opisują z dokładnością do izomorfizmu 
wszystkie krzywe eliptyczne E' określone nad k, które są przestrzeniami jed
norodnymi nad E. Przy tym sama krzywa E odpowiada elementowi zero
wemu grupy kohomologii.

W ten sposób w zbiorze przestrzeni jednorodnych nad E mamy określoną 
strukturę grupy abelowej. Nosi ona nazwę grupy Weila-Chateleta krzywej 
E, oznaczamy ją przez W C (E), patrz [11].

10.5. Grupa Tate’a—Szafarewicza krzywej E. Dla krzywej eliptycz
nej (E,G ) określonej nad dowolnym ciałem k grupa WC (E) jest na ogół 
bardzo duża. W przypadku pewnych ciał k wyróżnimy w niej odpowiednią 
mniejszą podgrupę. Mianowicie, jako k bierzemy ciało Q liczb wymiernych, 
ogólniej jako k można wziąć dowolne ciało globalne, to znaczy rozszerze
nie skończone ciała Q lub ciała Fg(T) funkcji wymiernych zmiennej T nad 
ciałem skończonym ¥q o q elementach.

Mamy więc krzywą eliptyczną E’ określoną nad Q, która jest przestrzenią 
jednorodną nad krzywą eliptyczną (E, O) określoną nad Q. Jeżeli na E ' 
jest punkt o współrzędnych wymiernych, to jest ona izomorficzna z E  nad 
Q i przestrzeni jednorodnej Ef nad E odpowiada element zerowy grupy 
WC (E).



1 2 J. B r o w k i n

Załóżmy więc, że na E' nie ma punktów o współrzędnych wymiernych. 
Może się jednak zdarzyć, że dla każdej liczby pierwszej p na E' istnieją 
punkty o współrzędnych p-adycznych, a także punkty o współrzędnych rze
czywistych. Mówimy wtedy, że na krzywej E' lokalnie istnieją punkty wy
mierne, lecz nie ma na niej punktów wymiernych globalnie. Ciała Qp oraz R 
są bowiem wszystkimi lokalizacjami ciała globalnego Q, to znaczy uzupeł
nieniami ciała Q względem odpowiednich metryk.

Dowodzi się, że elementy grupy H 1(Gq,E(Q)) odpowiadające przestrze
niom jednorodnym nad E, które mają punkty wymierne lokalnie, tworzą 
podgrupę. Jest to właśnie grupa Tate’a-Szafarewicza HI# krzywej eliptycz
nej E .

10.6. Co wiadomo o grupie III#.
• Grupa III# jest abelowa i torsyjna, co znaczy, że każdy jej element ma

rząd skończony.
• Dla każdej liczby naturalnej n w grupie IIIe istnieje tylko skończenie wiele

elementów a spełniających na =  0 .
• Jeżeli grupa III# jest skończona, to jej rząd jest kwadratem.
• Dla odpowiedniej krzywej E, grupa HI# zawiera podgrupę skończoną do

wolnie dużego rzędu, patrz [4], [9].
• Przypuszcza się, że dla każdej krzywej eliptycznej E określonej nad Q

grupa HI# jest skończona.
Dalsze informacje o grupie III# podajemy przy końcu artykułu.

11. Regulator krzywej eliptycznej. Z kolei przejdziemy do defini
cji regulatora krzywej eliptycznej określonej nad Q. Wymaga to omówienia 
kilku spraw pomocniczych.

11.1. Objętość kraty. W algebrze liniowej znana jest następująca kon
strukcja. Niech A będzie kratą, to znaczy, skończenie generowaną grupą 
abelową wolną, i niech tą , ... ,vn będzie jej bazą. Załóżmy, że na A dana 
jest dodatnio określona forma kwadratowa q o wartościach rzeczywistych. 
Wtedy odwzorowanie

( • , • ) : A x A — > R
określone za pomocą wzoru (x, y) — \ (q(x +  y) — q(x) — q{y)) jest formą 
dwudniową symetryczną i niezdegenerowaną, to znaczy, że zachodzi impli
kacja

( A  (x >y) = 0) = *  V =  °-
x £ A

Ponadto mamy (x,x) =  q(x).
7j algebry liniowej wiadomo, że liczba

R(A,q) := det((i>i, Vj)),
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zwana objętością tej kraty, albo jej regulatorem, jest różna od zera i nie 
zależy od wyboru bazy rą,. . . ,  vn.

Niech (E , O) będzie krzywą eliptyczną określoną nad Q. Z twierdzenia 
Mordełla-Weila wynika, że P(Q)free jest skończenie generowaną grupą abe- 
lową wolną (kratą). Chcąc więc zdefiniować regulator krzywej eliptycznej E 
według powyższego ogólnego schematu musimy określić odpowiednią formę 
kwadratową na tej kracie.

Do tego celu służy pojęcie wysokości punktu na krzywej eliptycznej, które 
teraz zdefiniujemy.

11.2. W ysokość punktu krzywej eliptycznej. Niech krzywa elip- 
tyczna (Z?, O) określona nad Q ma model Weierstrassa postaci (2). Niech 
punkt P  =  (x,y,z)  G E(Q). Jeżeli 2  /  0, to zapiszmy liczbę wymierną x/z 
w postaci skróconej xjz  — m/n, gdzie m ,n G Z oraz (m,n) = 1.

Zdefiniujemy najpierw tak zwaną naiwną wysokość logarytmiczną h 
punktu P  przyjmując

h(P \ .=  /  log(max(|ra|, |n|)), gdy 2  ^  0 ,
V ; ‘ 1  0 , gdy z = 0.

Oczywiście ta wysokość zależy od wyboru modelu Weierstrassa krzywej E. 
Tę naiwną wysokość h można tak zmodyfikować, aby otrzymać dodatnio 
określoną formę kwadratową na grupie P ( Q ) f ree niezależną od wyboru mo
delu krzywej E.

Dowodzi się mianowicie, że dla każdego P  G E(Q) istnieje następująca 
granica

h{P) := lim
h(2n P)

Ąn

gdzie 2n P = P -1-----bP  (2n razy) jest sumą elementów grupy P(Q). Ponadto
wartość funkcji h nie zależy od wyboru modelu krzywej E, to znaczy, jeżeli 
jrnnkt P' należący do drugiego modelu krzywej E odpowiada punktowi P, to 
h(P) =  h(P'). Następnie, h(P) =  0 wtedy i tylko wtedy, gdy P  G i?(Q)tors- 
Zatem h(P) ^  0, jeżeli P  G -E(Q)free, P  /  O. Wreszcie funkcja h : E(Q)free 
— ► R jest dodatnio określoną formą kwadratową. Liczbę h(P) nazywamy 
wysokością Nerona-Tate’a punktu P.

11.3. Regulator krzywej eliptycznej. Wobec powyższego regulator 
Re krzywej eliptycznej (E , O) określonej nad Q definiuje się następująco. 
Wybieramy bazę P i , . . . ,  Pr grupy abelowej wolnej P(Q)free i przyjmujemy

Re := det((Pi,P ?)),

gdzie (P, Q) := \ (h{P +  Q) — h(P) — h(Q)^ . Jak wiemy, regulator nie za
leży od wyboru modelu krzywej E ani od wyboru bazy grupy P(Q)free.
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Z definicji tej wynika, że jeżeli ranga krzywej eliptycznej E jest równa 
zeru, to jej regulator Re jest równy 1. Jest to bowiem wyznacznik macierzy 
kwadratowej o 0  wierszach.

Zauważmy, że poszukując algorytmu dla obliczania regulatora krzywej 
eliptycznej E musimy znać algorytmy dla znajdowania jej rangi oraz znaj
dowania bazy grupy E(Q) free- Takich algorytmów dotyczących dowolnych 
krzywych eliptycznych jednak nie znamy.

12. Form a różniczkowa u>» Niech (F, O) będzie krzywą eliptyczną 
określoną nad Q o modelu (2). Wtedy krzywa płaska rzeczywista i?(]R) C 
P2 (M) ma strukturę grupy topologicznej zwartej. Można dowieść, że forma 
różniczkowa

da:
uj := ------------------- ,

2y +  a\x +
gdzie 0 1 , 0 3  są współczynnikami w równaniu Weierstrassa (2), określona na 
tej grupie jest holomorficzna na E(C) i niezmiennicza. Jest to jedyna taka 
forma różniczkowa z dokładnością do czynnika stałego.

Przyjmujemy wtedy

n  i—  J* |cj|.
E ( R )

H ipoteza Bircha i Swinnertona-Dyera

13. W yniki częściowe na temat hipotezy Bircha i Swinnerto
na-Dyera. Niech E będzie krzywą eliptyczną określoną nad Q. Z prac
B. H. Grossa i D. B. Zagiera [21], V. A. Kolyvagina [25], [26] i K. Ru- 
bina [40] wynika, że jeżeli funkcja Le (s) ma w punkcie 5  =  1 zero r-krotne, 
gdzie r =  0 lub 1, to ranga krzywej eliptycznej E jest równa r i grupa HI^ 
jest skończona.

Ponadto, jeżeli r =  0, to dla pewnej klasy krzywych eliptycznych wzór
(1 ) zachodzi z dokładnością do potęg dwójki.

Jeżeli ciało liczb wymiernych zastąpimy przez rozszerzenie skończone K  
ciała Fq(T) funkcji wymiernych zmiennej T nad ciałem g-elementowym Fg, 
to dla krzywych eliptycznych E określonych nad K  możemy sformułować 
hipotezę analogiczną do hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera.

J. Tatę [51] i J. Milne [35] udowodnili tę hipotezę, lecz tylko dla krzywych 
E o „stałych” współczynnikach, to znaczy należących do Fq. W ogólnym 
przypadku nie wiadomo nawet, czy grupa III# jest skończona.

J. E. Cremona [13] przeprowadził obszerne obliczenia i wyznaczył wszyst
kie krzywe eliptyczne określone nad Q o przewodniku N < 20000. Przewod
nik N =  Ne krzywej eliptycznej E określonej nad Q to jest pewien dodatni
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dzielnik jej wyróżnika minimalnego A#. Nie otrzymał on sprzeczności z hi
potezą Bircha i Swinnertona-Dyera. W  szczególności wykazał, że dla tych 
krzywych liczba występująca we wzorze (1 ) oznaczona przez |IIl£| zawsze 
jest kwadratem.

14. W nioski z hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera. Zakładając 
prawdziwość hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera dla krzywej eliptycznej 
(E, O) określonej nad Q możemy znaleźć jej rangę, a jeżeli ponadto potra
fimy wyznaczyć wolne generatory grupy E(Q)free, to będziemy mogli również 
obliczyć rząd grupy HI#.

Dokładniej, znając model minimalny (2) krzywej E potrafimy obliczyć 
numerycznie wartości funkcji Le (s) i jej pochodnych w punkcie s =  1 . Ko
rzystając z pierwszej części hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera możemy 
więc wyznaczyć rangę krzywej E.

Znając wolne generatory grupy E(Q)free możemy obliczyć regulator Re 
krzywej E. Istnieją też algorytmy do obliczania wszystkich pozostałych wiel
kości występujących we wzorze (1), prócz |IIÎ |. Zatem korzystając z tego 
wzoru możemy wyznaczyć rząd grupy Tate’a-Szafarewicza krzywej E.

Jak wiemy, jeżeli Le {1) ^  0, to r =  0 i R =  1. Zatem w tym przypadku 
łatwiej jest stosować wzór (1 ).

Bez zakładania hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera o grupie III£7 
niewiele możemy udowodnić. Wprawdzie wyznaczono tę grupę dla pewnej 
liczby konkretnych krzywych eliptycznych, lecz nawet wskazanie niezero- 
wego elementu tej grupy wymaga na ogół nietrywialnych rozumowań (patrz 
przykład 2 , niżej).

Znajomość rangi krzywej eliptycznej pozwala znaleźć odpowiedź na na
stępujące pytanie pochodzące jeszcze ze starożytności.

Liczbę naturalną n nazywamy kongruentną, jeżeli istnieje trójkąt prosto
kątny o polu n, którego boki są liczbami wymiernymi. Na przykład liczba 
6  jest kongruentna, ponieważ pole trójkąta prostokątnego o bokach 3, 4 i 5 
jest równe 6 .

Problem polega na znalezieniu algorytmu dla rozstrzygania, czy dana 
liczba n jest kongruentna, czy nie.

Udowodniono, że liczba n jest kongruentna wtedy i tylko wtedy, gdy 
ranga krzywej eliptycznej E o równaniu

Y 2 =  X 3 - n 2X
jest dodatnia. Z hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera wynika więc, że liczba 
n jest kongruentna wtedy i tylko wtedy, gdy Le (1) =  0. Ten ostatni warunek 
można zapisać w całkiem elementarnej postaci ([24], [54]).

Uwagi końcowe
15. H ipoteza Shimury i Taniyamy. Od dawna znana była pewna kon

strukcja, która dawała przykłady krzywych eliptycznych określonych nad Q.
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Są to tak zwane krzywe eliptyczne modularne. Udowodniono wiele własności 
krzywych eliptycznych modularnych i nie umiano tych wyników przenieść 
na przypadek wszystkich krzywych eliptycznych określonych nad Q.

W latach pięćdziesiątych XX wieku sformułowano nawet hipotezę, zwaną 
dziś hipotezą Shimury i Taniyamy, że każda krzywa eliptyczna określona nad 
Q jest modularna. Wówczas nie wydawała się ona bardzo prawdopodobną.

Z biegiem czasu uzyskiwano jednak wyniki potwierdzające szczególne 
przypadki tej hipotezy, a ostatnio została ona udowodniona w pełnej ogól
ności przez A. Wilesa, R. Taylora, C. Breuiła, B. Conrada, i H. Diamonda, 
patrz [56], [53], [6 ].

Dostarczyło to nowych narzędzi do badania krzywych eliptycznych okre
ślonych nad Q.

Dokładniej, punktem wyjścia są tak zwane formy paraboliczne /  wagi 
2 dla podgrup To (AT) grupy SL^Z). Są to funkcje analityczne określone 
na górnej półpłaszczyźnie spełniające odpowiednie warunki, a grupa To^N)

Każdej takiej formie parabolicznej /  można przyporządkować krzywą 
eliptyczną Ef określoną nad Q i funkcję Lf określoną na całej płaszczyź
nie. Dowodzi się, że funkcją L krzywej Ef jest właśnie Lf, a liczba N  jest 
przewodnikiem krzywej Ef.

Krzywe eliptyczne odpowiadające formom parabolicznym /  nazywa się 
krzywymi modularnymi. Tak więc hipoteza Shimury i Taniyamy mówi, że 
każda krzywa eliptyczna określona nad <Q> odpowiada pewnej formie parabo
licznej. Forma paraboliczna /  pozwala uzyskać dodatkowe informacje o krzy
wej Ef, które trudno byłoby otrzymać na innej drodze. Przykładem tego jest 
dowód Wielkiego Twierdzenia Fermata.

16. D ow ód W ielkiego Twierdzenia Fermata. Wiadomo, że nie ma 
krzywych eliptycznych określonych nad Q, które miałyby dobrą redukcję mo- 
dulo każda liczba pierwsza. Dla każdej krzywej eliptycznej E istnieje więc 
taka liczba pierwsza p, że redukcja E modulo p jest zła. Jeżeli jednak reduk
cję multyplikatywną uważać za umiarkowanie złą, a redukcję addytywną za 
bardzo złą (co można w pewien sposób uzasadnić), to istnieją takie krzywe 
eliptyczne, których redukcja modulo p nie jest bardzo zła (czyli addytywna) 
dla żadnej liczby pierwszej p. Są to tak zwane krzywe eliptyczne semista- 
bilne.

W dowodzie Wielkiego Twierdzenia Fermata występują tak zwane krzy
we eliptyczne Freya. Mianowicie, jeżeli liczby całkowite a, b, c różne od zera 
spełniają równanie Fermata

składa się z takich macierzy

an + bn = cn
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to krzywą eliptyczną Freya określamy następująco
Y 2 =  X (X  - a n)(X +  bn).

Dowodzi się, że krzywe Freya są semistabilne. A. Wiles i R. Taylor ([56], [53]) 
udowodnili, że każda krzywa eliptyczna semistabilna jest modularna i ta 
własność została wykorzystana w istotny sposób w dowodzie. Mianowicie 
wcześniej K. Ribet [38] udowodnił, że jeżeli krzywa Frey’a jest modularna, 
to zachodzi Wielkie Twierdzenie Fermata.

17. Punkty wym ierne na krzywych algebraicznych. Można sfor
mułować problem ogólny. Dana jest krzywa algebraiczna E określona nad 
ciałem liczb wymiernych. Pytamy, czy są na niej punkty o współrzędnych 
wymiernych i czy jest ich nieskończenie wiele.

Okazuje się, że odpowiedź na to pytanie zależy w dużym stopniu od 
rodzaju g krzywej E.

Hipoteza Mordella mówiła, że jeżeli g > 2, to na krzywej E jest tylko 
skończenie wiele punktów o współrzędnych wymiernych. Udowodnił ją G. 
Faltings w 1983 r. Niestety jednak nie potrafimy na ogół tych punktów 
wyznaczyć ani określić ich liczby.

W przypadku krzywych rodzaju 0 odpowiedź jest znana. Taka krzywa 
E jest izomorficzna nad Q z prostą lub z kwadryką i znane są efektywne 
metody znajdowania punktów Q-wymiernych na tych krzywych.

Pozostaje więc przypadek, gdy <7 =  1 , czyli przypadek krzywych elip
tycznych. Jak wiemy, ranga r krzywej E decyduje o tym, czy liczba punk
tów Q-wymiernych na tej krzywej jest skończona. Dokładniej, ta liczba jest 
skończona wtedy i tylko wtedy, gdy r =  0. Niestety nie jest znany algorytm, 
który pozwala to badać. Natomiast przyjmując prawdziwość hipotezy Bir
cha i Swinnertona-Dyera otrzymujemy, że r =  0 wtedy i tylko wtedy, gdy
l e { 1 ) # 0 .

Jeżeli stwierdzimy numerycznie, że Le ( 1) 7  ̂ 0, to liczba punktów Q- 
wymiernych na krzywej E jest skończona, nie przekracza 16 i potrafimy je 
efektywnie wyznaczyć.

Jeżeli stwierdzimy, że Le { 1) =  0 i UE{ 1) 7  ̂ 0, to wiemy, że liczba punk
tów Q-wymiernych na E jest nieskończona. Nie znamy jednak ogólnego algo
rytmu, który pozwoliłby je wyznaczyć, choć znanych jest kilka algorytmów, 
które można próbować użyć bez gwarancji powodzenia.

Jeżeli zaś Le ( 1) =  L'E( 1) =  0, to niczego na temat punktów Q-wymier- 
nych na ogół nie potrafimy powiedzieć, choć hipoteza Bircha i Swinnertona- 
Dyera zapewnia, że jest ich nieskończenie wiele. Co więcej, nie znamy żadnej 
krzywej eliptycznej E, dla której potrafilibyśmy udowodnić, że Ljs(1) =  
L'e ( 1) =  L'e ( 1) =  0, choć znamy krzywe o randze > 3.

18. Inne hipotezy. Z każdą krzywą eliptyczną E określoną nad Q są 
związane trzy liczby: Minimalny wyróżnik A p r z e w o d n ik  Ne oraz rząd 
grupy Tate’a-Szafarewicza HI# (przyjmujemy, że ta grupa jest skończona).
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Obserwacje oparte na obliczeniach wykonanych dla tysięcy krzywych 
eliptycznych wskazują, że te trzy liczby nie są niezależne. Wiemy na przy
kład, że zawsze Ne | A e - Doprowadziło to do sformułowania następujących 
hipotez, patrz [18].

Hipoteza L. Szpiro: Dla każdego e > 0 istnieje taka stała Ce, że dla każdej 
krzywej eliptycznej E określonej nad Q zachodzi nierówność

|AB| < CcN%+e.
Hipoteza D. Goldfelda i L. Szpiro: Dla każdego e > 0 i liczby całkowitej 

nieujemnej r istnieje taka stała C£,r, że dla każdej krzywej eliptycznej E 
rangi r określonej nad Q zachodzi nierówność

|IUE| < Ce,riv|+e.
Uzyskano też pewne wyniki teoretyczne, które potwierdzają prawdziwość 

tych hipotez w szczególnych przypadkach.
Obie hipotezy udowodniono w przypadku ciał funkcyjnych (to znaczy, 

gdy krzywa jest określona nad skończonym rozszerzeniem ciała ¥q (T) funkcji 
wymiernych zmiennej T nad ciałem g-ełementowym), drugą przy założeniu, 
że grupa III£7 jest skończona.

W przypadku ciała liczb wymiernych Q udowodniono równoważność 
tych hipotez tylko przy założeniu hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera, 
patrz [18].

Przykłady i algorytmy
19. Tablice. J. E. Cremona wyznaczył modele minimalne i wartości róż

nych parametrów wszystkich krzywych eliptycznych (modularnych) określo
nych nad Q o przewodnikach N  < 20000. Są 132 524 takie krzywe.

Tablice dotyczące krzywych o przewodnikach N < 1000 zostały opubli
kowane, a pełne tablice dla iV < 20 000 są dostępne przez Internet, patrz [13].

Wśród tych krzywych jest tylko jedna spełniająca \U1e \ =  132, a dla 
pozostałych mamy |IIÎ | < l l 2. W większości przypadków (bo aż dla 126317 
krzywych) mamy [111̂  | =  1. Przy tych obliczeniach zakładano (w razie 
potrzeby), że grupa HI# jest skończona i że zachodzi wzór (1 ) z hipotezy 
Bircha i Swinnertona-Dyera.

W algorytmach stosowanych przez Cremonę zakładano, że krzywa E jest 
modularna, tzn. wykorzystywano odpowiadającą jej formę paraboliczną / .  
Dziś wiemy, że każda krzywa eliptyczna określona nad Q jest modularna. 
Założenie to można więc pominąć.

20. Przykład 1. Równanie Fermata. Podamy prosty przykład ilu
strujący powyższą teorię. Rozpatrzmy krzywą określoną za pomocą równa
nia Fermata

(3) u3 + v3 =  w3.
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Podstawiając tu 

otrzymamy

(4)

Na odwrót, podstawiając

otrzymamy (3). Zatem krzywe określone równaniami (3) i (4) są biwymiernie 
równoważne nad Q. Wobec tego (3) i (4) są modelami tej samej krzywej E 
określonej nad Q.

Równanie (4) ma postać Weierstrassa. Korzystając z ogólnego wzoru na 
wyróżnik krzywej opisanej za pomocą równania Weierstrassa (2):

gdzie 

i z kolei

otrzymujemy, że wyróżnik krzywej (4) jest równy
Zatem E jest krzywą eliptyczną. Jej model (4) nie jest minimalny, po

nieważ dokonując podstawienia

otrzymamy równanie

(5)
o wyróżniku Д =  — 39 mniejszym co do wartości bezwzględnej od wyróżnika 
modelu (4). Można dowieść, że (5) jest modelem minimalnym krzywej E. 
Zatem Д % =  — 39 jest jej wyróżnikiem minimalnym.

W tablicach Cremony znajdujemy krzywą E pod numerem 27A1. Z tych 
tablic odczytujemy dalsze informacje o niej:

Zatem na krzywej E , a więc i na każdym jej modelu, są dokładnie trzy 
punkty o współrzędnych wymiernych.

Można tego dowieść bezpośrednio. Jak wiemy, na krzywej Fermata (3) 
są dokładnie trzy punkty rzutowe o współrzędnych wymiernych (Wielkie 
Twierdzenie Fermata!):
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Stosując powyższe podstawienia otrzymujemy trzy punkty Q-wymierne na 
krzywych (4) i (5) odpowiednio:

(X,Y,Z)  =  (12,36,1), (12,-36,1), (0,72,0) =  (0,1,0)
oraz

(Xu Yu Zl) =  ( 3,4,1), (3 ,-5 ,1 ), (0,1,0)
Ponieważ 3 jest jedynym dzielnikiem pierwszym wyróżnika minimalnego 
Aj5 =  — 39, więc krzywa E ma dobrą redukcję modulo p dla każdej liczby 
pierwszej p ^  3. Jej redukcja modulo 3 jest zła. Jedynym punktem oso
bliwym krzywej zredukowanej E3 jest P  =  (0,1,1) i można sprawdzić, że 
do Es(¥s) należą tylko trzy punkty nieosobliwe (1 , 0 , 1 ), (0 , 1 , 0 ), (2 , 1 , 2 ). 
Grupa E^s(F3 ) ma więc p =  3 elementy. Zatem redukcja krzywej E modulo 
3 jest addytywna.

Można to odczytać również z tablic Cremony. Następne informacje o E 
zawarte w tych tablicach:

C3 =  3 (liczba Tamagawy),
Q =  1.7666387503,
Le ( 1) =  0.588795834 (= ±ft).

Ponieważ LE( 1) /  0, więc r =  0 i R =  1. Wobec tego grupa IH^ jest 
skończona. Zakładając prawdziwość hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera 
ze wzoru ( 1 ) otrzymujemy

|fflE| =  L e ( 1 )  ■ |£(Q)tors|2/ n ' c3 =  1.

21. Przykład 2. Nietrywialny element grupy Tate’a—Szafarewi- 
cza. Rozpatrzmy krzywą eliptyczną E' określoną nad Q za pomocą równania

3X3 +  4Y3 =  5Z3.
Wiadomo, że
• Na E' nie ma punktów o współrzędnych wymiernych (patrz [5], III. §7.

Zad. 23).
• Dla każdej liczby pierwszej p na E’ są punkty o współrzędnych p-adycznych

oraz punkty o współrzędnych rzeczywistych (patrz [5] I. §5, Zad. 8 ).
• E' jest przestrzenią jednorodną nad krzywą eliptyczną (jE, O) określoną

nad Q, gdzie
E :  X 3 +  Y 3 =  60Z 3, O =  (1, -1 ,0 ).

Postępując podobnie jak w poprzednim przykładzie (tzn. podstawiając 
X  = U + V, Y =  U — V, Z — W, mnożąc przez 2 • 35 • 52 itd.) otrzymujemy 
inny model krzywej E :
(6 ) Y 2Z =  X 3 - 2 4 300Z3, O '=  (0,1,0)
i oba modele są Q-izomorficzne.
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Dla uzyskania dalszych informacji o krzywej E wykorzystamy pakiet 
PARI/GP, wersja 2.1.0 [1] (szczegóły objaśnimy niżej). Otrzymujemy na
stępujące wyniki:
• Model (6) krzywej E jest minimalny.
• Ne =  24300 =  22 • 35 • 52, A E =  - 2 8 • 313 • 55.
• Na E jest tylko jeden punkt torsyjny o współrzędnych wymiernych. Jest

to O lub O1 w zależności od modelu.
• Liczba Tamagawy J J cp jest równa 1.

• Le ( 1) =  4.06137581^
• O =  0.45126397.

Z Le (1) ^  0 wynika, że r — 0 i R =  1 i grupa IIIE jest skończona. Ponie
waż na krzywej E' nie ma punktów wymiernych globalnie, lecz są wszędzie 
punkty wymierne lokalnie, więc E' wyznacza niezerowy element grupy LU .̂ 
Wiemy więc bez żadnych hipotez, że |IIIs| > 1.

Załóżmy teraz prawdziwość hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera. Zacho
dzi więc wzór (1). Korzystając z wyników powyższych obliczeń i ze wzoru
(1) otrzymujemy |nî | =  L^(l ) /Q =  9.

Zauważmy, że NE =  24 300 > 20 000, a więc krzywa E nie występuje w 
tablicach Cremony.

Tak więc pakiet PARI/GP daje możliwość samodzielnego badania krzy
wych eliptycznych określonych nad Q, gdy znamy ich modele Weierstrassa. 
Omówimy to trochę dokładniej w następnym punkcie.

22. Pakiet P A R I/G P , wersja 2.1.0. Opiszemy, jak korzystając z tego 
pakietu (patrz [1]) uzyskiwać informacje o krzywej eliptycznej określonej nad 
Q znając jej model Weierstrassa. Model ten może nie być minimalny, lecz 
współczynniki aj powinny być całkowite.

Wydajemy kolejno następujące polecenia: 
e = e l l i n i t ( [ a i ,  a2, a3, a4, a6] )

Przy tym aj muszą być konkretnymi liczbami całkowitymi. Na ekranie 
otrzymujemy wektor o 19 współrzędnych, pewne z nich też są wektorami. 
Aby wykorzystać te informacje pytamy o poszczególne współrzędne nastę
pująco:

e [12] Otrzymujemy wyróżnik A#-
e [13] Otrzymujemy niezmiennik j.
e[15] Otrzymujemy liczbę D.

Teraz możemy pytać o dalsze informacje o krzywej E, którą komputer 
zna już jako e. Piszemy e l l t o r s ( e )

Otrzymujemy wektor o trzech współrzędnych. Podają one rząd grupy 
£(Q)tors, jej strukturę i generatory.

Badamy, czy model krzywej E jest minimalny pisząc 
e l=e l lg loba lred(e )
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Otrzymujemy wektor, który m.in. podaje 
e l [1] -  przewodnik Ne krzywej E.
e l [3] -  liczbę Tamagawy cp krzywej E.

Jeżeli e l [2] jest wektorem [1,0,0,0], to model krzywej E był minimalny. 
Jeżeli nie, to otrzymamy model minimalny krzywej E pisząc 

e2=ellchangecurve(e ,e l [2])
Otrzymamy wynik podobny do tego, który dawało polecenie e l l i n i t ,  

lecz teraz informacje dotyczą modelu minimalnego (tzw. zredukowanego) 
krzywej E. W szczególności pierwszych pięć liczb w e2 to są współczyn
niki aj tego modelu minimalnego, a e2[12] jest wyróżnikiem minimalnym 
krzywej E.

Pisząc e l l l s e r i e s ( e , s )  otrzymujemy wartość Le {s). Tu za s trzeba 
podstawiać konkretne liczby. Funkcja Le (s) krzywej E nie zależy od jej mo
delu. Zatem w naszej sytuacji liczby e l l l s e r i e s ( e , s )  i e l l l s e r i e s ( e 2 , s )  
są równe.

Na przykład polecenie e l l l s e r i e s ( e ,  1) obliczy wartość Le ( 1)- Jeżeli 
ta liczba będzie równa zeru, to dla obliczenia pochodnej L'E{ 1) możemy po
stępować następująco. Określamy f  (k )= e l l l s e r i e s (e ,  1+1(T(-k))*lCTk

Obliczając następnie f  (1) ,  f  (2) ,  f  (3 ) ,  . . .  otrzymamy ciąg zbieżny 
do pochodnej UE{ 1), jak to wynika z elementarnej analizy.

Jeżeli wyrazy tego ciągu będą zbiegały wyraźnie do liczby różnej od zera, 
to ranga krzywej E będzie równa r = 1.

Możliwości pakietu PARI/GP są jednak ograniczone. Nie pozwala on wy
znaczyć rangi r dowolnej krzywej eliptycznej (chyba, że przyjmiemy hipotezę 
Bircha i Swinnertona-Dyera). Nawet, jeżeli wiemy, że r ^ 1, to nie daje on 
sposobu na znalezienie elementu rzędu nieskończonego w grupie E(Q), choć 
wiemy, że taki element istnieje. Tym bardziej ten pakiet nie daje możliwości 
wyznaczenia bazy grupy abelowej wolnej ^(Q)free, a więc i regulatora krzy
wej E. Nie znamy bowiem odpowiednich algorytmów, które można byłoby 
zastosować do dowolnej krzywej eliptycznej określonej nad Q.
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