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Seria 1I: WIADOMOSCI MATEMATYCZNE XXXIX (2003)

JERZY BROWKIN (Warszawa)

Siédmy problem milenijny:
Hipoteza Bircha i Swinnertona-Dyera

Wstep

1. Dla sformulowania hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera wystarczy
kilka zdan. Méwi ona, jak wyglada pierwszy wyraz rozwiniecia na szereg
funkcji L krzywej eliptycznej E w otoczeniu punktu s = 1.

Mianowicie

Le(s)=A(s=1)"+ A,y (s—= 1) ..

gdzie r jest ranga grupy E(Q) punktéw wymiernych krzywej E, a wsp6l-
czynnik A, jest rézny od zera, a dokladniej, wyraza si¢ wzorem

(1) Ar=Q- lmE‘l ‘Rg - (HCP)/lE(Q)tors|21

gdzie poszczegélne litery maja odpowiednie znaczenia (patrz nizej).
Tak wiec hipoteza Bircha i Swinnertona-Dyera sklada sie z dwéch czeSci:
e Krotno$¢ zera funkcji Lg(s) w punkcie s = 1 jest réwna randze r grupy
E(Q).

e Wspélczynnik A, wyraza si¢ wzorem (1).

Korzystajgc ze znanego opisu krotnosci zera funkcji w danym punkcie
za, pomocq jej pochodnych w tym punkcie, mozemy te warunki sformutowaé
nastepujaco:

e L¥I(1)=0 dla 0<k<r oraz LY(1)#0.

e Liczba % L(I;)(l) jest réwna prawe] stronie wzoru (1),

gdzie r jest rangg grupy E(Q).

2. Dla zrozumienia sformulowania hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera
wystarczy wiec wiedzieé, co to jest

Wezeéniejsze wersje artykulu zechcieli przejrzeé A. Langer, W. Narkiewicz, D. Simson
i A. Weber. Dziekuje im za uwagi i wskazéwki, ktére pomogly ulepszy¢ tekst.
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a) Krzywa eliptyczna F,

b) Funkcja L krzywej eliptycznej F,

c) Grupa E(Q) punktéw wymiernych krzywej E. Wtedy E(Q)iors jest pod-
grupa ztozong z elementéw rzedu skonczonego.

d) Grupa Tate’a-Szafarewicza llg krzywej E,

e) Regulator Rg krzywej E,

f) Forma rézniczkowa w na krzywej E. Liczba ) jest z nig zwigzana,

g) Redukcja krzywej eliptycznej modulo liczba pierwsza p. Prowadzi to do
okreslenia liczb c,. Przy tym c,, # 1 tylko gdy redukcja krzywej E modulo
p jest zla. Zbiér takich liczb pierwszych p jest skoficzony.

Ponadto chcialoby sie wiedzieé
A) Skad si¢ wzigla ta hipoteza i dlaczego mialaby by¢ prawdziwa?
B) Co z niej wynika?
C) Dla jakich krzywych eliptycznych dotychczas ja udowodniono?

Samo sformutowanie hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera, jak na to
kiedy$ zwrdcil uwage Tate, zaklada prawdziwo$é dwdch innych hipotez:

I. Funkcja Lg(s) jest okreslona tylko w péiplaszczyznie Re(s) > 3/2. Dla
rozpatrywania jej rozwinigcia w punkcie s = 1 nalezy wiec przyjaé, ze
funkcj¢ te mozna przedtuzy¢ analitycznie na pewien obszar zawierajacy
otoczenie punktu 1.

I1. Z okre$lenia grupy Il nie widaé, dlaczego miataby ona byé skohczona.
Co wiecej, przez wiele lat nie umiano wyznaczyé grupy g dla Zadnej
krzywej eliptycznej. Natomiast formulujac hipoteze Bircha i Swinnerto-
na-Dyera nalezy przyjaé, ze grupa ta jest skonczona dla kazdej krzywej
eliptycznej, poniewaz rzad tej grupy wystepuje we wzorze na wspélczyn-
nik A,.

3. Objasnienie wymienionych wyzej poje¢ wymagaloby co najmniej rocz-
nego wykladu monograficznego, nie mozna tego zrobié w artykule o umiarko-
wanej objetosci. Czytelnik moze sie wigc nie obawiaé, ze bede pisal szczegé-
lowo o wszystkich wspomnianych wyzej sprawach. Ograniczymy sie tylko do
zwiezlego oméwienia podstawowych tematéw liczac na to, ze zainteresowani
czytelnicy siegng do odpowiednich monografii i prac oryginalnych podanych
w bibliografii przy konicu artykulu i poprzez samodzielne studia poznaja
dokiadniej te pigkng i gleboka teorie. By¢ moze tez podejmg samodzielne
badania w tej dziedzinie.

4. Problem milenijny. Cho¢ siédmy problem milenijny nosi nazwe
»Hipoteza Bircha i Swinnertona-Dyera” i pelne sformulowanie tej hipotezy
podaliémy wyzej, to jednak z oméwienia tego problemu w [57] wynika, ze
nagrode mozna otrzymaé¢ za udowodnienie (lub obalenie) tylko pierwszej
czedci tej hipotezy: Ranga krzywej eliptycznej E okreSlonej nad Q jest réwna,
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krotno$ci zera funkcji Lg(s) w punkcie s = 1. Mozna nie dowodzié, ze
wspOlezynnik A, wyraza sie skomplikowanym wzorem (1), ktéry objasnimy
szczegbdlowo w tym artykule.

Podstawowe definicje i fakty

Do zrozumienia niniejszego artykulu wystarczg wiadomosci z algebry za-
warte w podreczniku S. Langa [28]. Natomiast definicje i twierdzenia z teorii
krzywych eliptycznych, ktére bedziemy omawiali nizej, sa przedstawione do-
kladniej w monografiach [23], [47], [48] i [49].

Poniewaz w sformulowaniu hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera pojecie
krzywej eliptycznej odgrywa podstawows role, wiec nie bedziemy oszczedzali
miejsca, aby je dokladnie wyjadnié.

5. Krzywe algebraiczne. Ustalamy dowolne cialo k, przez k ozna-
czamy jego algebraiczne domkniecie. Bierzemy skonczony zbiér wielomianéw
n zmiennych o wspélczynnikach w ciele & :

fla'-'af're k[Xla"an]-

Rozpatrujemy zbiér V. = V(fi,...,fr) zer tego ukladu wielomianéw,
o wspOlrzednych w ciele k :

Vi={(a1,...,an) €k : fi(ar,...,an) =0dlai=1,...,7}.

W tej sytuacji V' nazywamy zbiorem algebraicznym afinicznym okreslonym
nad cialem k. Stosujac zwykla procedure ujednoradniania, tzn. zastepujac
wielomiany f; przez odpowiednie wielomiany jednorodne

Fi(Xo, Xl, ceey Xn) = Xg’ . fi(Xl/X(), e ,Xn/Xo),
gdzie r; = deg f;, otrzymujemy zbiér algebraiczny rzutowy
V = {(ag,a1,...,0,) € P*(k) : Fi(ap,a1,-..,a,) =0dlai=1,...,r}.
Ze zbiorem algebraicznym V zwigzany jest ideal I(V') pierScienia wielomia-
néw k[Xy,..., X,], mianowicie
I(V) = {f E k[Xl,...,Xn] . f(al,'o-,an) - 0
dla kazdego (ai,...,an) € V}.

Zbiér algebraiczny V nazywamy rozmaitoscia, jezeli jest nierozkladalny, tzn.
jezeli nie jest sumg dwoch zbioréw algebraicznych mniejszych.

Dowodzi sig, ze V jest rozmaitoscia wtedy i tylko wtedy, gdy ideat I(V)
jest pierwszy. W tym przypadku pierscien ilorazowy k[V] := k[X,..., X,,]/
I(V) nie ma dzielnikéw zera. Istnieje wiec jego ciato ulamkéw, ktére ozna-

czamy przez k(V) i nazywamy cialem funkcji wymiernych rozmaitosci V.
Jezeli dla pewnych rozmaitosci V) i V; ciata k(V1) i k(V2) sa k-izomorficzne,
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to méwimy, ze V7 i V, sg biwymiernie réwnowazne nad k, albo, ze sg k-
izomorficzne.

Latwe éwiczenie: Niech char k # 2. Wtedy rozmaitoéci opisane w 5 za
pomocg réwnan:
Vi o Xo=0 (prosta),
Vo ¢ X24+X2-1=0 (okrag)
sg biwymiernie réwnowazne nad k.

W dalszym ciagu przez rozmaito$¢ bedziemy rozumieli klase abstrak-
cji rozmaito$ci biwymiernie réwnowaznych. O rozmaitoéciach biwymiernie
réwnowaznych V; i V, opisanych za pomoca ukladéw wielomianéw bedziemy
méwili, ze s3 modelami tej samej rozmaitosci. Tak wiec na przyklad prosta
i okrag sa modelami tej samej rozmaitosci.

Rozmaito$¢ V nazywamy krzywa (algebraiczna), jezeli wymiar prze-
stepny ciala k(V) nad k jest réwny 1.

Zalézmy, ze cialo k jest algebraicznie domkniete. Wtedy punkty rzutowe
P krzywej V odpowiadaja waluacjom dyskretnym vp : (V) — ZU {0}
ciala k(V') trywialnym na podciele k. Cialem reszt kazdej takiej waluacji
jest k.

Element a € k(V) mozna traktowaé jako funkcje okre§long w zbiorze
punktéw krzywej V' o wartodciach w ciele k. Mianowicie, jezeli vp(a) > 0,
to warto$cig funkcji @ w punkcie P jest element ciala reszt waluacji vp
wyznaczony przez a. Jezeli vp(a) < 0, to funkcja a w punkcie P nie jest
okreslona. Méwimy wtedy, ze punkt P jest biegunem funkcji a o krotnosci
—vp(a). Podobnie, jezeli vp(a) > 0, to méwimy, ze punkt P jest zerem
funkeji a o krotnosci vp(a).

Dowodzi sig, ze liczba zer kazdej takiej funkcji (z uwzglednieniem krot-
nosci) na krzywej rzutowej jest skoficzona i jest réwna liczbie jej biegunéw
(tez z uwzglednieniem krotnosci).

6. Krzywe eliptyczne. Nadal przyjmujemy zalozenie, ze cialo k jest al-
gebraicznie domknigte. Dla klasyfikacji krzywych algebraicznych wprowadza
si¢ pojecie rodzaju. Krzywe rodzaju 0 to sa krzywe biwymiernie réwnowazne
prostej. Tak wiec jest tylko jedna krzywa rodzaju 0, ktéra ma wiele modeli.

Krzywe rodzaju 1 nazywamy krzywymi eliptycznymi, oznaczamy je przez
E zamiast V' i okre§lamy nastepujaco.

Niech krzywa E nie bedzie prosta. Ustalamy dowolny punkt O € E
i zadamy, aby dla kazdych punktéw P, P, € E réznych od O istniala taka
funkcja a € k(E), ktéra ma zero w punkcie O i ma dokladnie dwa bieguny,
mianowicie w punktach P; i P,. Jezeli P; = P», to a ma biegun dwukrotny
w punkcie P;.
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Krzywe V wyzszych rodzajéw okresla sie podobnie zgdajac, aby w ciele
k(V) istnialy funkcje spelniajace odpowiednie warunki dotyczace ich zer
i biegunéw.

Funkcja a € k(E) wystepujaca w definicji krzywej eliptycznej ma dwa
bieguny i zero w punkcie O. Ma wigc jeszcze jedno zero w pewnym punkcie
P. Jezeli P = O, to a ma zero dwukrotne w O. Dowodzi sie, ze taki punkt
P nie zalezy od wyboru funkcji a € k(E). Nazywamy go sumg punktéw P;
i Py i piszemy P = P; + P,. Przyjmujemy ponadto, ze P, + O = P; dla
kazdego P, € E.

Tak okre$lone dodawanie punktéw wyznacza w zbiorze punktéw krzy-
wej eliptycznej E strukture grupy abelowej. Jej elementem neutralnym jest
ustalony na poczatku punkt O.

Odrzuémy teraz zalozenie, ze cialo k jest algebraicznie domknigte. Niech
K bedzie cialem algebraicznie domknietym zawierajacym k. Dla kazdego
ciala &/, gdzie k& C k' C K, oznaczmy przez E(k') zbiér punktéw rzuto-
wych krzywej E o wspéirzednych nalezacych do k'. Nazywamy je punktami
k' -wymiernymi krzywej E. Jezeli krzywa eliptyczna E jest okreélona nad k
i wyrézniony punkt O ma wspélrzedne w k, to zdefiniowane wyzej dodawanie
punktéw okresla strukture grupy abelowej w zbiorze E(k'). W szczegdlnosci
E(k) jest podgrupa grupy E(K).

Dla uproszczenia bedziemy méwili, ze krzywa eliptyczna (E, O) jest okre-
Slona nad k, jezeli krzywa E jest okreslona nad k, a O jest pewnym jej punk-
tem o wspélrzednych (rzutowych) nalezacych do k. Dowodzi sig, ze kazda
krzywa eliptyczna (E,O) okreélona nad k¥ ma model opisany za pomoca
nastepujacego réwnania

(2) Y’Z+a1 XY Z+a3YZ? = X3+ 0y X*Z+a4 X Z° +ag 2%, gdzie a; € k.

Nazywamy je uogdélnionym réwnaniem Weierstrassa. Ponadto na krzywej (2)
nie ma punktéw osobliwych. Ten ostatni warunek mozna zapisaé¢ w postaci

AZA(al,...,ae)#O,

gdzie A jest pewnym (doé¢ skomplikowanym — patrz nizej) wielomianem
o wspoétczynnikach catkowitych. Nazywamy go wyrdznikiem tego modelu
krzywej eliptycznej. Na odwrét, dowolne réwnanie postaci (2), gdzie
Afaq,...,a6) # 0, okre$la pewng krzywa eliptyczna E. Oczywiscie punkt
O :=(0,1,0) nalezy do E i ma wspélrzedne w k.

7. Krzywe eliptyczne okreslone nad Q. Hipoteza Bircha i Swinner-
tona-Dyera dotyczy krzywych eliptycznych (E, O) okreSlonych nad cialem
liczb wymiernych Q, chod istnieja tez ogdlniejsze wersje tej hipotezy. Podamy
wiec dodatkowe informacje na temat takich krzywych.

Istnieje model krzywej E opisany za pomocg réwnania (2), w ktérym
wszystkie wspolczynniki ay, . . ., as sg liczbami calkowitymi. Wtedy réwniez
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liczba A = A(aq,...,as) jest catkowita i rézna od zera. Wéréd tych modeli
danej krzywej E istnieje taki, dla ktérego warto$é liczby |A| jest najmniej-
sza. Jest on wyznaczony (prawie) jednoznacznie. Nazywamy go modelem
minimalnym krzywej E, a wyréznik A tego modelu nazywamy wyrdznikiem
minimalnym krzywej F i oznaczamy przez Ag.

Twierdzenie Mordella-Weila (patrz [45]) méwi, ze grupa E(Q) jest skon-
czenie generowana. Z twierdzenia o strukturze grup abelowych skoficzenie
generowanych wynika, ze grupa F(Q) ma rozklad na sume prosta

E(Q) = E(Q)tors D E(Q)free:

gdzie E(Q)iors jest podgrupa elementéw rzedu skonczonego, a E(Q)free jest
grupa abelowa wolna rangi r > 0, to znaczy E(Q)gee = Z". Liczbe r nazy-
wamy rangg krzywej E.

Podgrupe E(Q)tors mozna latwo wyznaczyé. Jej rzad nie przekracza 16
(twierdzenie B. Mazura [33], [34]) i znany jest prosty algorytm (twierdzenie
E. Lutz [30] i T. Nagella [36]) pozwalajacy znalezé wszystkie jej elementy,
przynajmniej, gdy mamy model krzywej £ w postaci Weierstrassa.

Duzo mniej wiadomo o randze r. Nie wiemy, czy ta liczba moze byé
dowolnie duza. Znane sg przyklady krzywych o rangach co najmniej 22, 23
i 24 podane przez S. Fermigiera, oraz R. Martina i W. McMillena (patrz [17]
oraz [46], str. 100). Przypuszcza sie, ze istnieja krzywe eliptyczne okreslone
nad QQ dowolnie duzej rangi. Nie znamy jednak algorytmu dla wyznaczania
rangi dowolnej krzywej eliptycznej.

Mozna wiec sformulowaé nastepujacy problem. Dana jest krzywa elip-
tyczna (E, O) okredlona nad Q, i jej model minimalny postaci (2). Chcemy
wyznaczy¢ range tej krzywej.

Wystarczytoby znaé¢ wszystkie rozwiazania réwnania (2) w liczbach wy-
miernych. Jednak bezposrednie poszukiwanie takich rozwigzan nie rokuje
nadziei na sukces. Wspéirzedne punktéw z E(Q) maja zwykle bardzo duze
liczniki i mianowniki, wiec przypadkowe natrafienie na taki punkt jest malo
prawdopodobne.

W latach pieédziesiatych XX wieku B. Birch i H. P. F. Swinnerton-Dyer
([2], [3]) wpadli na nastepujacy pomyst. Réwnanie (2) zastapili odpowiednia
kongruencja modulo liczba pierwsza p i dla wielu liczb pierwszych p znajdo-
wali wszystkie rozwiagzania niezerowe takiej kongruencji z dokladnoscig do
proporcjonalno$ci. Niech N, = N,(E) bedzie liczbg tych rozwigzan.

Mozna oczekiwadé, ze jezeli ranga r krzywej F jest duza, to i liczba roz-
wigzah N, tez na ogdt bedzie duza i znajomoé¢ liczb N, pozwoli znalezé
range krzywej E.

Liczac na to wyznaczyli oni liczby N,(E) dla duzej liczby liczb pierw-
szych p i kilku tysigcy krzywych E. Poczgtkowo wykonywali obliczenia na pa-
pierze, a potem skorzystali z pomocy pierwszych komputeréw, ktére w owym



Siédmy problem milenijny: Hipoteza Bircha i Swinnertona-Dyera 7

czasie byly dostepne (EDSAC2 w Cambridge University). Wyniki tych ob-
liczenn potwierdzily w wigkszosci przypadkdéw, ze zachodzi zwigzek miedzy
wielkoscig rangi i wielkodcia liczb N,. Préby $cislejszego sformulowania tego
zwigzku doprowadzily wlasnie do hipotezy zwigzanej z ich nazwiskami.
W nastepnych punktach opiszemy to dokladnie;j.

Podstawowe pojecia teorii krzywych eliptycznych

8. Redukcja krzywej eliptycznej. Niech (E, Q) bedzie krzywg elip-
tyczng okreSlong nad Q i niech (2) bedzie modelem minimalnym krzywej E.
Ustalamy liczbe pierwsza p i zamiast réwnania (2) rozpatrujemy odpowied-
nig kongruencje modulo p. Te kongruencje mozemy traktowaé jako réwnanie
o wspélczynnikach w ciele p-elementowym F,. Réwnanie to wyznacza wigc
pewien zbidr algebraiczny E, okreSlony nad cialem F,. Nazywamy go re-
dukcjg krzywej £ modulo p.

Jezeli P = (x,y, 2) jest punktem rzutowym nalezacym do E(Q), to mo-
zemy przyjaé, ze z,y,z € Z i NWD(z,y, z) = 1, zastepujac w razie potrzeby
tréjke liczb wymiernych (z,y, z) przez odpowiednig tréjke liczb catkowitych
do niej proporcjonalng.

Oznaczmy przez ¢, : Z — [, homomorfizm kanoniczny. Wtedy oczy-
wiscie @(P) = (¢p(), vp(y), 0p(2)) € Ep(Fp). Okredliliémy w ten sposéb
odwzorowanie ¢ : E(Q) — Ep(F,).

Opiszemy doktadniej zbiér algebraiczny E, dla réznych liczb pierw-
szych p.

Jezeli p{ Ag, to E, jest krzywa eliptyczng okreSlong nad F,. Zatem
E,(Fp) jest grupa i odwzorowanie ¢ jest homomorfizmem grup. W tym
przypadku méwimy, ze redukcja krzywej E' modulo p jest dobra.

Jezeli p|AE, to zbiér algebraiczny E, nie jest krzywa eliptycznag. W tym
przypadku méwimy, ze redukcja krzywej E modulo p jest zla.

Liczby pierwsze p, dla ktérych redukcja krzywej E modulo p jest zla,
mozna sklasyfikowaé nastepujaco. Jezeli redukcja krzywej £ modulo p jest
zla, to na krzywej E, jest pewien punkt P € E,(F,) osobliwy. Z postaci
réwnania Weierstrassa wynika, ze punkt osobliwy jest tylko jeden i ma on
krotnosé 2.

W zbiorze punktéw nieosobliwych

EP(Fyp) = Eyp(Fp) \ {P}

(ns = nonsingular = nieosobliwy) mozna okresli¢ strukture grupy wykorzy-

stujac dzialanie dodawania punktéw w E(Q).
Z clementarnej analizy wynika, ze sa nastgpujace mozliwosci:

1. Styczna do krzywej E, w punkcie P (osobliwym) jest podwéjna. Wtedy
grupa E7%(F,) jest izomorficzna z grupg addytywna ciala F,. Ma wigc p
elementéw.
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2. W punkcie P sg dwie styczne do krzywej E, o réwnaniach okre$lonych
nad F,. Wtedy grupa E,%(FF,,) jest izomorficzna z grupa multyplikatywng
ciala F,. Ma wiec p — 1 elementéw.

3. W punkcie P sg dwie styczne do krzywej E, o réwnaniach okreslonych
nad rozszerzeniem kwadratowym F,2 ciala [F, (lecz nie nad F,). Wtedy
grupa E;°(F,) jest izomorficzna z podgrupa (p + 1)-elementowa grupy
multyplikatywnej ciala Fp2.

Tak wiec sg trzy rodzaje ztych redukcji: Redukcja addytywna (przypa-
dek 1), redukcja multyplikatywna. rozpadajaca sie (przypadek 2) i redukcja
multyplikatywna nierozpadajaca si¢ (przypadek 3).

Poniewaz wyr6znik minimalny A g ma tylko skoniczong liczbe dzielnikéw
pierwszych, wiec tylko dla skohczonej liczby liczb pierwszych p redukcja
krzywej E modulo p jest zla.

Podobnie mozna okresli¢ odwzorowanie redukcji w nastepujacej sytuacji.
Niech E bedzie krzywa eliptyczna okre$lona nad Q o modelu minimalnym
(2). Rozpatrzmy grupe E(Q,) punktéw rzutowych krzywej E o wspéirzed-
nych p-adycznych. Zastepujac wspéirzedne danego punktu przez odpowied-
nie wspolrzedne proporcjonalne mozna przyjaé, ze te wspoélrzedne nalezg do
piericienia Z, liczb catkowitych p-adycznych i nie wszystkie sa podzielne
przez p. Wtedy homomorfizm kanoniczny ¢ : Z,, — F, wyznacza odwzo-
rowanie ¢ : E(Q,) — E,(Fp). Jezeli pt Ag, to ¢ jest homomorfizmem
grup. Natomiast, jezeli p|Ag, tzn. jezeli redukcja krzywej E modulo p jest
zta, to rozpatrzmy zbior E°(Q,) := ¢~ (EL(F,)). Dowodszi sig, ze E°(Q,)
jest podgrupa skonczonego indeksu w grupie E(Q, ). Jezeli redukcja krzywej
E modulo p jest dobra, to przyjmujemy, ze E%(Q,) = E(Q,).

Mozemy teraz okredli¢ tak zwane liczby Tamagawy c, wystepujace
w sformutowaniu hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera. Mianowicie przyj-
mujemy

cp = (BE(Qp) : EO(Qp))'
Tak wiec ¢, = 1, jezeli redukcja krzywej E modulo p jest dobra. Zatem
¢p # 1 tylko dla skoniczonej liczby liczb pierwszych p.

9. Funkcja L krzywej eliptycznej. W geometrii algebraicznej znana
jest ogélna konstrukcja, ktéra danemu zbiorowi algebraicznemu V =
V(f1,..., fr) opisanemu przez uklad réwnah f; = 0,..., f, = 0 (gdzie f;
s3 wielomianami o wspoétczynikach catkowitych) przyporzadkowuje funkeje
analityczng (v (s) zwang funkcjg zeta tego zbioru algebraicznego. Wyznacza,
sie mianowicie liczbe rozwigzan N,» (V) tego ukladu réwnafn w ciele skon-
czonym [Fp» o p™ elementach, a nastgpnie postugujac sie liczbami Ny» (V)
jako wspoélczynnikami okreéla sie odpowiednia funkcje analityczng. Mozna,
oczekiwal, ze wlasnosci tej funkcji (v (s) odzwierciedlajg pewne wiasnosci
samego zbioru V.
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Pominiemy szczegdty, ktére mozna znalezé w monografiach (23], [47] lub
w artykule [22]. Zdarza sig, ze taka funkcja (v (s) daje si¢ w naturalny spo-
séb przedstawi¢ jako iloczyn (lub iloraz) pewnych funkcji prostszych, ktére
nazywa sie funkcjami L.

Ograniczymy si¢ do podania definicji funkeji L krzywej eliptycznej E
okreslonej nad. Q. Pominiemy uzasadnienie, ze jest to szczegdlny przypadek
ogdlnej konstruke;ji.

Mianowicie, dla kazdej liczby pierwszej p okreslamy wielomian L, (X)
nastepujaco, w zaleznosci od tego, jaka jest redukcja krzywej E modulo p.

Ly(X)=1+(N,—p—1)X +¢,pX?

gdzie N, = |E,(F,)| jest liczbg punktéw rzutowych na krzywej E, zreduko-
wanej modulo p, o wspéirzednych nalezacych do Fp, oraz €, = 1 lub 0, gdy
redukcja krzywej E modulo p jest dobra, odpowiednio, zla.

Nastepnie przyjmujemy

Le(s) =[] Lo(e™) 7,
p

gdzie p przebiega wszystkie liczby pierwsze.
H. Hasse udowodnil, ze jezeli redukcja krzywej E modulo p jest dobra,
to liczba N, spelnia nieréwno$é

N, —p — 1] < 24/p.
Wykorzystujac to mozna udowodnié, ze iloczyn okredlajacy funkcje Lg(s)
jest zbiezny tylko dla Re(s) > 3/2.

10. Grupa Tate’a—Szafarewicza krzywej F. Elementy grupy Tate’a—
Szafarewicza danej krzywej eliptycznej E odpowiadajg pewnym krzywym
eliptycznym zwigzanym z E. Przed podaniem dokladnej definicji musimy
omdwic szereg pojec i zjawisk ogdlnych zwigzanych z krzywymi eliptycznymi.

10.1. Krzywe eliptyczne izomorficzne nad k. Dana jest krzywa
eliptyczna (E, O) okreSlona nad cialem k za pomoca réwnania Weierstrassa
(2). Chcemy opisa¢ wszystkie krzywe eliptyczne E’ okres$lone nad k i izomor-
ficzne z E nad k. W tym celu definiujemy tak zwany niezmiennik j krzywej
eliptycznej o modelu Weierstrassa (2) za pomocg wzoru

i =c3/A(ay, - ., ag), gdzie cq = (a2 + 4ay)? — 24(a;a3 + 2a4).

Dowodzi sie, ze ten niezmiennik nie zalezy od wyboru modelu Weierstrassa
danej krzywej, a ponadto krzywe E i E’ sa izomorficzne nad k wtedy i tylko
wtedy, gdy ich niezmienniki j sa réwne, jg = jgr. Co wiecej, dla kazdego
a € k istnieje krzywa eliptyczna okreslona nad k o niezmienniku j réwnym a.

Tak wiec krzywe eliptyczne okreSlone nad ciatem algebraicznie domknie-
tym k s scharakteryzowane przez elementy samego ciata k.
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Sytuacja znacznie si¢ komplikuje, gdy cialo k nie jest algebraicznie do-
mkniete. Z tego, ze niezmienniki j krzywych eliptycznych okre§lonych nad
k sa réwne, nie wynika na ogél, ze same krzywe sg izomorficzne nad k.

10.2. Przestrzenie jednorodne. Dla ustalonej krzywej eliptycznej
(E, ©) okreslonej nad k na ogd! jest wiele krzywych eliptycznych E’ okreé-
lonych nad k, ktére sa izomorficzne z E nad k, lecz nie nad k. Ograniczymy
sie wiec do krzywych E’ spelniajacych pewien dodatkowy warunek. W tym
celu wprowadzimy nastepujaca definicje.

Powiemy, ze krzywa (E,Q) dziala na krzywej E’, jezeli istnieje prze-
ksztalcenie regularne

u:ExE — FE
okreslone nad k (to znaczy opisane za pomocg wielomianéw o wspétczynni-
kach w k), spelniajace nastepujgce warunki:
(i) u(O, Py =P’ dla P’ € E'(k),
(11) ﬂ(Pl,[Jz(PQ,P,)) = /.L(Pl + PQ,P/) dla P, P € E(E), P e E’(E),
(iii) Dla kazdych P}, P; € E'(k) istnieje dokladnie jeden taki punkt P €

E(k), ze u(P, P) = P;.

Inaczej méwigc, grupa E(k) dziala na zbiorze E'(k) w spos6b przechodni
i wierny.

Zamiast (P, P’) piszemy zwykle P -+ P’ choé znak + nie oznacza tu
dzialania w zadnej grupie.

W tej sytuacji méwimy, ze E’ jest przestrzenig jednorodng nad krzyws
eliptyczna (E, O). Dowodzi sie, ze kazda przestrzen jednorodna E’ jest izo-
morficzna z F nad k, lecz nie na odwrét. Zamiast wiec rozpatrywaé wszystkie
krzywe eliptyczne E’ okredlone nad k i izomorficzne z E nad k, ograniczymy
si¢ do przestrzeni jednorodnych nad E.

Whnikliwy czytelnik zapewne zauwazyl, ze definicja przestrzeni jedno-
rodnej nad krzyws eliptyczng E przypomina definicje przestrzeni afinicznej
A nad przestrzenia liniowg L. Mianowicie przestrzen liniowa L, ktéra jest
grupa, dziala w zbiorze punktéw przestrzeni afinicznej A za pomocg prze-
sunie¢. Dzialanie to jest przechodnie i wierne, a zbiér A nie ma struktury
przestrzeni liniowej. Nie jest bowiem okreslone dodawanie punktéw prze-
strzeni afinicznej A.

10.3. O kocyklach. Niech grupa G dziala na grupie abelowej A. Od-
wzorowanie f : G — A nazywamy kocyklem jednowymiarowym (albo
homomorfizmem sko$nym), jezeli spelnia warunek

f(or) = f(o)+ o f(7) dla 0,7 €G.

Na przyklad, ustalajac a € A mozemy okresli¢ odwzorowanie f, : G — A
za pomoca wzoru f,(o) = o(a) — a dla ¢ € G. Latwo sprawdzié, ze f, jest
kocyklem. Taki kocykl nazywamy kobrzegiem.
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Zbiér wszystkich kocykli jest grupa ze wzgledu na dodawanie odwzoro-
wan, zbior wszystkich kobrzegdéw jest jej podgrupa. Grupe ilorazows nazy-
wamy pierwsza grupg kohomologii i oznaczamy przez

HY(G, A) := kocykle/kobrzegi.

10.4. Grupa Weila—Chéateleta krzywej E. Niech (E, O) bedzie krzy-
wa eliptyczng okreslong nad k i niech krzywa eliptyczna E’ okreslona nad k
bedzie przestrzenia jednorodng nad (E, Q). Wtedy w zbiorze E'(k) uziata
grupa E(k). W zbiorze tym dziala réwniez grupa Galois Gy := Gal(k/k),
poniewaz krzywa E’ jest okreS§lona nad k. Korzystajac z tych dziatan zdefi-
niujemy odwzorowanie

f: G, — E(k),

jak nastepuje. Ustalamy punkt P’ € E’(k) i dla o € G}, jako f(o) przyjmu-
jemy punkt P € E(k) spetiajacy P + P’ = o(P'). Jak wiemy z okreSlenia,
przestrzeni jednorodnej, taki punkt P istnieje i tylko jeden. Sprawdza sie,
ze odwzorowanie f jest kocyklem zaleznym od wyboru punktu P’ € E'(k).
Wybierajac inny punkt P” € E’(k) otrzymamy kocykl rézniacy si¢ od f
o kobrzeg. W ten sposéb krzywa E’, ktéra, jest przestrzenig jednorodng nad
(E, ®), wyznacza element grupy kohomologii H!(G, E(k)) o reprezentan-
cie f.

Dowodzi sig, ze ta odpowiednioé¢ jest wzajemnie jednoznaczna, to zna-
czy, elementy tej grupy kohomologii opisuja z dokladnoscia do k-izomorfizmu
wszystkie krzywe eliptyczne E’ okreslone nad k, ktére sg przestrzeniami jed-
norodnymi nad E. Przy tym sama krzywa E odpowiada elementowi zero-
wemu grupy kohomologii.

W ten spos6b w zbiorze przestrzeni jednorodnych nad E mamy okreslong
strukture grupy abelowej. Nosi ona nazwe grupy Weila-Chéateleta krzywej
E, oznaczamy ja przez WC(FE), patrz [11].

10.5. Grupa Tate’a—Szafarewicza krzywej E. Dla krzywej eliptycz-
nej (E,O) okredlonej nad dowolnym cialem k grupa WC(E) jest na ogét
bardzo duza. W przypadku pewnych cial k wyréznimy w niej odpowiednia
mniejszg podgrupe. Mianowicie, jako k bierzemy ciato QQ liczb wymiernych,
ogblniej jako k mozna wziaé dowolne cialo globalne, to znaczy rozszerze-
nie skoniczone ciala Q lub ciata F,(T) funkcji wymiernych zmiennej T' nad
cialem skonczonym F, o g elementach.

Mamy wigc krzywg eliptyczng E’ okreslona nad Q, ktéra jest przestrzenia
jednorodna nad krzywa eliptyczng (E, Q) okresSlong nad Q. Jezeli na E’
jest punkt o wspéirzednych wymiernych, to jest ona izomorficzna z E nad

Q i przestrzeni jednorodnej E' nad E odpowiada element zerowy grupy
WC(FE).
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Zalézmy wigc, ze na E' nie ma punktéw o wspoélrzednych wymiernych.
Moze si¢ jednak zdarzy¢, ze dla kazdej liczby pierwszej p na E’ istniejg
punkty o wspélrzednych p-adycznych, a takze punkty o wspéirzednych rze-
czywistych. Méwimy wtedy, ze na krzywej E’ lokalnie istniejg punkty wy-
mierne, lecz nie ma na niej punktéw wymiernych globalnie. Ciata Q, oraz R
sa bowiem wszystkimi lokalizacjami ciala globalnego Q, to znaczy uzupel-
nieniami ciata Q wzgledem odpowiednich metryk.

Dowodzi sie, ze elementy grupy H'(Gg, E(Q)) odpowiadajace przestrze-
niom jednorodnym nad E, ktére maja punkty wymierne lokalnie, tworzg
podgrupe. Jest to wlasnie grupa Tate'a-Szafarewicza g krzywej eliptycz-
nej E.

10.6. Co wiadomo o grupie IIg.

e Grupa Il jest abelowa i torsyjna, co znaczy, ze kazdy jej element ma
rzad skonczony.

¢ Dla kazdej liczby naturalnej n w grupie Ill g istnieje tylko skoniczenie wiele
elementéw a spelniajacych na = 0.

e Jezeli grupa Ulg jest skonczona, to jej rzad jest kwadratem.

e Dla odpowiedniej krzywej E, grupa Il zawiera podgrupe skoficzong do-
wolnie duzego rzedu, patrz [4], [9].

e Przypuszcza sig, ze dla kazdej krzywej eliptycznej E okreslonej nad Q
grupa Il jest skonczona.
Dalsze informacje o grupie lllg podajemy przy koficu artykutu.

11. Regulator krzywej eliptycznej. Z kolei przejdziemy do defini-
cji regulatora krzywej eliptycznej okreslonej nad Q. Wymaga to oméwienia
kilku spraw pomocniczych.

11.1. Objetosé kraty. W algebrze liniowej znana jest nastepujgca kon-
strukcja. Niech A bedzie krata, to znaczy, skonczenie generowang grupa
abelowg wolna, i niech vy,...,v, bedzie jej bazg. Zalézmy, ze na A dana
jest dodatnio okreSlona forma kwadratowa g o wartosciach rzeczywistych.
Wtedy odwzorowanie

(-,): AxA — R
okreslone za pomoca wzoru (z,y) = 3 (q(z +y) — g(z) — q(y)) jest forma

dwuliniowg symetryczna i niezdegenerowang, to znaczy, ze zachodzi impli-
kacja

(/\(x,y)=0) = y=0.
TEA
Ponadto mamy (z,z) = q(z).

Z algebry liniowej wiadomo, ze liczba
R(A> Q) = det((vi: vj))a
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zwana objetoscig tej kraty, albo jej regulatorem, jest rézna od zera i nie
zalezy od wyboru bazy vy, ..., v,.

Niech (E, Q) bedzie krzyws eliptyczna okre$long nad Q. Z twierdzenia
Mordella-Weila wynika, ze E(Q)fe. jest skonczenie generowang grupa abe-
lowg wolng (krata). Chcac wiec zdefiniowaé regulator krzywej eliptycznej E
wedlug powyzszego ogbélnego schematu musimy okresdli¢ odpowiednia forme
kwadratowa na tej kracie.

Do tego celu stuzy pojecie wysokosc1 punktu na krzywej eliptycznej, xtére
teraz zdefiniujemy.

11.2. Wysoko$é punktu krzywej eliptycznej. Niech krzywa elip-
tyczna (E,Q) okreslona nad Q ma model Weierstrassa postaci (2). Niech
punkt P = (z,y, z) € E(Q). Jezeli z # 0, to zapiszmy liczbe wymierng z/z
w postaci skréconej z/z = m/n, gdzie m,n € Z oraz (m,n) = 1.

Zdefiniujemy najpierw tak zwana naiwna wysoko$é logarytmiczna h
punktu P przyjmujac

_ | log(max(|m|,|n[)), edy z#0,
h(P) = { 0, gdy z = 0.
Oczywiscie ta wysoko$¢ zalezy od wyboru modelu Weierstrassa krzywej E.
Te naiwng wysoko$é h mozna tak zmodyfikowaé, aby otrzymaé dodatnio
okresdlong forme kwadratowa na grupie E(Q)gee niezalezng od wyboru mo-
delu krzywej E.
Dowodzi sie¢ mianowicie, ze dla kazdego P € E(Q) istnieje nastgpujaca
granica '
~ h(2™ P
h(P) := lim ( ),

n—oo 4"

gdzie 2" P = P+---4+P (2" razy) jest sumg elementéw grupy E(Q). Ponadto
wartos¢ funkcji R nie zalezy od wyboru modelu krzywej E, to znaczy, jezeli
punkt P’ nalezacy do drugiego modelu krzywej £ odpowiada punktowi P, to
h(P) = h(P' ). Nastepnie, h( ) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy P € E(Q)tors-
Zatem h(P) # 0, jezeli P € E(Q)free, P # O. Wreszcie funkcja e E(Q)tree
— R jest dodatnio okreSlong formg kwadratows. Liczbe /E(P) nazywamy
wysoko$cig Nérona-Tate’a punktu P.

11.3. Regulator krzywej eliptycznej. Wobec powyzszego regulator
REg krzywej eliptycznej (E, O) okreslonej nad Q definiuje sie nastepujaco.
Wybieramy baze Py, ..., P. grupy abelowej wolnej E(Q)fee i przyjmujemy

Rg := det((P;, P;)),

gdzie (P,Q) := 3 (};(P +Q) - h(P) - ﬁ(Q)) . Jak wiemy, regulator nie za-
lezy od wyboru modelu krzywej E ani od wyboru bazy grupy E(Q)free-
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Z definicji tej wynika, ze jezeli ranga krzywej eliptycznej E jest réwna
zeru, to jej regulator Ry jest rowny 1. Jest to bowiem wyznacznik macierzy
kwadratowej o 0 wierszach.

Zauwazmy, ze poszukujac algorytmu dla obliczania regulatora krzywej
eliptycznej E musimy znaé algorytmy dla znajdowania jej rangi oraz znaj-
dowania bazy grupy E(Q)gre. Takich algorytméw dotyczacych dowolnych
krzywych eliptycznych jednak nie znamy.

12. Forma rézniczkowa w. Niech (F,Q) bedzie krzywg eliptycznag
okreslong nad Q o modelu (2). Wtedy krzywa plaska rzeczywista E(R) C
P?(R) ma strukture grupy topologicznej zwartej. Mozna dowie$é, ze forma
rézniczkowa

dz
W= —
2y + a1z + az
gdzie a1, a3 sa wspdlczynnikami w réwnaniu Weierstrassa (2), okreslona na
tej grupie jest holomorficzna na E(C) i niezmiennicza. Jest to jedyna taka
forma rézniczkowa z dokladnoscia do czynnika statego.
Przyjmujemy wtedy

Hipoteza Bircha i Swinnertona-Dyera

13. Wyniki czeSciowe na temat hipotezy Bircha i Swinnerto-
na-Dyera. Niech F bedzie krzywa eliptyczng okreslona nad Q. Z prac
B. H. Grossa i D. B. Zagiera [21], V. A. Kolyvagina [25], [26] i K. Ru-
bina [40] wynika, ze jezeli funkcja Lg(s) ma w punkcie s = 1 zero r-krotne,
gdzie r = 0 lub 1, to ranga krzywej eliptycznej E jest réwna r i grupa Illg
jest skonczona.

Ponadto, jezeli r = 0, to dla pewnej klasy krzywych eliptycznych wzor
(1) zachodzi z dokladnoécia do poteg dwojki.

Jezeli cialo liczb wymiernych zastapimy przez rozszerzenie skoficzone K
ciala Fy (T') funkcji wymiernych zmiennej 7' nad cialem g-elementowym Fg,
to dla krzywych eliptycznych E okreSlonych nad K mozemy sformutowaé
hipoteze analogiczng do hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera.

J. Tate [51] i J. Milne [35] udowodnili te hipoteze, lecz tylko dla krzywych
E o ,stalych” wspélczynnikach, to znaczy nalezacych do F,. W ogdlnym
przypadku nie wiadomo nawet, czy grupa Il g jest skonczona.

J. E. Cremona [13] przeprowadzil obszerne obliczenia i wyznaczyt wszyst-
kie krzywe eliptyczne okre§lone nad Q o przewodniku N < 20000. Przewod-
nik N = Ng krzywej eliptycznej E okreslonej nad Q to jest pewien dodatni



Siédmy problem milenijny: Hipoteza Bircha i Swinnertona-Dyera 15

dzielnik jej wyréznika minimalnego Ag. Nie otrzymal on sprzecznosci z hi-
poteza Bircha i Swinnertona-Dyera. W szczegdlnoéci wykazal, ze dla tych
krzywych liczba wystepujaca we wzorze (1) oznaczona przez |Ilg| zawsze
jest kwadratem.

14. Wnioski z hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera. Zakladajac
prawdziwo$¢ hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera dla krzywej eliptycznej
(E, O) okreslonej nad Q mozemy znalez¢ jej range, a jezeli ponadto potra-
fimy wyznaczy¢ wolne generatory grupy F(Q)ree, to bedziemy mogli réwniez
obliczy¢ rzad grupy Ulg.

Doktadniej, znajac model minimalny (2) krzywej E potrafimy obliczyé
numerycznie wartosci funkcji Lg(s) i jej pochodnych w punkcie s = 1. Ko-
rzystajac z pierwszej czesci hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera mozemy
wiec wyznaczy¢ range krzywej E.

Znajac wolne generatory grupy E(Q)free mozemy obliczyé regulator Rg
krzywej E. Istnieja tez algorytmy do obliczania wszystkich pozostaltych wiel-
koéci wystepujacych we wzorze (1), précz |Ilg|. Zatem korzystajac z tego
wzoru mozemy wyznaczy¢ rzad grupy Tate’a-Szafarewicza krzywej E.

Jak wiemy, jezeli Lg(1) #0,tor =01 R = 1. Zatem w tym przypadku
latwiej jest stosowaé wzér (1).

Bez zakladania hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera o grupie g
niewiele mozemy udowodnié. Wprawdzie wyznaczono te¢ grupe dla pewnej
liczby konkretnych krzywych eliptycznych, lecz nawet wskazanie niezero-
wego elementu tej grupy wymaga na og6l nietrywialnych rozumowan (patrz
przyklad 2, nizej).

Znajomo$é rangi krzywej eliptycznej pozwala znalezé odpowiedz na na-
stepujace pytanie pochodzace jeszcze ze starozytnosci.

Liczbe naturalng n nazywamy kongruentna, jezeli istnieje trojkat prosto-
katny o polu n, ktérego boki sg liczbami wymiernymi. Na przyklad liczba
6 jest kongruentna, poniewaz pole trojkata prostokatnego o bokach 3,415
jest rowne 6.

Problem polega na znalezieniu algorytmu dla rozstrzygania, czy dana
liczba n jest kongruentna, czy nie.

Udowodniono, ze liczba n jest kongruentna wtedy i tylko wtedy, gdy
ranga krzywej eliptycznej E o réwnaniu

Y?=X%-n?X
jest dodatnia. Z hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera wynika wiec, ze liczba

n jest kongruentna wtedy i tylko wtedy, gdy Lg(1) = 0. Ten ostatni warunek
mozna zapisaé¢ w calkiem elementarnej postaci ([24], [54]).

Uwagi koncowe

15. Hipoteza Shimury i Taniyamy. Od dawna znana byla pewna kon-
strukcja, ktéra dawala przyktady krzywych eliptycznych okreslonych nad Q.
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Sa to tak zwane krzywe eliptyczne modularne. Udowodniono wiele wlasnosci
krzywych eliptycznych modularnych i nie umiano tych wynikéw przeniesé
na przypadek wszystkich krzywych eliptycznych okre$lonych nad Q.

W latach pieédziesiatych XX wieku sformulowano nawet hipoteze, zwang
dzi$ hipoteza Shimury i Taniyamy, ze kazda krzywa eliptyczna okreSlona nad
Q jest modularna. Wéwczas nie wydawala sie ona bardzo prawdopodobna.

Z biegiem czasu uzyskiwano jednak wyniki potwierdzajace szczegdlne
przypadki tej hipotezy, a ostatnio zostala ona udowodniona w peinej ogdl-
nosci przez A. Wilesa, R. Taylora, C. Breuila, B. Conrada, i H. Diamonda,
patrz [56], [53], [6].

Dostarczylo to nowych narzedzi do badania krzywych eliptycznych okre-
§lonych nad Q.

Dokladniej, punktem wyjscia sa tak zwane formy paraboliczne f wagi
2 dla podgrup T'¢(/N) grupy SL2(Z). Sa to funkcje analityczne okreslone
na goérnej poéiplaszczyznie spelniajace odpowiednie warunki, a grupa I'o(N)
Z)e&gmymNn.

Kazdej takiej formie parabolicznej f mozna przyporzadkowaé krzywa
eliptyczng Fy okreslong nad Q i funkcje Ly okreslong na calej plaszczyz-
nie. Dowodzi sie, ze funkcjg L krzywej Ey jest wlasnie Ly, a liczba N jest
przewodnikiem krzywej Ej.

Krzywe eliptyczne odpowiadajace formom parabolicznym f nazywa sie
krzywymi modularnymi. Tak wiec hipoteza Shimury i Taniyamy méwi, ze
kazda krzywa eliptyczna okre$lona nad Q odpowiada pewnej formie parabo-
licznej. Forma paraboliczna f pozwala uzyskaé¢ dodatkowe informacje o krzy-
wej Ey, ktére trudno byloby otrzymac na innej drodze. Przyktadem tego jest
dow6d Wielkiego Twierdzenia Fermata.

sklada sie z takich macierzy

16. Dow6d Wielkiego Twierdzenia Fermata. Wiadomo, ze nie ma
krzywych eliptycznych okreslonych nad Q, ktére mialyby dobra redukcje mo-
dulo kazda liczba pierwsza. Dla kazdej krzywej eliptycznej E istnieje wiec
taka liczba pierwsza p, ze redukcja £ modulo p jest zta. Jezeli jednak reduk-
cje multyplikatywng uwazaé za umiarkowanie zlg, a redukcje addytywna za
bardzo zla (co mozna w pewien sposdb uzasadnié), to istnieja takie krzywe
eliptyczne, ktérych redukcja modulo p nie jest bardzo zia (czyli addytywna)
dla zadnej liczby pierwszej p. Sg to tak zwane krzywe eliptyczne semista-
bilne.

W dowodzie Wielkiego Twierdzenia Fermata wystepuja tak zwane krzy-
we eliptyczne Freya. Mianowicie, jezeli liczby catkowite a, b, ¢ rézne od zera
spelniajg réwnanie Fermata

a"+ b =",



Siédmy problem milenijny: Hipoteza Bircha i Swinnertona-Dyera 17

to krzywa eliptyczng Freya okre$lamy nastepujaco
Y2 =X(X - a™)(X +b").

Dowodzi sie, ze krzywe Freya sa semistabilne. A. Wiles i R. Taylor ([56], [53])
udowodnili, ze kazda krzywa eliptyczna semistabilna jest modularna i ta
wlasno$§é zostala wykorzystana w istotny sposéb w dowodzie. Mianowicie
wezesnie] K. Ribet [38] udowodnil, ze jezeli krzywa Frey’a jest modularna,
to zachodzi Wielkie Twierdzenie Fermata.

17. Punkty wymierne na krzywych algebraicznych. Mozna sfor-
mulowaé problem ogélny. Dana jest krzywa algebraiczna E okreslona nad
cialem liczb wymiernych. Pytamy, czy sg na niej punkty o wspoirzednych
wymiernych i czy jest ich nieskonczenie wiele.

Okazuje sie¢, ze odpowiedZ na to pytanie zalezy w duzym stopniu od
rodzaju g krzywej E.

Hipoteza Mordella moéwila, ze jezeli g > 2, to na krzywej E jest tylko
skoficzenie wiele punktow o wspoélrzednych wymiernych. Udowodnit ja G.
Faltings w 1983 r. Niestety jednak nie potrafimy na ogédt tych punktéw
wyznaczy¢ ani okresli¢ ich liczby.

W przypadku krzywych rodzaju 0 odpowiedz jest znana. Taka krzywa
E jest izomorficzna nad Q z prostg lub z kwadryka i znane sa efektywne
metody znajdowania punktéow Q-wymiernych na tych krzywych.

Pozostaje wiec przypadek, gdy g = 1, czyli przypadek krzywych elip-
tycznych. Jak wiemy, ranga r krzywej E decyduje o tym, czy liczba punk-
téw Q-wymiernych na tej krzywej jest skonczona. Dokladniej, ta liczba jest
skonczona wtedy i tylko wtedy, gdy r = 0. Niestety nie jest znany algorytm,
ktéry pozwala to bada¢. Natomiast przyjmujac prawdziwosé hipotezy Bir-
cha 1 Swinnertona-Dyera otrzymujemy, ze » = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
Lg(1) #0.

Jezeli stwierdzimy numerycznie, ze Lg(1l) # 0, to liczba punktéw Q-
wymiernych na krzywej F jest skoficzona, nie przekracza 16 i potrafimy je
efektywnie wyznaczy¢.

Jezeli stwierdzimy, ze Lg(1) =01 L5(1) # 0, to wiemy, ze liczba punk-
té6w Q-wymiernych na E jest nieskonczona. Nie znamy jednak ogdlnego algo-
rytmu, ktéry pozwolilby je wyznaczy¢, choé¢ znanych jest kilka algorytméw,
ktére mozna probowacé uzyé bez gwarancji powodzenia.

Jezeli za8 Lg(1) = L'z(1) = 0, to niczego na temat punktéw Q-wymier-
nych na ogdél nie potrafimy powiedzie¢, choé hipoteza Bircha i Swinnertona-
Dyera zapewnia, ze jest ich nieskonczenie wiele. Co wigcej, nie znamy zadnej
krzywej eliptycznej E, dla ktérej potrafilibyémy udowodnié, ze Lg(1l) =

'=(1) = L'5(1) = 0, cho¢ znamy krzywe o randze > 3.
18. Inne hipotezy. Z kazdg krzywa eliptycznag E okreSlong nad @ sa

zwigzane trzy liczby: Minimalny wyréznik Ag, przewodnik Ng oraz rzad
grupy Tate’a—Szafarewicza g (przyjmujemy, ze ta grupa jest skonczona).
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Obserwacje oparte na obliczeniach wykonanych dla tysiecy krzywych
eliptycznych wskazuja, ze te trzy liczby nie sg niezalezne. Wiemy na przy-
klad, ze zawsze Ng | Ag. Doprowadzilo to do sformulowania nastepujacych
hipotez, patrz [18].

Hipoteza L. Szpiro: Dla kazdego € > 0 istnieje taka stala C;, ze dla kazdej
krzywej eliptycznej E okre$lonej nad QQ zachodzi nieréwnosc

|Ag| < C.NE&.

Hipoteza D. Goldfelda i L. Szpiro: Dla kazdego € > 0 i liczby calkowitej
nieujemnej r istnieje taka stala C; ,, ze dla kazdej krzywej eliptycznej E
rangi r okre$lonej nad QQ zachodzi nieréwnosé

1
IMg| < C. N2

Uzyskano tez pewne wyniki teoretyczne, ktére potwierdzajg prawdziwosé
tych hipotez w szczegblnych przypadkach.

Obie hipotezy udowodniono w przypadku cial funkcyjnych (to znaczy,
gdy krzywa jest okreSlona nad skoficzonym rozszerzeniem ciata F, (T) funkcji
wymiernych zmiennej T nad cialem g¢-elementowym), drugg przy zalozeniu,
ze grupa Il g jest skonczona.

W przypadku ciala liczb wymiernych Q udowodniono réwnowaznosé
tych hipotez tylko przy zalozeniu hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera,
patrz [18].

Przyklady i algorytmy

19. Tablice. J. E. Cremona wyznaczyl modele minimalne i wartoéci réz-
nych parametréw wszystkich krzywych eliptycznych (modularnych) okreslo-
nych nad Q o przewodnikach N < 20000. Sg 132524 takie krzywe.

Tablice dotyczace krzywych o przewodnikach N < 1000 zostaly opubli-
kowane, a pelne tablice dla N < 20000 sa dostepne przez Internet, patrz [13].

Wséréd tych krzywych jest tylko jedna spelniajaca || = 132, a dla
pozostalych mamy |l g| < 112. W wigkszo$ci przypadkéw (bo az dla 126 317
krzywych) mamy |[Ilg| = 1. Przy tych obliczeniach zakladano (w razie
potrzeby), ze grupa g jest skoficzona i ze zachodzi wzér (1) z hipotezy
Bircha i Swinnertona-Dyera.

W algorytmach stosowanych przez Cremone zakiadano, ze krzywa E jest
modularna, tzn. wykorzystywano odpowiadajaca jej forme paraboliczng f.
Dzi$ wiemy, ze kazda krzywa eliptyczna okreSlona nad Q jest modularna.
Zalozenie to mozna wiec pominac.

20. Przyklad 1. Réwnanie Fermata. Podamy prosty przykilad ilu-
strujacy powyzszg teorie. Rozpatrzmy krzywa okreSlong za pomoca réwna-
nia Fermata

(3) u?® + 03 =t
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Podstawiajac tu
u=36Z2+Y, v=36Z-Y, w=6X
otrzymamy
(4) Y27 = X3 - 43223,
Na odwrét, podstawiajac
X=12w, Y=36(u-v), Z=u+v

otrzymamy (3). Zatem krzywe okreslone réwnaniami (3) i (4) sa biwymiernie
réwnowazne nad Q. Wobec tego (3) i (4) sa modelami tej samej krzywej F
okreslonej nad Q.

Réwnanie (4) ma posta¢ Weierstrassa. Korzystajac z ogdlnego wzoru na
wyr6znik krzywej opisanej za pomocg réwnania Weierstrassa (2):

A(ala <o ’a'ﬁ) = (Ci - C%)/IQS,
gdzie
cy = b2 —24by,  cg = —b3 + 36byby — 216bg
i z kolei
bz = a% + 4as, by = aia3 + 2a4, bg = a% + 4ag,

otrzymujemy, ze wyréznik krzywej (4) jest réwny A = —212.3% £ 0,

Zatem E jest krzywg eliptyczng. Jej model (4) nie jest minimalny, po-
niewaz dokonujac podstawienia

X =4X,, Y=8V1+42,, Z=17,

otrzymamy réwnanie
(5) Y2Zi+Y1 28 = X} -723

o wyrézniku A = —3° mniejszym co do wartoéci bezwzglednej od wyréznika
modelu (4). Mozna dowieéé, ze (5) jest modelem minimalnym krzywej E.
Zatem Ag = —3° jest jej wyréznikiem minimalnym.

W tablicach Cremony znajdujemy krzywg E pod numerem 27A1l. Z tych
tablic odczytujemy dalsze informacje o niej:

N=27, |E(Qom|=3, r=0.

Zatem na krzywej E, a wiec i na kazdym jej modelu, sg dokladnie trzy
punkty o wspélrzednych wymiernych.

Mozna tego dowie$¢ bezposrednio. Jak wiemy, na krzywej Fermata (3)
sa doktadnie trzy punkty rzutowe o wspdlirzednych wymiernych (Wielkie
Twierdzenie Fermatal!):

(u,v,w) = (1,0,1), (0,1,1), (1,-1,0).
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Stosujac powyzsze podstawienia otrzymujemy trzy punkty Q-wymierne na
krzywych (4) i (5) odpowiednio:

(X,Y,Z) =(12,36,1), (12,-36,1), (0,72,0) =(0,1,0)
oraz

(Xl,YliZl) = (3741 1)7 (37”511)7 (0? 1:0)
Poniewaz 3 jest jedynym dzielnikiem pierwszym wyréznika minimalnego
Ag = —3% wiec krzywa E ma dobra redukcje modulo p dla kazdej liczby
pierwszej p # 3. Jej redukcja modulo 3 jest zla. Jedynym punktem oso-
bliwym krzywej zredukowanej E3 jest P = (0,1,1) i mozna sprawdzié, ze
do E3(F3) naleza tylko trzy punkty nieosobliwe (1,0,1), (0,1,0), (2,1,2).
Grupa E$*(F3) ma wiec p = 3 elementy. Zatem redukcja krzywej E modulo
3 jest addytywna.
Mozna to odczytaé réwniez z tablic Cremony. Nastepne informacje o E

zawarte w tych tablicach:

c3 = 3 (liczba Tamagawy),

Q = 1.7666387503,

Lp(1) =0.588795834 (= 10).
Poniewaz Lg(1l) # 0, wiec r = 0 i R = 1. Wobec tego grupa Illg jest
skonczona. Zakladajac prawdziwosé hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera
ze wzoru (1) otrzymujemy

Mgl = Le(1) - |EQ)tors|?/Q - c3 = 1.

21. Przyklad 2. Nietrywialny element grupy Tate’a—Szafarewi-
cza. Rozpatrzmy krzywa eliptyczng E’ okre§long nad QQ za pomoca réwnania

3X3 +4Y3 =523,

Wiadomo, ze

e Na E’ nie ma punktéw o wspélrzednych wymiernych (patrz [5], III. §7.
Zad. 23).

e Dla kazdej liczby pierwszej p na E’ sa punkty o wsp6irzednych p-adycznych
oraz punkty o wspéirzednych rzeczywistych (patrz [5] I. §5, Zad. 8).

e F’ jest przestrzenia jednorodng nad krzywg eliptyczng (E, O) okreSlong
nad Q, gdzie

E: X3+Y3=602%, 0O=(1,-1,0).

Postepujac podobnie jak w poprzednim przykladzie (tzn. podstawiajac
X=U+V, Y =U-V, Z=W, mnozac przez 2 - 3> - 52 itd.) otrzymujemy
inny model krzywej E :

(6) Y?Z = X3 — 2430023, 0’ =(0,1,0)

i oba modele sa Q-izomorficzne.
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Dla uzyskania dalszych informacji o krzywej E wykorzystamy pakiet
PARI/GP, wersja 2.1.0 {1] (szczegbly objasnimy nizej). Otrzymujemy na-
stepujace wyniki:

e Model (6) krzywej E jest minimalny.

e Ng = 24300 = 22 .35 .52, Ap = -28.313.55

e Na E jest tylko jeden punkt torsyjny o wspélrzednych wymiernych. Jest
to O lub O’ w zaleznosci od modelu.

e Liczba Tamagawy H cp jest rowna 1.

P
e Lp(1l) =4.06137581,
e 2 =0.45126397.

Z Lg(1) # 0 wynika, ze r = 01 R = 1 i grupa Ul jest skoficzona. Ponie-
waz na krzywej E’ nie ma punktéw wymiernych globalnie, lecz sg wszedzie
punkty wymierne lokalnie, wiec E/ wyznacza niezerowy element grupy Llg.
Wiemy wigc bez zadnych hipotez, ze |Ilg| > 1.

Zalézmy teraz prawdziwosé hipotezy Bircha i Swinnertona-Dyera. Zacho-
dzi wiec wzér (1). Korzystajac z wynikéw powyzszych obliczen i ze wzoru
(1) otrzymujemy |Ilg| = Lg(1)/Q =9.

Zauwazmy, ze Np = 24300 > 20000, a wigec krzywa E nie wystepuje w
tablicach Cremony.

Tak wiec pakiet PARI/GP daje mozliwo$¢ samodzielnego badania krzy-
wych eliptycznych okreslonych nad , gdy znamy ich modele Weierstrassa.
Omoéwimy to troche dokladniej w nastepnym punkcie.

22. Pakiet PARI/GP, wersja 2.1.0. Opiszemy, jak korzystajac z tego
pakietu (patrz [1]) uzyskiwaé informacje o krzywej eliptycznej okreslonej nad
Q znajac jej model Weierstrassa. Model ten moze nie byé minimalny, lecz
wspolczynniki a; powinny by¢ catkowite.

Wydajemy kolejno nastepujace polecenia:

e = ellinit([a;, as, as, a4, agl)

Przy tym a; muszg by¢ konkretnymi liczbami catkowitymi. Na ekranie
otrzymujemy wektor o 19 wspoélrzednych, pewne z nich tez sa wektorami.
Aby wykorzystaé te informacje pytamy o poszczegélne wspdirzedne naste-
pujaco:

el[12] Otrzymujemy wyréznik Ag.
e[13] Otrzymujemy niezmiennik j.
e[15] Otrzymujemy liczbe .

Teraz mozemy pyta¢ o dalsze informacje o krzywej E, ktérg komputer
zna juz jako e. Piszemy elltors(e)

Otrzymujemy wektor o trzech wspéirzednych. Podaja one rzad grupy
E(Q)tors, j€j strukture i generatory.

Badamy, czy model krzywej E jest minimalny piszac

el=ellglobalred(e)
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Otrzymujemy wektor, ktéry m.in. podaje
el[1] - przewodnik Ng krzywej E.
e1[3] — liczbg Tamagawy [[, ¢, krzywej E.

Jezeli e1[2] jest wektorem [1, 0,0, 0], to model krzywej E byl minimalny.
Jezeli nie, to otrzymamy model minimalny krzywej E piszac

e2=ellchangecurve(e,el(2])

Otrzymamy wynik podobny do tego, ktéry dawalo polecenie ellinit,
lecz teraz informacje dotycza modelu minimalnego (tzw. zredukowanego)
krzywej E. W szczegblnodci pierwszych pieé liczb w e2 to sg wspélczyn-
niki a; tego modelu minimalnego, a e2[12] jest wyréznikiem minimalnym
krzywej E.

Piszac elllseries(e,s) otrzymujemy warto$¢ Lg(s). Tu za s trzeba
podstawiaé konkretne liczby. Funkcja Lg(s) krzywej E nie zalezy od jej mo-
delu. Zatem w naszej sytuacji liczby elllseries(e,s) i elllseries(e2,s)
sg roéwne.

Na przyklad polecenie elllseries(e, 1) obliczy warto$é¢ Lg(1). Jezeli
ta liczba bedzie réwna zeru, to dla obliczenia pochodnej L’;(1) mozemy po-
stepowaé nastepujaco. Okreslamy f(k)=elllseries(e,1+107(-k))*107k

Obliczajac nastepnie £(1), £(2), £(3), ... otrzymamy ciag zbieiny
do pochodnej L’;(1), jak to wynika z elementarne] analizy.

Jezeli wyrazy tego ciggu beda zbiegaly wyraznie do liczby réznej od zera,
to ranga krzywej E bedzie réwna r = 1.

Mozliwo$ci pakietu PARI/GP sa jednak ograniczone. Nie pozwala on wy-
znaczyé rangi r dowolnej krzywej eliptycznej (chyba, ze przyjmiemy hipoteze
Bircha i Swinnertona-Dyera). Nawet, jezeli wiemy, ze r > 1, to nie daje on
sposobu na znalezienie elementu rzedu nieskoficzonego w grupie E(Q), choé
wiemy, ze taki element istnieje. Tym bardziej ten pakiet nie daje mozliwosci
wyznaczenia bazy grupy abelowej wolnej E(Q)fee, a wiec i regulatora krzy-
wej E. Nie znamy bowiem odpowiednich algorytméw, ktére mozna byloby
zastosowaé do dowolnej krzywej eliptycznej okreslonej nad Q.
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