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KONSTRUKCJA PORTFELA OPTYMALNEGO PRZY
WYKORZYSTANIU NARZEDZI IDENTYFIKACJI CHAOSU
W SZEREGACH CZASOWYCH

Streszczenie. W ostatnich latach oprocz klasycznych metod analizy
portfelowej rozwinely si¢ rowniez nowe, alternatywne techniki dywersyfikacji
portfela inwestycyjnego, uwzgledniajace np. wskazniki analizy fundamentalne;.
Nowym podejSciem zaproponowanym w Niniejszym opracowaniu jest
zastosowanie jednej z miar identyfikacji chaosu deterministycznego,
tj. najwigkszego wykladnika Lapunowa. Celem artykuhu jest konstrukcja portfeli
optymalnych wyznaczonych m.in. na podstawie najwickszego wyktadnika
Lapunowa oraz porownanie zyskéw ze zbudowanych portfeli.

Stowa kluczowe: analiza portfelowa, najwigkszy wyktadnik Lapunowa, szeregi
czasowe.

CONSTRUCTION OF OPTIMAL PORTFOLIO USING TOOLS
IDENTIFICATION OF CHAOS IN TIME SERIES

Summary. In recent years, in addition to classical methods of portfolio
analysis have been developed new, alternative diversification techniques of
investment portfolio which take into account for example the indicators of
fundamental analysis. A new approach proposed in the paper is the use of the
measure for identifying chaos, i.e. the largest Lyapunov exponent. The paper aims
to construct optimal portfolios determined based on the largest Lyapunov
exponent and a comparison of the profits from the constructed portfolios.

Keywords: portfolio analysis, largest Lyapunov exponent, time series.
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Wprowadzenie

Konstrukcja portfela optymalnego zaproponowana przez H. Markowitza (1952)
zapoczatkowala intensywny rozwoéj dziedziny naukowej, jaka jest analiza portfelowa.
Prowadzone od wielu lat badania dostarczyly nowych narzedzi oraz podejs¢ do szacowania
udzialow w portfelu optymalnym [Tarczynski, 2002; 2013]. Nowym podejsciem
zaproponowanym przez autorOw jest zastosowanie najwigkszego wykladnika Lapunowa,
bedacego jedng z miar teorii nieliniowych uktadow dynamicznych do konstrukcji portfela
optymalnego. Shizy on m.in. do identyfikacji chaosu deterministycznego, jak rowniez
pozwala na oszacowanie wiarygodnych prognoz rzeczywistych szeregdw czasowych.

Celem artykulu jest proba zdywersyfikowania ryzyka portfela inwestycyjnego na
podstawie najwickszego wyktadnika — jednego z narzedzi identyfikacji chaosu w uktadach
dynamicznych. W badaniach pod uwage wzigto ceny akcji spotek notowanych na GPW
w Warszawie w okresie od 1.01.2005 do 30.09.2013 oraz w celu oszacowania rocznych stop
zwrotu dla wyznaczonych portfeli ceny akcji z dnia 30.09.2014.

1. Wykladniki Lapunowa

Wykladniki Lapunowa oprocz wymiaru Korelacyjnego sa jednym z podstawowych
narzedzi pozwalajagcych wykryé obecno$¢ chaosu deterministycznego w ukfadach
dynamicznych. Pojecie ,,deterministycznego chaosu” zostalo wprowadzone w 1975 roku
przez T.Y. Li i JA. Yorke’a [Li i Yorke, 1975], jednak w literaturze mozna znalez¢ wiele
definicji tego pojecia [Miskiewicz-Nawrocka, 2012], ktore poniewaz wywodzg si¢ z ro6znych
dyscyplin matematycznych, nie zawsze sg rownowazne (jednoznaczne). Przyjmuje sie, ze
definicja chaosu powinna przede wszystkim zaklada¢ istnienie dynamiki nieokresowej
w badanym ukfadzie deterministycznym, wrazliwo$¢ na zmian¢ warunkow poczatkowych
oraz istnienie pewnego istotnego mechanizmu deterministycznego odpowiedzialnego za
rekurencyjne zachowanie si¢ uktadu [Nowinski, 2007]. Dostepne metody identyfikacji chaosu
[zob. np. Kantz i Schreiber, 2004; Orzeszko, 2005] pozwalaja jedynie na wykrycie
pojedynczego atrybutu dynamiki chaotycznej. Jedna z nich jest szacowanie wartosci
najwickszego wykladnika Lapunowa, ktéry mierzy wrazliwo$¢ ukiadu na zmiang warunkoéw
poczatkowych.

Rozwazmy ukfad dynamiczny (X, f ) z czasem dyskretnym, opisany za pomoca rOwnania
rekurencyjnego:

%u=Tf(x), t=01.. (1)
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gdzie: X < R™ — przestrzen standéw uktadu,
X1 X, € X — stan uktadu w chwilach ti t +1,
f — odwzorowanie przestrzeni stanéw w siebie z warunkiem poczatkowym x, € X .
Uktad dynamiczny (X, f ) jest wrazliwy na zmiang warunkéw poczatkowych, jezeli
istnieje & >0, takie ze dla kazdego X € X oraz kazdego otoczenia U punktu X istniejg y €U
oraz n >1, takie ze ||f "(x)— f" (ym > g, gdzie f" jest n-krotnym ztozeniem odwzorowania f
[Zawadzki, 1996; za: Deavney, 1987].
Dla uktadu dynamicznego (X, f), w ktorym X < R™, f:X — X (m>1), wykladniki

Lapunowa okresla wzor [Zawadzki, 1996]:

Ai(xo):lim%ln|yi(n,xo)|, i=1..,m, m>1 )

gdzie: w; (n, XO) — wartosci wiasne macierzy Jacobiego Df "(x, ) odwzorowania f":
Df "(x,) = Df (x,, )-...- Df (x, )Df (X, ), (3)
of.

Df (x) = {E (x)} :
f" — n-krotne zlozZenie funkc;i f,
f, — sktadowe odwzorowania f,
I, j=12,...,m.

Zgodnie z twierdzeniem Oseledeca m-wymiarowy uklad dynamiczny (X,f) ma

m wyktadnikow Lapunowa, ktére informujg o zmianie odleglosci migdzy bliskimi stanami
wzgledem odpowiedniego kierunku w przestrzeni stanow. Jednak najbardziej istotny pod
wzglgdem identyfikacji chaosu jest najwickszy wykladnik Lapunowa A, , gdyz mierzy
srednie tempo zbieznosci 1 rozbieznosci poczatkowo bliskich trajektorii. Dodatnia wartos¢
najwigckszego wyktadnika jest glownym wskaznikiem dynamiki chaotycznej. Trajektorie
dwoch losowo wybranych punktéw poczatkowych ukfadu sa rozbiezne wyktadniczo w tempie
co najwyzej rownym najwiekszemu wyktadnikowi Lapunowa. Natomiast ujemny wyktadnik
jest miarg kontrakcji, mierzy wyktadniczg zbieznos¢ dwdch poczatkowo bliskich trajektorii.
Udowodniono nastepujaca zalezno$¢ [Eckmann i Ruelle, 1985]:

S, = 5,eMm (4)
gdzie: A, —najwickszy wyktadniki Lapunowa,
0, — poczatkowa odleglo$¢ pomigdzy dwoma dowolnymi potozonymi blisko siebie
stanami przestrzeni X,
0, <<1 — odlegto$¢ migdzy tymi punktami po n-tej iteracji,

n>>1.
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Najwickszy wyktadnik Lapunowa A, shizy do rozrdézniania charakteru dynamiki

ukladu: regularnej od chaotycznej. W 1993 roku Rosenstein [Rosenstein, Collins i De Luca,

1993], a rok pozniej Kantz [Kantz, 1994] przedstawili algorytm wyznaczania najwigkszego

wyktadnika Lapunowa dla uktadow dynamicznych definiowanych przez jednowymiarowe

szeregi obserwacji. Przebiega on wedlug nastepujacych etapow [Kantz i Schreiber, 2004]:

1. Wyznaczamy zbiory Z,, ztozone z K najblizszych sasiadow )A(tdj wektorow opdznien X!
[Zeug-Zebro i in., 2013], speliajacych warunek ‘t -t j‘ >t", gdzie t* jest ustalong liczbg
naturalng. Dodany warunek zwigksza prawdopodobiefistwo, ze znaleziony sasiad nie
bedzie nalezat do trajektorii wektora X .

2. Obliczamy:

X X

t+n ~ tj+n

0=+ ¥

)‘(,(]-j eZ;

y t:1,2,---,M , n:OlL"'lnn]aX’ (5)

gdzie: M =N —(d —1)1, N, Jest ustalong liczba naturalng, okreslajaca liczbg iteracji.
3. Wyznaczamy $rednia z T, (t) po wszystkich d-historiach:

n=ﬁin®- (6)

t=1

4. Najwigkszy wyktadnik Lapunowa jest wspdlczynnikiem kierunkowym rownania regres;ji:
In(r,)=1In(r, )+ A, N. @)
Dla szeregdw chaotycznych nachylenie prostej regresji wykresu ilustrujacego zalezno$¢
INA, od numeru iteracji n w poczatkowej fazie powinno by¢ dodatnie. A, szacuje si¢
na podstawie zbioru punktow nalezacych do tego obszaru. Zatem oszacowana warto$¢ A,
zalezy nie tylko od wyboru metryki, liczby najblizszych sgsiadow, wymiaru zanurzenia, lecz

takze od ustalonej wartosci N, , dla ktorej wspolczynnik regresji jest dodatni [Kantz

i Schreiber, 2004].

2. Budowa optymalnych portfeli akcji

Podstawowymi charakterystykami opisujacymi portfele akcji sa oczekiwana stopa zwrotu

portfela oraz ryzyko portfela, liczone za pomoca wzorow:

R, =Y xR, (8)
i=1
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S, :ifof +2m§4 ixiijiSjp” ’ 9)
i

i il
gdzie: R, —oczekiwana stopa zwrotu portfela m akcji,
S,— ryzyko portfela m akcji,
R,— oczekiwana stopa zwrotu i-tej akcji,
S, — odchylenie standardowe akcji i-tej spotki,
pij— wspbtezynnik korelacji i-te]j akcji z j-ta akcja,

X; — udziat i-tej akcji w portfelu,

dYx=1, x,20, i=l,.,m, (10)
i=1

m — liczba akcji w portfelu.

Udzialy akcji w portfelu zazwyczaj wyznacza si¢ przy wykorzystaniu modelu H.
Markowitza [Markowitz, 1952], tak aby zminimalizowa¢ ryzyko tego portfela. W tym
przypadku zadanie optymalizacji jest postaci:

Zadanie 1

minS’, (11)

z warunkami ograniczajacymi

x. 20, i=1,...m,
gdzie: R,— oczekiwana stopa zwrotu dla spotek,

pozostate oznaczenia jw.
Propozycja autoroOw jest budowa portfela optymalnego z zastosowaniem narzedzia teorii
nieliniowych uktadow dynamicznych — najwigkszy wyktadnik Lapunowa. W tym celu nalezy
rozwigza¢ nastepujace zadanie maksymalizacji:
Zadanie 2

max(i Armaxi Xi j : (12)

z warunkami ograniczajacymi:
R =R,

isixi >S5,
i=1
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ixi =1
i=1

x; 20, i=1,.,m,
gdzie: A, — najwigkszy wyktadnik Lapunowa dla szeregu czasowego generowanego przez

utworzony z notowan cen akcji i-tej spoiki,
pozostale oznaczenia jw.
Zadanie 3

max(Zﬂ x) (13)

z warunkami ograniczajacymi:

gdzie: A — wspolczynnik asymetrii,
A,— usredniony wspotczynnik asymetrii.

pozostale oznaczenia jw.

3. Badania empiryczne

W analizie empirycznej pod uwage wzigto stopy zwrotu cen zamknigcia akcji
nastepujacych spotek finansowych: Bank Handlowy w Warszawie SA (BHW), Bank
Zachodni WBK SA (BZW), ING Bank Slaski SA (ING), mBank SA (MBK), Bank Polska
Kasa Opieki (PEO), Powszechna Kasa Oszczednosci Bank Polski SA (PKO), oraz spotek
niefinansowych: Grupa Apator SA (APT), Asseco Poland SA (ACP), Firma Oponiarska
Debica SA (DBC), Globe Trade Centre SA (GTC), KGHM Polska Miedz SA (KGH), LPP
SA (LPP), Mostostal Zabrze SA (MSZ), Orange Polska SA (OPL), Polski Koncern Naftowy
ORLEN SA (PKN), Synthos SA (SNS), Vistula Group SA(VST), Grupa Zywiec SA (ZWC).

W celu wyznaczenia wartosci najwigkszego wykladnika Lapunowa dla analizowanych
spotek pod uwage wzigto szeregi czasowe utworzone z logarytmoéw dziennych stop zwrotu
cen zamknigcia ww. akcji notowanych w okresie 1.01.2005-30.09.2013. W pierwszym kroku
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skonstruowano wektory opdznien, obliczajac parametry rekonstrukcji przestrzeni stanow, tj.
wymiar zanurzenia i czas opdznienia’. Nastepnie na podstawie algorytmu przedstawionego

w sekcji 1 oszacowano wartosci najwickszego wykladnika Lapunowa®. Wartosci A oraz

maxi

wspolczynnika determinacji R? przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1
Wartos$ci najwiekszego wykladnika Lapunowa dla analizowanych spotek
Najwigkszy Najwigkszy
Spotka | wykladnik R? Spotka | wyktadnik R?
Lapunowa Lapunowa

APT 0,0547 0,1382 SNS 0,0719 0,1567
ACP 0,0221 0,1274 VST 0,0143 0,1270
DBC 0,1534 0,3564 ZWC 0,0697 0,1513
GTC 0,0301 0,3125 BHW 0,0010 0,3320
KGH 0,0008 0,3561 BZW -0,0034 0,2134
LPP 0,0030 0,3605 ING 0,0005 0,3134
MSZ 0,0986 0,3764 MBK 0,0024 0,3126
OPL 0,0070 0,5119 PEO 0,0009 0,1469
PKN 0,0004 0,2753 PKO 0,0401 0,3576

W kolejnym etapiec badania zbudowano sze$¢ optymalnych portfeli akcji, rozwigzujac
przedstawione w sekcji 2 zadania optymalizacyjne. W sktad portfeli oznaczonych numerami
1, 2 i 3 weszly spolki bedace odpowiednio rozwigzaniami zadan 1, 2 i 3. Natomiast
w portfelu 1, 2’ i 3” umieszczono spotki bedace rozwigzaniami zadan 1, 2 i 3, dla ktérych
przyjeto dodatkowe zaloZzenie o istotno$ci oszacowanego wykladnika Lapunowa,
tj. wspotczynnik determinacji R® >0,3. Ponadto w celu dywersyfikacji ryzyka tworzonych
portfeli uwzgledniono jeszcze jeden warunek ograniczajacy postaci X; <0,3,1=1,..,m. Do
obliczenia udzialdow poszczegdlnych spotek w portfelu wykorzystano narzedzie solver —
dodatek arkusza kalkulacyjnego Excel. Nast¢pnie oszacowano stope zwrotu i ryzyko kazdego
portfela. Wyniki umieszczono w tabeli 2. Znak ,,-” postawiono przy spoikach, ktore nie
weszly w sklad portfela optymalnego oraz ze wzgledu na nieistotno$§¢ oszacowanego

najwickszego wykladnika Lapunowa nie zostaty uwzglednione w budowie portfeli 1°, 2”1 3".

! Szczegoty szacowania parametrow rekonstrukcji przestrzeni standw mozna znalezé np. w [Zeug-Zebro i in., 2013].
Szczegdtly szacowania najwigkszego wyktadnika Lapunowa dla rzeczywistych szeregdw czasowych mozna znalezé
np. w [Miskiewicz-Nawrocka, 2012].
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Tabela 2
Stopa zwrotu, ryzyko i udzialy akcji w wyznaczonych portfelach
Spétka Udziaty akcji
Portfel 1 | Portfel 2 | Portfel 3 | Portfel 1’ | Portfel 2° | Portfel 3’
APT 0,10006 - - - - -
ACP 0,10013 - - - - -
DBC 0,10020 | 0,30000 | 0,30000 | 0,30000 | 0,30000 | 0,30000
GTC 0,03877 - - 0,03645 | 0,09801 | 0,09801
KGH 0,10000 - - 0,05277 - -
LPP 0,10002 - - 0,11411 - -
MSZ 0,10004 - - 0,09986 - -
OPL 0,10020 - - 0,30000 | 0,30000 | 0,30000
PKN 0,00960 - - - - -
SNS 0,10004 | 0,30000 | 0,30000 - - -
VST 0,10011 | 0,25536 | 0,25536 - - -
ZWC 0,02391 | 0,14464 | 0,14464 - - -
BHW - - - - 0,15142 | 0,15142
BZW - - - - - -
ING 0,00145 - - 0,00069 - -
MBK 0,00043 - - 0,00023 - -
PEO 0,01045 - - - - -
PKO 0,01459 - - 0,09588 | 0,15057 | 0,15057
Stopa zwrotu portfela | 0,00290 | 0,00430 | 0,00430 | 0,00224 | 0,00194 | 0,00194
Ryzyko portfela 0,00010 | 0,00015 | 0,00015 | 0,00009 | 0,00023 | 0,00023

Na podstawie danych przedstawionych w tabeli 2 mozna stwierdzi¢, ze portfele 2 i 3
charakteryzuja si¢ najwyzsza oczekiwang stopa zwrotu, natomiast portfel 1’ jest obarczony
najnizszym poziomem ryzyka. Istotno$¢ najwigkszego wykladnika Lapunowa dla badanych
szeregdw (R? >0,3) wplywa na sktad portfela optymalnego, ale nie dywersyfikuje ryzyka
ZWiazanego z inwestycja w taki portfel. Swiadcza o tym portfele 1°, 2° i 3°, dla ktérych
uzyskano nizszg oczekiwang stope zwrotu, a w przypadku portfeli 2 i 3° wyzszy poziom
ryzyka. Ponadto nalezy zauwazy¢, ze rozwigzaniem zadan optymalizacji 2 1 3 sg portfele
optymalne o tym samym sktadzie: portfele 213 oraz 2’ 13’.

W tabeli 3 przedstawiono roczne stopy zwrotu dla wyznaczonych portfeli uzyskane
w okresie 30.09.2013-30.09.2014.

Tabela 3
Roczna stopa zwrotu dla wyznaczonych portfeli akcji

Stopa zysku Portfel 1 | Portfel 2 | Portfel 3 | Portfel 1° | Portfel 2° | Portfel 3°
portfela (%) 3,3956% | 4,1214% | 4,1214% | 4,0572% | 22,4359% | 22,4359%

Analizujac roczne stopy zwrotu dla wyznaczonych portfeli akcji (tabela 3), nalezy

zauwazy¢, ze najwigkszy zysk w okresie 30.09.2013-30.09.2014 mozna bylo uzyskac,
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inwestujagc w portfel 2°(3”), zbudowany na podstawie istotnych wartosci najwigkszych
wyktadnikow Lapunowa. Najnizszg stope zwrotu uzyskano dla portfela 1, zbudowanego na
podstawie klasycznego modelu Markowitza. Warto jednak zwroci¢ uwage, ze stopa zysku
tego portfela nieznacznie wzrosta w przypadku zastosowania dodatkowego zalozenia
o istotnosci oszacowanego najwickszego wykladnika Lapunowa (portfel 1°) i ksztattowala si¢

na poziomie stop zwrotu portfeli 2 i 3.

Podsumowanie

Zastosowanie narzg¢dzia identyfikacji chaosu deterministycznego w szeregach czasowych,
jakim jest najwigkszy wyktadnik Lapunowa, wydaje si¢ waznym elementem badan
dotyczacych analizy portfelowej. Przeprowadzone badania pokazaly, ze zadanie
maksymalizacji najwigkszego wykladnika Lapunowa daje lepsze rezultaty niz klasyczne
zadanie Markowitza. Warto zatem przeprowadzi¢ dodatkowe badania analizujace wplyw
zastosowania innych miar teorii nieliniowych uktadow dynamicznych na konstrukcje portfeli
optymalnych.
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Abstract

In recent years, in addition to classical methods of portfolio analysis have been developed
tools that are both modifications of these concept as well as new, alternative diversification
techniques of investment portfolio which take into account for example the indicators of
fundamental analysis. A new approach proposed in the paper is the use of the measure for
identifying chaos, i.e. the largest Lyapunov exponent. Since determinism of chaotic time
series indicates on potential possibility of their prediction, it is also expected that has
a significant impact on the construction of optimal portfolio. The paper aims to construct
optimal portfolios determined based on the largest Lyapunov exponent and a comparison of
the profits from the constructed portfolios.



