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W ostatnich latach du  uwag  zwraca si  na badanie dynamiki magnetyzacji w nanoskopowych uk adach 
magnetycznych. Wzbudzenia w takich uk adach mog  mie  charakter tzw. modów normalnych, tj. 
sinusoidalnych oscylacji wszystkich elementów uk adu z tak  sam  cz stotliwo ci . W pracy analizowane s  
tego typu wzbudzenia dla jednakowych momentów magnetycznych umieszczonych w w ach cucha 
ograniczonego warunkami brzegowymi Borna-Karmana. W obliczeniach wykorzystano formalizm macierzy 
dynamicznej pozwalaj cy wyznaczy  zarówno cz stotliwo ci jak i profile obserwowanych modów dla uk adu 
swobodnego, tj. niepoddanego dzia aniu zewn trznych pól, jak i w obecno ci sta ego pola magnetycznego.  
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I. METODA MACIERZY 
DYNAMICZNEJ 

Znalezienie cz stotliwo ci modów normalnych dla uk adów 
magnetycznych mo e odbywa  si  zarówno z pomoc  metod 
analitycznych [1, 2, 3, 4] jak i mikromegnetycznych technik 
numerycznych [5, 6]. Innym rozwi zaniem jest u ycie techniki 
HDDM (Hamiltonian dynamical matrix method) [7, 8]. Jest ona 
analogiczna do techniki wyznaczania drga  atomów  
w kryszta ach i pos uguje si  formalizmem macierzy 
dynamicznej. Elementy takiej macierzy buduje si  w oparciu  
o rozwini cie, z uwzgl dnieniem wyrazów z drug  pochodn , 

sto ci energii wokó  punktu równowagi. Powstaj ce  
w oparciu o tak  macierz równania prowadz  do ogólnego 
zespolonego hermitowskiego zagadnienia w asnego. Zalet  
metody jest mo liwo  znalezienia wszystkich cz stotliwo ci  
i profili obserwowanych modów spinowych w jednym kroku 
obliczeniowym. 

ycie metody HDMM w przypadku quasi-
jednowymiarowym wymaga podzia u uk adu na sie  komórek 

onych jedna obok drugiej tak, e tworz cuch wzd  osi 
y. Komórki ponumerowane s  kolejno od 1 do N. W ka dej 
zdefiniowany jest zredukowany wektor magnetyzacji 

skk MMm / , gdzie kM  jest wektorem magnetyzacji  

w komórce k , a sM  to namagnesowanie nasycenia (modu  
wektora magnetyzacji), za Nk ,2,1 . W sferycznym 
uk adzie wspó rz dnym zwi zanym z ka da komórk  wektor 

km  da si  zapisa  jako 

)cos),(sin)(sin),(cos)((sin kkkkkk ttttm  (1) 
ty k  i k  to odpowiednio k ty biegunowy i azymutalny 

(patrz rys. 1).  
Wyj ciowym punktem oblicze  jest znalezienie stanu 

równowagi 0M  momentów magnetycznych dla zadanych 
warunków, tj. przy onych pól i rozk adu magnetyzacji  
w badanym materiale. Stan ten opisany jest przez zadanie 

orientacji ka dego wektora kM  poprzez podanie zwi zanych  

z nim k tów k  i k . Je li uwzgl dnimy teraz niewielkie 
odchylenia wektora od po enia równowagi, zale no  
czasowa tych k tów mo e by  zapisana jako 

 

RYS. 1. Sferyczny uk ad wspó rz dnych dla wyznaczania 
wektora km . km  oznacza niewielk  zmian  wektora 
magnetyzacji b  wynikiem drga  normalnych. 

 

).()(
),()(
tt
tt

kkk

kkk  (2) 

gdzie )(tk  i )(tk  to niewielkie zmiany w czasie k tów  
w komórce o numerze k , mierzone w stosunku do po enia 
równowagi. 

Dla znalezienia równania ruchu dla wektorów magnetyzacji 
km  konieczne jest rozwa enie energii uk adu i jej zmian 

powodowanych przez zmiany orientacji wektorów 
magnetyzacji. B dziemy rozwa  nast puj ce oddzia ywania 
prowadz ce do zmiany g sto ci energii E  uk adu 

zdefiniowanej jako VEE /
~

, gdzie E
~

 to energia, a V  to 
obj to . Po pierwsze uwzgl dniamy oddzia ywanie z polem 
magnetycznym, tj. energi  Zeemana 

N

k

ksext mHME
1
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0  oznacza przenikalno  magnetyczn  pró ni, a H  
przy one zewn trzne pole magnetyczne. Drugim sk adnikiem 

sto ci energii jest oddzia ywanie wymienne w naszym 
przypadku ograniczone do najbli szych s siadów 
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gdzie A  jest sta  zwi zan  z oddzia ywaniem wymiennym, 

kna  to odleg  od rodków komórek k  i n , podczas gdy n  

numeruje najbli szych s siadów komórki k . W pracy nie 
uwzgl dniamy oddzia ywa  zwi zanych z w asno ciami 
materia u, tj. oddzia ywa  zwi zanych z energi  demagnetyzacji 
i anizotropii. 
Za my, e zmiany k tów wokó  po  równowagi maj  
charakter opisany modami normalnymi, tj. s  typu 
sinusoidalnego i maj  sta  cz stotliwo , oznacza to, e 
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gdzie 0  i 0  to amplitudy niewielkich wychyle  
z po enia równowagi. Aby znale  cz sto   
sinusoidalnych drga  momentu magnetycznego oraz jego 
wychylenia  i , nale y rozwi za  uk ad równa  [8] 
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gdzie /
~

sMi , a symbol E oznacza drug  pochodn  

sto ci energii kolejno wzgl dem zmiennej i . 
Przedstawione wyniki mo na uogólni  na przypadek wielu 

momentów, z których ka dy jest zwi zany z jedn  z komórek 
przedstawionych schematycznie na rysunku 2. W tym 
przypadku g sto  energii E  zwi zana b dzie  
z oddzia ywaniem ka dego momentu magnetycznego z polem 
zewn trznym oraz z jego s siadami. Wówczas energi  
wszystkich oddzia uj cych komórek mo na opisa  wzorem  
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Wyst puj ce w wzorze (7) sumy mog  przebiega  po mniejszej 
liczbie komórek, je li ograniczymy si  tylko do oddzia ywa   
z najbli szymi s siadami. Wykorzystuj c zale no ci (6) i (7) 
otrzymamy nast puj cy uk ad N2  równa  ),...2,1( Nk  
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Uk ad ten ma rozwi zanie, je li znika jego wyznacznik,  
a warunek ten pozwala znale  cz sto  drga  uk adu . 
Poprzez odpowiednie zmiany kolejno ci kolumn i wierszy  
w macierzowej postaci równania (8) mo na doprowadzi  go do 
nast puj cego zagadnienia w asnego 

vCv
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 (9) 
gdzie v  jest wektorem w asnym zbudowanym z k tów   

i , T
NNv ),...,,,( 2211 , a C  jest macierz , 

której elementy maj  posta  
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gdzie indeksy k  i l  zmieniaj  si  od 1  do N . Rozwi zanie 
zagadnienia w asnego (9) wyznacza cz sto   poprzez jej 

relacj  z 
~

, a dla ka dej cz sto ci otrzymujemy wektor w asny 

v  okre laj cy profil modów normalnych drga  poprzez podanie 
zmiany wektora momentu magnetycznego km  w ka dej z k  
komórek. 

 

II. MODEL 

W pracy przyj to rozk ad N  momentów magnetycznych 

km  wzd  sko czonego cucha. Ka dy dipol magnetyczny 
zwi zany jest z komórk  o kszta cie prostopad cianu, którego 
wysoko  (w kierunku osi z ) jest ma o w porównaniu z 
pozosta ymi wymiarami. Komórki rozmieszczone s  wzd  osi 
y , a ich szeroko  w tym kierunku wynosi a  - jest to równie  

odleg  pomi dzy oddzia uj cymi momentami 
magnetycznymi. W modelu zastosowano periodyczne warunki 
brzegowe Borna-Karmana, tzn. po elemencie N  nast puje 
element 1  ( 11N ).  

 

RYS. 2. Warunki brzegowe dla cucha z rozmieszczonymi 
momentami magnetycznymi. Kropkowana linia pokazuje, e po 
komórce N  nast puj  komórka 1. Wektory umieszczone  
w komórkach oznaczaj  dipole magnetyczne. 

Jak ju  wspomniano wcze niej w modelu uwzgl dnione 
zostan  tylko oddzia ywania z zewn trznym polem 

magnetycznym H  oraz wzajemne oddzia ywania z s siednimi 
momentami magnetycznymi. Oznacza to, e wyst puj ce we 
wzorze (7) pochodne g sto ci energii s  sum  odpowiednich 
pochodnych ze wzorów (3) i (4), tj. 
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gdzie wska niki ,, , za  indeksy k  i l  numeruj  
komórki, tj. przyjmuj  warto ci od 1  do N . Wielko ci 
wyst puj ce we wzorze (11) przedstawi  mo na jako 
odpowiednie pochodne momentów magnetycznych km . 
Zgodnie z prac  [10] dla odzia ywania z polem magnetycznym 
otrzymamy nast puj cy wzór 
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natomiast dla oddzia ywania wymiennego 
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Wyst puj ce we wzorach wielko ci oznaczaj : a  - 

odleg  pomi dzy rodkami s siednich komórek, 0  - 
przenikalno  magnetyczn  pró ni. Wyst puj ce we wzorze 
(13) sumowanie (pierwszy wiersz wzoru) obejmuje najbli szych 

siadów, czyli dla cucha dwie s siednie komórki. Dalsze 
obliczenia przeprowadzono dla modelu teoretycznego,  
w którym sta e fizyczne wyst puj ce w powy szych wzorach 
przyj to za równe 1 w odpowiadaj cych im jednostkach. 

ugo cucha ograniczono za  do 30N komórek. 

III. DRGANIA SWOBODNE UCHA 
W obliczeniach w tym punkcie uwzgl dniamy tylko 

oddzia ywanie wymienne. W tym przypadku pocz tkowe 
warto ci k tów  oraz  nie maj  wp ywu na wynik – 
sytuacja fizyczna jest w pe ni symetryczna wzgl dem zmiany 
tych k tów. Dozwolone warto ci cz stotliwo ci otrzymane  
w metodzie HDMM przedstawiono na rys. 3.  

 

RYS. 3. Dozwolone warto ci cz sto ci dla swobodnego 
cucha sk adaj cego si  z 30N ów. Na osi poziomej 

umieszczony jest kolejny numer warto ci w asnej w metodzie 
HDMM, a na osi pionowej warto  cz sto ci . Znakami 
rombu oznaczono warto ci rzeczywiste , a okr gami warto ci 
urojone. 

Jak wida  na rys. 3. kolejne warto ci cz sto ci wyst puj  
naprzemiennie jako liczby dodatnie i ujemne. Odpowiadaj  im 
takie same rozk ady k tów i  oraz przypisane im 

warto ci zmiany momentu magnetycznego km (patrz rys. 4 dla 
pierwszych dwóch warto ci ). 
  

81  82  

Rys. 4. Rozk ad zmian momentu magnetycznego km dla 
kolejnych komórek cucha. Liczby na osi poziomej oznaczaj  
odleg ci od pocz tku uk adu wspó rz dnych przy przyj ciu 
skali, dla której szeroko  komórki wynosi 1.0a . 

Oprócz rozwi za  p askich, tj. takich, dla których wektory 
km le  prawie w jednej p aszczy nie i maj  podobn  d ugo  

(patrz rys. 4), istniej  rozwi zania przestrzenne, gdzie 
wspomniane wektory tworz  dyskretny odpowiednik fali 
przestrzennej (rys. 5). Pami ta  przy tym nale y, e 
przedstawiane tutaj rozwi zania dotycz  wybranej pocz tkowej 
chwili czasu 0t .  

 

RYS. 5. Zmiany wektora magnetyzacji dla cz stotliwo ci 
3 . Odleg ci pomi dzy komórkami cucha przyj to jak na 

rysunku 4.  

Istniej  tak e rozwi zania, dla których drgania maj  kszta t 
fali sinusoidalnej i odbywaj  si  w jednej p aszczy nie. W 
naszym przypadku dotycz  one np. cz sto ci o numerze 

58 (patrz rysunek 6). 

 

RYS. 6. Zmiany wektora magnetyzacji dla cz stotliwo ci 
58 . Odleg ci pomi dzy komórkami cucha przyj to jak na 

rysunku 4. 

IV. DRGANIA CUCHA W POLU 
MAGNETYCZNYM 

Ustawienia pocz tkowe momentów magnetycznych s   
w tym przypadku takie same jak dla drga  swobodnych. Pole 
magnetyczne mo e si  jednak zmienia  co do kierunku (warto  
pola pozostawiamy tak  sam ). Rozwa ymy szczegó owo trzy 
przypadki: a) kierunek pola prostopad y do momentów 
magnetycznych, b) kierunek pola równoleg y i zgodny  
z kierunkiem momentów magnetycznych, c) kierunek pola 
równoleg y i przeciwnie skierowany w stosunku do momentów 
magnetycznych. 

Rozwa my przypadek a). Wyznaczone dla niego cz sto ci 
przedstawiono na rys. 7. Nale y zaznaczy , e tym razem 
wyst puj  tak e niezerowe warto ci cz ci zespolonej tej 
wielko ci fizycznej (patrz rys. 7b). wiadcz  one  
o wyst powaniu drga  t umionych w uk adzie dla tych w nie 
warto ci cz sto ci. Dla warunków wybranych do oblicze , tj. 

2/,1.0 oraz wektora pola H skierowanego wzd  osi 
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y uk adu wyst puje tylko sze  drga  z zespolonymi 
niezerowymi warto ciami cz sto ci.  

Przypadek b) i c) s  do siebie podobne, wyst puj  jednak 
niewielkie ró nice w otrzymanych warto ciach cz sto ci drga  
– porównaj rysunki 8 i 9 dla numerów cz sto ci od 47 do 49.  

a) 

 

b) 

 

RYS. 7. a) Warto ci cz sto ci dla drga cucha  

w obecno ci pola magnetycznego ( kmH ). Cz  b) rysunku 
to powi kszony fragment obejmuj cy cz sto ci o numerach od 
45 do 60.  

 

RYS. 8. Warto ci cz sto ci dla drga cucha w obecno ci 

pola magnetycznego ( H równoleg e i zgodnie skierowane  
w stosunku do km ). Na wykresie zaznaczono cz sto ci  
o numerach od 45 do 60. 

 

RYS. 9. Warto ci cz sto ci dla drga cucha w obecno ci 

pola magnetycznego ( H równoleg e i przeciwnie skierowane  
w stosunku do km ). Na wykresie zaznaczono cz sto ci  
o numerach od 45 do 60. 

V. PODSUMOWANIE 
Analiz  drga cucha wykonano dla warunków 

brzegowych Borna-Karmana ( cuch jest równowa ny wtedy 
okr gowi) zarówno bez pola magnetycznego jak i w jego 
obecno ci. Nale y zaznaczy , e przedstawione rozwi zanie 
dotycz  oscylacji o energii niewiele odbiegaj cej od energii 
po enia równowagi, inaczej mówi c rozwa ane s  ma e 
drgania. Otrzymane wyniki, mimo e dotycz  prostego modelu 

 interesuj ce i mog  znale  zastosowania przy projektowaniu 
uk adów nanoskopowych.  

W pracy pokazano, e w zale no ci od cz sto ci drga , czyli 
zwi zanej z nimi energii uk adu, mo na wyró ni  ró  
symetri  drga . Dla cucha swobodnego, tj. niepoddanego 
oddzia ywaniu zewn trznego pola wyst puj  m.in. oscylacje 
zawarte tylko w jednej p aszczy nie. W obecno ci pola 
magnetycznego wyst puj  drgania, których cz sto  ma 
charakter czysto urojony. Oznacza to, e ich amplituda zanika  
w czasie, a wi c drgania z czasem staj  si  coraz mniejsze. 
Charakter rozwi za  dla pola magnetycznego zale y oczywi cie 

od orientacji wektora nat enia H .  
Opisane zjawiska mog  by  wykorzystane do produkcji 

uk adów wytwarzaj cych elektrony o zadanych w asno ciach 
dotycz cych ustawienia spinu oraz cz sto ci oscylacji. 

Obliczenia przeprowadzono dla modelu izotropowego ze 
wzgl du na w asno ci materia owe i z uwzgl dnieniem tylko 
oddzia ywa  wymiennych i z polem magnetycznym. 
Interesuj ce by oby uwzgl dnienie w asno ci konkretnych 
materia ów zwi zanych z anizotropia cech magnetycznych,  
a tym samym z uwzgl dnieniem dodatkowych oddzia ywa   
w uk adzie, tj. energii anizotropii i demagnetyzacji. Wykracza to 
jednak poza przyj te w rozwa anym modelu uproszczenia.    
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