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Streszczenie

W artykule przeprowadzono analize niektorych aspektow modelowania zderzenia samochodow z
uwzglednieniem wybranych czynnikow wplywajqcych na jego przebieg. Klasyczne podejscie do
zderzenia ciat zaadaptowano do problemu kolizji samochodow, prowadzqc ogolng analize ztoZonosci
tego zagadnienia.

Procz uwzglednienia szorstkosci powierzchni zderzajqcych sie pojazdow rozwazono takze
wystepowanie dodatkowych, zewnetrznych sit impulsowych dziatajqcych na uktad pojazdow bedqcych
w kontakcie. Ponadto, procz ruchu ptaskiego, uwzgledniono takze ruch ztozony (sita bezwtadnosci,
unoszenia i Coriolisa).

Dokonano analizy dotyczqcej mozliwosci oraz koniecznosci uwzglednienia wybranych parametrow
W modelowaniu zderzen samochodow.

WSTEP

Jednym z glownych probleméw utrzymania ptynnosci ruchu drogowego sa jego
zaktocenia wynikajace z réznych zdarzen, jakie moga mie¢ miejsce na drodze i w jej
bezposrednim otoczeniu. Czgsto o poprawnosci kontynuowania ruchu decyduja skutki
zderzenia oraz miejsce wystapienia kolizji. Najgrozniejszymi w skutkach wydaja si¢ by¢
wypadki, do ktoérych dochodzi na skrzyzowaniach, wzniesieniach oraz tukach drogi, a takze
zderzenia boczne i najechanie na nieruchoma przeszkodg.

W pracy skupiono si¢ na analizie zjawisk zachodzacych podczas zderzenia dwoch ciat
(uktadow punktéw materialnych), w odniesieniu do pojazdéw samochodowych.

Dokonujac prostego podziatu zderzen samochodow mozna, pod wzgledem lokalizacji
punktu poczatkowego kontaktu, wyodrebni¢ zderzenia czolowe, boczne, tylne i inne. Taka
klasyfikacja jest bardzo uproszczona, ale pozwala na wyodrebnienie konkretnych
przypadkéw. Pelniejsza klasyfikacj¢ zderzeh przy réznych kryteriach podziatu
zaprezentowano w [1], [2], [3] oraz [4].

Dotychczasowa analiza zderzenia pojazdéow prowadzona byta w kilku kierunkach.
W pracach [1], [2], [3], [4], [5], [7], [8], [6], [9], [10] oraz [11] rozwazano zaréwno
uproszczone, jak i bardziej ztozone modele zderzenia. Opis uproszczonego modelu zderzenia
sprowadza si¢ do wykorzystania jedynie zasady pedu i kretu uktadu punktow materialnych
[12] dla zestawu pojazdéw pozostajacych w kontakcie, gdzie dzialajace sily zewngtrzne
zostaja pomijane, jako znacznie mniejsze od impulsowych sit zderzenia.

W modelach zlozonych uwzglgdniono m.in. parametry geometryczne i masowe oraz
potozenie S$rodkow mas zderzajacych sie¢ pojazdow, wystepowanie dodatkowych
zewngtrznych sil impulsowych, zwiazanych np. ze zmiang wspdtczynnika przyczepnosci co
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najmniej jednego kota [6], oddzialywanie przyczepy [5] oraz nachylenia drogi na przebieg
zderzenia [8], szorstko$¢ powierzchni samochodéw bioracych udzial w kolizji [2] oraz
zderzenie z nieruchoma przeszkoda na przykladzie bariery betonowej [10] sktadajacej sie
z n elementdow potaczonych przegubowo przy predkosci bariery przed zderzeniem rownej
ZEro.

W pracy [9] analizowano proces rekonstrukcji wypadku drogowego w oparciu
0 wzajemne potozenie pojazdow, wykorzystujac zaleznosci katowe pomiedzy wektorami
predkosci samochodow przed i po zderzeniu (analiza czasowo — przestrzenna wypadku).

Prowadzono analiz¢ modeli matematycznych opisujacych zmiang parametrow podczas
zderzenia bez ubytku masy. Zmiany polozenia $rodka masy oraz wartoSci momentéw
bezwtadnosci samochodu po zderzeniu przedstawiono w [6], [7] oraz [13]. Pomijajac zmiang
tych wielkosci skupiono si¢ na stworzeniu modelu matematycznego shuzacego do
wyznaczenia parametrow ulatwiajacych rekonstrukcje wypadku drogowego (predkosci
postgpowej V oraz katowej ). Rozwazano prowadzenie badan zaréwno dla gladkich, jak
I szorstkich powierzchni zderzajacych si¢ cial, dzigki czemu mozna obserwowal procesy
zderzenia w stanie rzeczywistym lub zblizonym do rzeczywistego.

Narys. 1 przedstawiono model zderzajacych samochodow o powierzchniach gtadkich, za$
na rys. 2 — o powierzchniach szorstkich, gdzie dodatkowo wystepuja impulsy styczne S,
zwiazane z tarciem miedzy stykajacymi si¢ powierzchniami. W pracach [1], [2] oraz [11]
prowadzono analizy dotyczace wspoiczynnika restytucji dla predkosci normalnych
i stycznych do powierzchni zderzenia.

Klasyfikacje zderzen, zarbwno w kwestii szorstko$ci powierzchni jak i kierunku zderzenia
rozwini¢to w pracach [1], [2], [9]. Omoéwiono pojecia zderzenia prostego, ukosnego oraz
srodkowego 1 mimosrodkowego. Opracowano takze model matematyczny procesu zderzenia
przy wystgpowaniu dodatkowych sit zewngtrznych [6]. Problem kontaktu dwodch
samochodéw z uwzglednieniem 1 pominigciem tarcia omowiono w [ 14].
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Rys. 1. Zderzenie samochodow o powierzchniach gtadkich.
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Rys. 2. Zderzenie samochoddéw o powierzchniach szorstkich.

Istotnym problemem dotyczacym modelowania zderzen wydaje si¢ uwzglednienie wielu
dodatkowych czynnikéw w jednym modelu, dzigki czemu mozliwa jest pelniejsza analiza
catego procesu. Deformacja nadwozia spowodowana jest odksztalceniami objgtosciowymi
oraz postaciowymi (normalny i styczny wspolczynnik restytucji), a wigc istotne jest
uwzglednienie wspotczynnika tarcia powierzchni pojazdow podczas uderzenia wzajemnie o
siebie, jak i utraty energii kinetycznej wskutek wzajemnej penetracji. Ponadto pojazdy nie
zawsze musza wykonywac ruch ptaski (np. przewracanie, oderwanie si¢ od nawierzchni drogi
lub pochyto$¢ nawierzchni), zatem nalezy wzia¢ pod uwagg ruch ztozony. Nie zawsze tez sity
zewngtrzne dziatajace na samochody mozna pominaé, poniewaz ich warto$¢, w wyniku
dynamicznego sprzg¢zenia wywotanego zderzeniem, moze impulsowo wzrosna¢ na krotki
przedzial czasu. Innymi czynnikami mogacymi wptyna¢ na przebieg zderzenia sa:
nierownomierny rozklad masy w pojezdzie, trudne warunki drogowe (niski wspotczynnik
przyczepno$ci kot do nawierzchni) oraz uszkodzenia pojazdéw objawiajace si¢ np.
nierOwnomiernym naciskiem kot na nawierzchnig.

Obszerna analiz¢ modelowania zderzenia z uwzglgednieniem dodatkowych sit
zewngtrznych prowadzono w pracy [6]. Prowadzono tam analizg zderzenia w ruchu plaskim,
za$ impulsy sit zewngtrznych zaczepiono w Srodku masy i rozlozono na sktadowe w kierunku
normalnym 1 stycznym do ptaszczyzny zderzenia. Sity zewngtrzne okreslono jako wynikajace
np. ze zjawisk zachodzacych migdzy kotami a nawierzchnia drogi (reakcje poziome
I pionowe, r6zna warto$¢ wspotczynnika przyczepnos$ci dla kazdego z kot pojazdu).

Nalezy zaznaczy¢, ze w pracy [6] wszystkie sity, z jakimi pojazdy oddziatuja wzajemnie
na siebie traktowane sa jako sity wewnetrzne. Wynika stad, ze wszelkie sity powodujace
zmiang ruchu lub parametréw zderzenia dla kazdego pojazdu indywidualnie, ale nie
pochodzace od drugiego pojazdu sa sitami zewnetrznymi.

Biorac pod uwage powyzsze, zwlaszcza w zakresie rekonstrukcji wypadku drogowego,
wydaje sig, ze wielowatkowa analiza powiazania omawianych wyzej czynnikow z procesem
zderzenia samochoddéw moze przynies¢ interesujace rezultaty. Jest to istotne zwlaszcza przy
badaniu wptywu dodatkowych czynnikoéw na skutki zderzenia.

Dalsza czg$¢ poswigcono rozwazaniom z uwzglednieniem impulsowych sit odsrodkowych
oraz sit unoszenia 1 Coriolisa, jako sktadnikéw ruchu ztozonego, na przyktadzie zderzenia

TTS 577



czotowego skosnego. Zderzenie takie moze nastapi¢ np. podczas jazdy po tuku drogi, gdzie
przy sprzyjajacych warunkach wartosci sit odsrodkowych niwelowanych przez poprzeczna
pochytos¢ drogi moga zosta¢ chwilowo tak zwigkszone, ze ich impulséw nie nalezy pomijac.
Ponadto moze doj$¢ do oderwania si¢ ktorego$ z pojazdéw od nawierzchni drogi, przez co
ruch ptaski moze zosta¢ zamieniony na ruch ztozony.

1. MODEL ZDERZENIA PODCZAS JAZDY PO LUKU

Modelowanie zderzen samochodéw mozna rozpatrywa¢ w réznych aspektach [2], np. z
wykorzystaniem parametrow masowo — bezwtadnosciowych pojazdow lub okresleniem sit
zewngtrznych dzialajacych podczas zderzenia. W pracy poswigcono uwage zderzeniu
czotowemu z uwzglednieniem parametrow masowo — bezwladnos$ciowych oraz szorstkosci
powierzchni zderzajacych sig cial (wykorzystanie wspolczynnika restytucji predkosci
stycznych).

Zwykle przy analizie zderzen przyjmuje sig, ze obciazenia dzialajace na pojazd moga by¢
w trakcie zderzenia pominigte, ze wzgledu na ich stosunkowo niewielka warto$¢
W poréwnaniu z sitami zderzenia, dziatajacymi w krotkim czasie ([1], [2], [4]). Przyjeto, ze
sity odsrodkowe pojazdow poruszajacych si¢ po tuku, niwelowane podczas normalnej jazdy
przez pochylenie drogi i reakcje poprzeczne nawierzchni na kota, doznaty gwattownego
przyrostu w krotkim czasie, mniejszym niz dlugotrwalo$¢ zderzenia. Podczas trwania
zderzenia pojazdy sa traktowane jako jeden uktad, zatem sily ods$rodkowe zostaty
potraktowane jako sity zewngtrzne. Na rys. 3 pokazano przykladowy szkic sytuacyjny
wzajemnego potozenia pojazdow podczas zderzenia na tuku drogi.

Wystapienie impulsow sit odsrodkowych jako sil zewngtrznych dzialajacych na uktad
samochodéw mozna odnies¢ do kryterium Mandelsztama dla silnych sprzgzen ukladow
dynamicznych. Kryterium to mowi, ze jezeli iloraz czgstosci wlasnych potaczonych uktadow
jest duzo wigkszy od jednosci, to nastepuje duze sprzezenie dynamiczne.

Poniewaz ruch pojazdéw, ktére w ruchu po tuku obciazone sa dodatkowo sita
odsrodkowa, doznaje naglego zakldcenia, przeto mozna przyjaé, ze sily odsrodkowe,
zwrocone na zewnatrz tuku, po ktorym poruszaja si¢ pojazdy, moga w krotkim czasie trwania
zderzenia da¢ dodatkowe impulsy.

Rys. 3. Szkic wzajemnego potozenia pojazdow w chwili zderzenia na tuku drogi.

1.1. Zalozenia

Do opisu modelu matematycznego zderzenia czolowego przyj¢to nastgpujace zatozenia:

— modele pojazdow traktowane sa jako ciata quasi sztywne;

— nadwozia obu pojazdéw sa traktowane jako zbiory elementéw prostopadtosciennych o
statej sztywnosci 1 niezmiennej masie, dzigki czemu ruch pojazdéw mozna traktowac jako
ruch punktéw materialnych o masie tych pojazdow;

— modele samochodéw sg liniowe;
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ruch odbywa si¢ na czystej i suchej nawierzchni o wspétczynniku przyczepnosci rownym
0,8;

uktad nieruchomy Oxyz jest uktadem bezwladnosciowym, wzgledem ktorego odbywa si¢
ruch uktadu O ’ntb;

modele pojazdow wykonuja ruch ptaski badz ztozony, zatem do opisu ruchu wzgledem
ukladu wspotrzednych O’ntb o poczatku w geometrycznym $rodku zderzenia,
wykorzystano dwie wspotrzedne n (normalna) oraz t (styczna) dla ruchu plaskiego, oraz
dodatkowo wspotrzedna b (binormalna) dla ruchu ztozonego;

geometrycznym srodkiem zderzenia jest punkt pierwotnego kontaktu pojazdow W lezacy
na wspdlnej stycznej do powierzchni obu pojazdéow lub w geometrycznym sSrodku
ptaszczyzny kontaktu pojazdow, jezeli ich powierzchnie nie daja jednego punktu kontaktu
(ptaszczyzna zderzenia);

sktadowe impulsu sity uderzenia poprowadzono wzdtuz normalnej, stycznej i binormalne;j
do ptaszczyzny zderzenia, osobno dla kazdego pojazdu (rys. 4). Normalne skladowe
impulsoOw sa zwrdcone przeciwnie do wektorow normalnych predkosci postgpowych.
Wektor impulsu stycznego jest na rys. 5, 6 1 7 zwrocony dodatnio dla samochodu nr 1, za$
ujemnie dla pojazdu nr 2. Sktadowe binormalne impulsu (ruch ztozony) zwrdcone sa w
tym samym kierunku dla obu pojazdow;

na parametry zderzenia sktadaja si¢ predkosci postepowe przed i po zderzeniu wskutek
wykonywania przez pojazdy ruchu postgpowego, oraz predkosci katowe, rowniez przed i
po zderzeniu powstate w wyniku obrotu wokot pionowej osi przechodzacej przez $rodek
masy kazdego pojazdu,

sity zewngtrzne 1 momenty wynikajace z ciagnigtych przyczep lub ré6znego wspodtczynnika
przyczepnosci kot do nawierzchni drogi nie zostaty uwzglednione;

katy pochylenia kot i nadwozia pominigto;

plaszczyzna kierujaca (ptaszczyzna, w ktorej odbywa si¢ ruchu) jest rownolegla do
odcinka drogi, na ktérej odbywa si¢ zderzenie;

impulsy sil od$rodkowych, bezwladnosci w ruchu wzglednym, unoszenia i Coriolisa
zostaty uwzglednione w rownaniach zderzenia, przy czym ich kierunki nie sa znane, zatem
postuzono si¢ sktadowymi tych sit w kierunku normalnej i stycznej do ptaszczyzny
zderzenia;

impulsy sit odsrodkowych zaczepione sa w S$rodku masy pojazdéw lub w pewnej
odleglosci od $rodka masy, za$ impulsy sit bezwladnosci, unoszenia i Coriolisa (ruch
ztozony) — tylko w $rodku masy;

apostrofem oznaczono sktadowe predkosci po zderzeniu.

Rys. 4. Sktadowe impulsu sity uderzenia dla obu pojazdow.
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1.2. Opis modelu zderzenia podczas jazdy po luku

Roéwnania ruchu w modelowaniu zderzenia oparto o [2], przy czym og6lna posta¢ rbwnan
dla ciat o powierzchniach szorstkich zaadaptowano dla przypadku zderzenia
mimosrodkowego samochodow, gdzie wystepuja dodatkowe impulsy sit odsrodkowych,
a w przypadku ruchu ztozonego takze bezwtadnos$ci, unoszenia i Coriolisa.

k k k k k
m; (Vi,n _Vin) = an +ZSOin +ZSBin + Zsuin + ZSCin
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
k k

K K K
m; (Vi —V;) = Zst +Zson + ZSBit +Zsuit + ZSCit 1)
i1 ) i1

=) )
K K K K K K
I (@] — @) :Zstni +anti +ZMOi +ZMBi +ZMUi +ZMCi
i1 i1 i1 i1 i1 i1

gdzie:

- m, —masa i-tego pojazdu;

- v, — styczna do plaszczyzny zderzenia sktadowa predkosci postgpowe;j i-tego pojazdu;

- v,, —normalna do plaszczyzny zderzenia sktadowa predkosci postgpowe;j i-tego pojazdu;
o, — predkos¢ katowa i-tego pojazdu;

- |, — masowy moment bezwtadno$ci i-tego pojazdu,

- S,,S, —normalne i styczne sktadowe impulsu wypadkowej sity uderzenia;

oi — moment pochodzacy od impulsu sity od$rodkowe;j i-tego pojazdu;

. —moment pochodzacy od impulsu wzgledne;j sity bezwtadnosci i-tego pojazdu;

. —moment pochodzacy od impulsu sity unoszenia i-tego pojazdu,

o — moment pochodzacy od impulsu sity Coriolisa i-tego pojazdu;

@

[

M
- M
M
M

- n.,t. — wspdtrzedne potozenia $rodkoOw mas pojazdow bioracych udziat w zderzeniu

wzgledem geometrycznego $rodka zderzenia O';

Noirto; — Wwspotrzedne punktéw przylozenia impulsow sit odsrodkowych wzgledem

geometrycznego $rodka zderzenia O';

Rozwazono trzy przypadki zderzenia w tuku:

— przypadek, kiedy impulsy sit odsrodkowych obu pojazdow zaczepione sa w ich $rodkach
mas. Ich skltadowe uwzgledniono zatem w rdéwnaniach ruchu postgpowego. Pojazdy
wykonuja ruch ptaski;

— przypadek przytozenia impulséw sit odsrodkowych w okreslonej odleglosci od $rodka
masy kazdego pojazdu. Ich skltadowe stanowia wowczas elementy réwnan ruchu
postgpowego 1 obrotowego. Pojazdy wykonuja ruch ptaski;

— przypadek przylozenia impulséw sit odsrodkowych w okreslonej odlegtosci od srodka
masy kazdego pojazdu, przy czym pojazdy wykonuja ruch ztozony.

Przypadek a)

Na rys. 5 pokazano fizyczny model zderzenia czotowego skosnego podczas jazdy po tuku
dla przypadku a), ktéry opisano réwnaniami (2). Réwnania rozpisano tak, aby byly stuszne
dla omawianego zagadnienia zderzenia czolowego (rys. 4). Jako ze pojazdy wykonuja ruch

ptaski, postuzono si¢ rzutami wspotrzednych potozenia $rodkéw mas wzgledem $rodka
zderzenia.
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ml(V:I,.n _Vln) =-S5, —Son
—m, (Vy, —V,,) =S, + So,,
m, (Vl't _Vlt) =S, +Sou

M, (V = V5 ) = =S, + Soy
— (@ —@)=Sn +S.t,
l,(0; —@,)=Sn, =S t,

)

gdzie:

- m;,m, — odpowiednio masa pojazdu 1 i 2 bioracego udzial w zderzeniu;
- V,,,V,, —sktadowe predkosci postgpowych obu pojazdow styczne do plaszczyzny zderzenia;
- v,,,V,, — skltadowe predkosci postgpowych obu pojazdow normalne do plaszczyzny
zderzenia;
- w,, w, — predkosci katowe pojazdow bioracych udzial w zderzeniu;
- 1,I, — masowe momenty bezwladnosci pojazdéw wzgledem osi pionowych
przechodzacych przez ich $rodki mas;
- S,, S, — sktadowe impulsu wypadkowe;j sily uderzenia w kierunku normalnym i stycznym,;
- SourSomsSoxnr90,, - sktadowe impulsu sity ods$rodkowej pojazdu 1 1 2 w kierunku
stycznym i normalnym;
- n,t,n,,t, — wspolrzedne polozenia Srodkow mas pojazdéw bioracych udziat w zderzeniu
wzgledem geometrycznego srodka zderzenia O'.

t So2

So1

Rys. 5. Fizyczny model zderzenia czolowego skosnego pojazdow. Impulsy sit odsrodkowych
zaczepione w srodku masy kazdego pojazdu.

W réwnaniach (2), w cze$ci dotyczacej ruchu obrotowego (dwa ostatnie rOwnania), nie
wystgpuja momenty pochodzace od impulsow sit odsrodkowych, poniewaz sily te sa
przytozone w §rodkach mas obu pojazdow (punkty A i B), zas§ momenty liczone sa wzglgdem
osi pionowych przechodzacych przez te punkty. W czgsci dotyczacej ruchu postepowego
procz dwoch sktadowych nieznanego impulsu (normalna S, i styczna S,) pochodzacego od

wypadkowej sity uderzenia, wystgpuja cztery sktadowe impulsu sity odsrodkowej, po dwie
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dla kazdego pojazdu ( Sy, SoinySons S0, )- DO rozwigzania takiego uktadu szesciu rownan

z dwunastoma niewiadomymi nalezy wykorzysta¢ zalezno$¢ wynikajaca z hipotezy Newtona
dla wspotczynnika restytucji normalnych predkosci wzglednych oraz z metody Routha [2]
definiujacej tzw. wspotczynnik restytuciji predkosci stycznych.

Oba wspotczynniki opisano wzorami (3) przy zatozeniu, ze zderzenie jest bezposlizgowe.
W przypadku zderzenia z poslizgiem nalezy, zamiast wspotczynnika restytucji predkosci
stycznych, uwzgledni¢ dynamiczny wspodtczynnik tarcia migdzy powierzchniami
samochodow f [2].

Rt W (3)
Wt

gdzie:

- R — wspotczynnik restytucji dla kierunku normalnego;

- 6@ — wspotczynnik restytucji dla kierunku stycznego;

- W, w,, — sktadowe normalne predkosci wzglednej przed i po zderzeniu;
- w,, w; — sktadowe styczne predkosci wzglednej przed i po zderzeniu.

Wspoélczynnik restytucji, wg hipotezy Newtona definiowany jest rowniez jako stosunek
impulsu sity po zderzeniu do impulsu sity przed zderzeniem w kierunku normalnym (4).
Jednak wzor (4) nie jest tozsamy z wzorem (3), mimo, ze dzigki obydwu przedstawiono
sposdb wyznaczania tej samej wielkosci. Nalezy jednak pamigtac, ze wspotczynnik restytucji
jest wielko$cia niemianowana, natomiast po prawej stronie obydwu wzorow [(3) 1 (4)]
wystepuja réozne wielkosci. Ponadto wzor (3) pozwala wykorzysta¢ predkosci postepowe
i katowe obu zderzajacych si¢ pojazdow (ciat), zas wzor (4) — tylko jednego.

s
R=1 @

n

Wyznaczenie wartosci skladowych stycznych i normalnych impulséw po zderzeniu nie
jest na tym etapie mozliwe, poniewaz nieznane sa wartosci predkosci pozderzeniowych.
Zatem po wprowadzeniu tzw. wzglednej predkosci poslizgu i $ciskania (5) dla poczatkowej
chwili zderzenia otrzymano

W, = (Vg —Ny@;) — (Vy —N,0;,),

()

W, = (Vy, +t@,) — (—V,, —t,m,).

Stad przy wykorzystaniu wzoréw (3) mozna uzyska¢ dodatkowe rownania (6), o ktore
wzgledem niewiadomych uzupetniona jest liczba rownan (1). Roéwnania te definiuja predkos¢
poslizgu 1 Sciskania dla koncowej chwili zderzenia. Nalezy przy tym uwzgledni¢ znajomos$¢
wspolczynnikow R i 8, ktore zwykle wyznaczane sa doswiadczalnie [1].

w, = (vy, —N@)) — (V5 —N,w;) =W,6,

(6)

Wr’1 = (V:I’.n +t1a):[) - (_V;n _tzwé) =—-W, R.

Przy obliczaniu predkosci koncowych wymagana jest znajomos¢ nieznanych sktadowych
impulsu sity uderzenia. Jak widaé, rdwnania (6) nie stuza do ich wyznaczenia, zatem nalezy
przyja¢ dodatkowe zatozenia co do natury zderzenia. Przyjeto, ze omawiany jest model
zderzenia bezposlizgowego, charakteryzujacy si¢ tym, ze pojazdy pozostaja w kontakcie prze
cala dlugotrwato$¢ zderzenia a ich powierzchnie nie §lizgaja si¢ wzajemnie po sobie.
Zachodza wigc odksztatcenia postaciowe (w kierunku stycznym do plaszczyzny zderzenia)
oraz objetosciowe (w kierunku normalnym), przeto za [2] dokonano nastepujacych
przeksztatcen:
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1 1 n> nl

A=—+—+L1+-2

ml mZ Il 2

2 2
B:i+i+ti+t_2 (7)

ml m2 Il |2

Wzgledna predkos¢ poslizgu (styczna) w zderzeniu bezposlizgowym zostata opisana
wzorem
w, =w, — AS, —CS, = 6w, (8)

natomiast wzgledna predkos¢ $ciskania (normalna)
w, =w, —-CS, -BS, =—Rw,, 9)

Po rozwiazaniu réwnan (8) i (9) wyznaczono za [2] warto$ci impulséw stycznego
I normalnego (10), gdzie wystgpuja wielkosci z poczatkowej chwili zderzenia.
s _~ (1+R)Cw, +(1—6)Bw,
.=

BA_C2 , (10)
s _ @+R)Aw, —(1-0)Cw,
" BA—C? '

Z réwnan (1) mozna otrzyma¢ wyrazenia pozwalajace na obliczenie wartosci predko$ci na
koncu zderzenia:

: S: . Sou : S; | Soa
Vyg =Vy +—+ ) Vo = Vo — + 1
ml ml m2 m2
! S SOl ! Sn S02n
Vlnzvln__n_—n’ Von = Vo — T (11)
ml ml m2 m2
. Sn St : S.n St
_ t° 1 n-1 _ t''2 n-2
e w, =, + T
1 1 2 2

Dysponujac rownaniami (1) oraz (10) mozna wyznaczy¢ wartosci koncowe predkosci
postepowej 1 katowej kazdego z pojazdow bioracych udzial w zderzeniu. Rozwiazanie
zagadnienia zderzenia z uwzglednieniem szorstko$ci powierzchni samochodow wymaga
znajomosci dwoch wspotczynnikow: wspolczynnika restytucji dla predkosci normalnych R
oraz stycznych @, oraz impulséw pochodzacych od sity od$rodkowej kazdego z pojazdow.
Jezeli wielkosci te nie sa znane, zadanie pozostaje nieoznaczone, poniewaz w oSmiu
réwnaniach wystapi dwanascie niewiadomych. Dodatkowymi niewiadomymi bgda w tym
przypadku impulsy sit odsrodkowych oraz wspotczynniki restytucji predkosci normalnych
i stycznych.

Przypadek b)

W ramach analizy rozpatrzono zderzenie czotowe sko$ne mimosrodkowe, przy czym w
przeciwienstwie do przypadku a) przyjgto, ze impulsy sit odsrodkowych nie sa przytozone w
srodku masy pojazdu w wyniku np. zarzucania kot jednej z osi lub chwilowej nadsterownosci.
Na rys. 6 pokazano fizyczny model zderzenia ktory za [1] i [2] opisano réwnaniami (12).
Apostrofem oznaczono sktadowe predkosci po zderzeniu. Réwnania rozpisano tak, aby byty
stuszne dla omawianego zagadnienia zderzenia czotowego (rys. 6). Tak jak w przypadku a)
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pojazdy wykonuja ruch plaski, zatem postuzono si¢ sktadowymi wspotrzednych potozenia ich
srodkdw mas wzgledem geometrycznego srodka zderzenia.
m, (V:[n - Vln) =-S5

n__ SOln

—m, (V;n _VZn) =S, +Sozm

m, (V1’t _Vlt) = St + Son

m, (V;t _VZI) =S, +Sox

— (@] —®,) =SSN, + St — Sy N6y — Sounton

(12)

’
I, (@) —@,) =Sn, =S t, + SgNg, + Spontos,

gdzie:
- m;, m, —odpowiednio masa pojazdu 1 i 2 bioracego udziat w zderzeniu;
- V,,,V,, — sktadowe predkosci postgpowych obu pojazddw styczne do ptaszczyzny zderzenia;
- V,,,V,, — skladowe predkosci postgpowych obu pojazdow normalne do plaszczyzny
zderzenia;
- m,, ®, — predkosci katowe pojazdoéw bioracych udziat w zderzeniu;

I,,1, — masowe momenty bezwladno$ci pojazdow wzgledem osi pionowych
przechodzacych przez ich $rodki mas;
- S,,S, — sktadowe impulsu wypadkowej sity uderzenia w kierunku normalnym i stycznym;
- SourSom S0 S0 — Sktadowe impulsu sily odsrodkowej pojazdu 1 1 2 w kierunku
stycznym i normalnym;
- NoytorsNosyto, — wspolrzedne punktu przytozenia sity odsrodkowej i-tego samochodu
wzgledem jego srodka masy;
- n,t,n,,t, — wspolrzedne polozenia Srodkow mas pojazdéw bioracych udziat w zderzeniu
wzgledem geometrycznego srodka zderzenia O'.

So2

Rys. 6. Fizyczny model zderzenia czolowego skosnego pojazdow. Impulsy sit odsrodkowych nie
zaczepione w $rodku masy.

W réwnaniach (12) dotyczacych ruchu obrotowego wystepuja momenty pochodzace od
impulsow sit odsrodkowych, poniewaz sily te nie sa przytozone w srodkach mas obu
pojazdow (punkty C; i Cy). W czegsci dotyczacej ruchu postgpowego sktadowe wystepuja jak
w rownaniach (2). Do rozwigzania wykorzystano rowniez zaleznosci wynikajace z hipotezy
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Newtona dla wspoétczynnika restytucji normalnych predkosci wzglednych oraz metody
Routha [2] (wspotczynnik restytucji predkosci stycznych).
Oba wspotczynniki opisano wzorami (3) rowniez zaktadajac zderzenie bezposlizgowe.

Wykorzystano takze pojgcie wzglednej predkosci poslizgu 1 $ciskania dla poczatkowej
chwili zderzenia jak w przypadku a).
Przy wykorzystaniu wzorow (3) uzyskano dodatkowe réwnania, o ktore, jak w przypadku
a) uzupetniono réwnania (12).
W, = (Vi = @) = (Vi —~1,0) = W0, )
W, = (Vi +t) = (=V3, —L,05) = -W,R.

Roéwniez w tym przypadku niemozliwe jest uzyskanie pelnego rozwiazania bez
znajomosci impulsu stycznego i normalnego oraz obu wspotczynnikow restytucji. Nalezy
zatem dokonaé przeksztatcen jak w przypadku a) (wzor 7) i postugujac si¢ zaleznosciami
opisujacymi predkosci poslizgu 1 S$ciskania wyznaczy¢é wzory opisujace impulsy sity
uderzenia (10).

Z rownan (12) otrzymano wyrazenia pozwalajace na obliczenie wartosci predkosci
koncowych zderzenia:

' St Son ' t SOZt
Ve = Vg + 24—, Voo =V =——— +———,
m, m, m, m,
VI =V, — Sn _ SOln V' =V _ Sn _ S02n
in = Yin 1 2n — VY2n )
m, m, m, m,
S St S Soiat (14)
. n n
o, = @, — tt1 n1_|_ O1t 01+ O1n 01’
I1 |1 |1 I1
. S.n S t S, N St
W, = w, + t 2 n2+ 02t 02+ 0O2n 02_

I I I I

Dysponujac rownaniami (10) i (12) mozna wyznaczy¢ warto$ci koncowe predkosci
postgpowej 1 katowej kazdego z pojazdow bioracych udziat w zderzeniu przy uwzglednieniu
wptywu impulséw sit odsrodkowych na ruch obrotowy pojazdow w trakcie zderzenia. Jezeli
wartos$ci tych impulsoéw te nie sa znane, zadanie pozostaje nieoznaczone.

Przypadek c)

W kolejnym kroku analizy rozwazono przypadek, kiedy w wyniku uderzenia pojazdy nie
poruszaja si¢ w plaszczyznie drogi, ale wykonuja ruch zlozony unoszac si¢ nad jej
powierzchnig. Réwnania opisujace ruch pojazdéw w trakcie zderzenia (20) uzupelniono
0 impuls sity bezwladnosci w ruchu wzglednym, impuls sity unoszenia 1 Coriolisa oraz
impuls sily uderzenia w kierunku binormalnym. UlozZenie takich rownah z rzutowaniem
kazdego impulsu na o$ styczna, normalng 1 binormalna nastr¢czyloby problem ich ztozonosci.
Dlatego postanowiono postuzy¢ si¢ promieniami wodzacymi zamiast ich rzutami na
wszystkie trzy osie.

Przyjeto, ze w wyniku oddzialywania pojazdéw na siebie sity te doznaty duzych
przyrostow w skonczenie matym przedziale czasu (potowa dlugotrwatosci zderzenia).
Wszystkie trzy sily zostaly przylozone w $rodkach mas obu pojazdow, zatem wystgpuja
jedynie w rownaniach ruchu postgpowego.
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mM; (Vi = Vi) = Sy +So; +Syi + S¢ + S
li (@ —@y) =S.r, +S, 1, +S,1 +Sqil,

i=12 (20)
k=n,t,b
a: XS7yS’ZS

gdzie:
- m, —masa i-tego pojazdu bioracego udziat w zderzeniu;
- v, — sktadowe predkosci postgpowych i-tego pojazdu normalne (n), styczne (t) i binormalne
(b) do ptaszczyzny zderzenia,;
- X, Y., Z, — wspotrzedne wzdluz podtuznej, poprzecznej 1 pionowej osi symetrii i-tego
pojazdu liczac od $rodka jego masy;
- o, — predkosci katowe i-tego pojazdu bioracego udzial w zderzeniu wokot jego podtuzne;,
poprzecznej i pionowej 0si symetrii;
- |, — masowy moment bezwiladnosci i-tego pojazdu wzglgdem osi podtuznej, poziomej
| pionowej przechodzacej przez jego $rodek masy;
- S, — sktadowe impulsu wypadkowej sity uderzenia w kierunku normalnym (n), stycznym
(t) i binormalnym (b);
- Sy, — impuls sity od$rodkowe;j i-tego pojazdu;
- Sy; — impuls sily unoszenia i-tego pojazdu;
- S — impuls sity Coriolisa i-tego pojazdu;
- Sy, — impuls sity bezwtadnosci w ruchu wzglgdem nieinercjalnego uktadu odniesienia Ontb
i-tego pojazdu (wzgledna sita bezwtadnosci);
- I'y; — promien (odlegto$¢) punktu przytozenia sity odsrodkowej i-tego samochodu wzglgdem
jego srodka masy;
- I, — promien (odleglo$¢) potozenia srodka masy i-tego pojazdu wzgledem geometrycznego
srodka zderzenia O'.

Wg twierdzenia Coriolisa [12] przyspieszenie bezwzgledne punktu wzgledem ruchomego
uktadu odniesienia jest suma przyspieszenia wzglednego, unoszenia i Coriolisa.

Za [12] opisano sity sktadajace si¢ na ruch ztozony pojazdéw. Sity te zaczepiono w srodku
masy kazdego z pojazdoéw bioracych udziat w zderzeniu. Sitg bezwladnosci (wzgledna) dla
kazdego z pojazdow mozna opisac zaleznoscia (21). Wektor tej sity jest zwrdcony przeciwnie

do sktadowej normalnej wektora predkosci postgpowej danego pojazdu.
P, =m,a =12, (21)

itwi Y

gdzie:
a,; — przyspieszenie wzgledne i-tego pojazdu.

Site unoszenia dla kazdego z dwoch pojazdéw mozna za [12] opisaé zalezno$cia (22).
Wektor przyspieszenia unoszenia prostopadly do wektora sity bezwladnosci w ruchu
wzglednym danego pojazdu.

Fsi =m;a,, i=12, (22)
gdzie:
a,; — przyspieszenie unoszenia i-tego pojazdu.
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Site Coriolisa dla kazdego samochodu mozna za [12] opisa¢ zalezno$cia (23). Wektor
przyspieszenia Coriolisa jest nachylony jest pod katem prostym do wektora predkosci katowej
danego pojazdu oraz do rzutu wektora predkosci unoszenia na plaszczyzneg, w ktorej dziata.

Py =mag =2m,oVv, sin g, i=12, (23)
gdzie:
ac; — przyspieszenie Coriolisa;
V,; — predkos¢ wzgledna i-tego pojazdu;
; — predkos¢ katowa i-tego pojazdu;
¢, — kat zawarty migedzy wektorem predkosci wzgledne; a wektorem predkosci katowe;j
danego pojazdu [12];

Na rys. 7 przedstawiono rozktad impulséw sit odsrodkowych oraz sit sktadowych ruchu
ztozonego.

Rys. 7. Rozlozenie sktadowych impulsow sit odsrodkowych oraz sit sktadajacych sig na ruch ztozony
wzgledem ruchomego uktadu wspotrzednych.

Do rozwiazania tego uktadu wykorzystano zalezno$ci jak w punktach a) i b), przy czym
nalezy uwzgledni¢ rowniez rzuty predkosci na o$ binormalna uktadu wspétrzednych
0 poczatku w geometrycznym Srodku zderzenia. Wynika to stad, ze predkos$¢ postgpowe
pojazdéw zostalyby roztozone na trzy sktadowe. Zatem réwnania (5) nalezy uzupehié
0 réwnanie zawierajace sktadowe binormalne predkosci, ktore moga spowodowac roztozenie
wzglednej predkosci poslizgu na kierunek styczny 1 binormalny dla w chwili poczatkowe;j
zderzenia.

W zwiazku z tym mozna przyja¢, ze wzajemny poslizg pojazdow (dla zderzenia
poslizgowego) moglby mie¢ dwa kierunki. Poniewaz jednak przyjeto zderzenie

bezposlizgowe, zatem wspotczynnik restytucji © moze obowiazywac zaréwno dla predkosci
stycznych, jak i binormalnych.

Dodatkowe réwnania (24) definiujace predkos¢ poslizgu i $ciskania dla koncowej chwili
zderzenia, zalezne od wspotczynnikow R 1 &, moglyby by¢ uzupetnione o réwnanie dla
predkosci binormalnych. Ogolna posta¢ rownan ze wspolczynnikami restytucji:

w, =w,0,
w, =-w,R, (24)
W, =W, 6.
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Nastepnie, biorac pod uwage odksztatcenia postaciowe 1 objegtosciowe oraz predkosci w
kierunku binormalnym, nalezy dokona¢ przeksztatcen pozwalajacych na obliczanie impulsow
sit zderzenia w trzech kierunkach, a nastgpnie wyznaczy¢ stan kinematyczny pojazdéw po
zderzeniu (25), jak w przypadkach a) i b).

Vv 4 Sy +Sg; +Sy; +S¢ + Sy
ik ik m

S.;r,+S. r+S..I+S, I
a);iza)ai+ t|+n|_|; b||+ Qi 0i (25)

ai

1=1,2;, k=n,t,b; a=x,,Y,,Z

Podobnie jak w poprzednich punktach nalezy zna¢ warto$ci impulsow sit sktadowych
ruchu wzglednego, ktére mozna wyznaczy¢ np. z [12], impulséw pochodzacych od sit
odsrodkowych oraz wspotczynnikow restytucji w kierunku normalnym i stycznym do
plaszczyzny zderzenia. Istotnym jest mozliwos¢ wyznaczenia sity odsrodkowej pojazdu, np.
z zaleznosci wystepujacych w dynamice ruchu poprzecznego samochodu. W pracy [1] zostaty
one przedstawione jako kryteria tzw. stateczno$ci poprzecznej samochodu. W pracy [15]
zjawiska ruchu krzywoliniowego samochodu zostaly oméwione szerze;j.

WNIOSKI

Modelowanie zderzen moze stanowi¢ mechanizm umozliwiajacy wykazanie wptywu
rodzaju zderzenia na zmiany parametrow ruchu pojazdu bioracego w nim udzial. Stopien
skomplikowania modelu zderzenia moze by¢ podstawa do analizy tego zjawiska w szerszym
aspekcie, niz dotychczas. Ponadto wprowadzenie do modelu zderzenia nowych wielko$ci
umozliwia pelniejsze odzwierciedlenie rzeczywisto$ci oraz przebiegu wypadkow, jakie miaty
miejsce w rzeczywistosci. Dzigki przeprowadzeniu symulacji zderzenia mozna, dysponujac
wystarczajaco skomplikowanym jego modelem matematycznym, dokona¢ oceny skutecznosci
I bledow programu, w ktorym symulacja zostatla przeprowadzona. Parametry zderzenia
samochodow dla rzeczywistego wypadku drogowego moga by¢ wykorzystane do analizy tego
samego przypadku analitycznie.
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SELECTED ASPECTS OF ANALYSIS
AND MODELLING OF A COLLISION
BETWEEN TWO VEHICLES

Abstract

In the paper analysis of certain aspects of collision between motor vehicles modelling is presented
including selected factors influencing its course. The classic approach towards the crash of
mechanical bodies was adapted to the problem of the collision between vehicles, as the general
analysis of complexity of this issue was conducted.

Apart from taking the roughness of the surface of crashing vehicles into account, the occurrence of
additional, external impulse forces acting on the set of vehicles being in contact was also assumed.
Moreover, apart from the plane motion, also a resultant motion of each vehicle during the crash was
included (forces of inertia and transportation as well as Coriolis force).

Analysis was made concerning the possibility and necessity to take the selected parameters into
account in modelling of collisions between vehicles.
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