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Streszczenie
Zaproponowano rozszerzenie wyznaczania niepewno�ci pomiarów 
metod� statystyczn� typu A zalecan� przez mi�dzynarodowy przewodnik 
GUM. Po wyeliminowaniu trendu z obserwacji pomiarowych i 
uwzgl�dnieniu wp�ywu autokorelacji wybiera si� w�a�ciwy rozk�ad 
prawdopodobie�stwa stosuj�c kryterium �2 i najbardziej wiarygodny 
statystycznie jego parametr. Podano przyk�ad procedury wyznaczania 
�rodka rozst�pu jego odchylenia standardowego dla rozk�adu 
jednostajnego oraz mediany dla rozk�adu dwuwyk�adniczego Laplace�a, 
jako najdok�adniejszych parametrów tych rozk�adów. Porównano je z 
parametrami zalecanymi przez GUM. Zamieszczono wnioski i literatur�.

S�owa kluczowe: pomiar, niepewno�� typu A, rozk�ad prawdopodobie�stwa

Influence of the inadequate choice of 
distribution parameters on the 
uncertainty evaluated by method type A 

Abstract 

Proposal of the development of the method type A evaluation of the 
measurement uncertainty recommended by ISO international guide  
is given. It contains of choosing the adequate probability 
distribution using the �2 criterion and its the most likelihood 
parameter. The numerical example of the midrange and its standard 
deviation calculations of the rectangular distribution and median (MED) 
of Laplace double-exponential one is presented. They are compared to 
parameters recommended by GUM. Summary and literature is included. 

Keywords: measurement, type A uncertainty, random distribution 
                                                                                    
�. Wprowadzenie 

Przyj�te w Przewodniku ISO GUM [1, 2] metody oceny 
niedok�adno�ci wyniku pomiarów oparte s� na wprowadzonym w 
nim nowym poj�ciu - niepewno�� (uncertainty), zdefiniowanym 
ogólnie bez korzystania z warto�ci rzeczywistej, tj.:

�Niepewno�� � parametr, zwi�zany z wynikiem pomiaru, 
charakteryzuj�cy rozrzut warto�ci, który mo�na w uzasadniony 
sposób przypisa� wielko�ci mierzonej.� 
Podstaw� do oceny niepewno�ci pomiarów s� dwie jej sk�adowe 
oznaczone jako uA(x) i uB(x). Pierwsz� wyznacza si� metod� A 
�ci�le statystyczn�, drug� szacuje si� w inny sposób, tj. wg 
metody B. Niepewno�� uA(x) wyznacza si� nast�puj�co:  
 - z �surowych� sygna�ów lub odczytów, po wprowadzeniu 
znanych poprawek otrzymuje si� próbk� skorygowanych n
obserwacji pomiarowych qi traktowanych dalej jako losowe, 
� nast�pnie wyznacza si� ich warto�� �redni� q  jej i jej 
odchylenie standardowe jako niepewno�� standardow� uA(x).
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Parametry wyznaczone z próbki metod� A s� estymatami 

parametrów populacji mo�liwych wyników obserwacji. Zakres 
stosowania tej metody dotyczy warto�ci obserwacji pomiarowych, 
które mo�na traktowa� jako niezale�ne realizacje zmiennej losowej 
abstrahuj�c od ich powi�za� czasowych i przestrzennych. 
Procedura jest taka jak dla pozornych b��dów przypadkowych o 
rozk�adzie normalnym. Zalecenia Przewodnika GUM nie podaj�
jak poprawnie szacowa� niepewno�� pomiarów, gdy zmiany 
parametrów obiektu mierzonego i toru pomiarowego podlegaj�
innym rozk�adom ni� normalny. Przepisy metrologiczne nie 
nad��aj� za bie��cymi potrzebami praktyki pomiarowej. Dlatego 
te� ukazuje si� szereg prac po�wi�conych doskonaleniu i 
rozszerzeniu metod podanych w Przewodniku GUM, w tym [5-8].  

W publikacji [7] autorzy omówili usuwanie trendu liniowego z 
�surowych� wyników równomiernie próbkowanych obserwacji 
pomiarowych i sposób uwzgl�dniania wp�ywu autokorelacji w 
obliczeniach niepewno�ci typu A [5]. Wykazano, �e skorelowanie 
obserwacji skutkuje zmniejszeniem si� efektywnej ich liczby, co 
pogarsza wyznaczan� statystycznie dok�adno�� pomiarów. 
Nieprawid�owo�ci pojawiaj� si� w praktyce, gdy wg kryterium �2
najbli�szy rzeczywistemu rozk�ad prawdopodobie�stwa 
obserwacji ró�ni si� znacznie od normalnego. Wówczas to 
warto�� �rednia próbki i standardowe jej odchylenie mog� nie 
stanowi� najlepszej oceny warto�ci i niepewno�ci wyniku 
pomiaru mierzonego parametru. Nale�y pos�u�y� si� innymi 
parametrami [M5, M6]. Zilustruje si� to dla rozk�adu 
jednostajnego obserwacji pomiarowych wraz z przyk�adem próbki 
oraz omówi si� rozk�ad dwuwyk�adniczy (Laplace�a). Poda si�
najbardziej efektywne ich parametry wraz z odchyleniami 
standardowymi jako podstaw� oceny niepewno�ci pomiaru. 
Wyniki porówna si� z warto�ci� �redni� i niepewno�ci� typu A.  

2. Oszacowanie niepewno�ci obserwacji 
o rozk�adzie jednostajnym 

Ze statystyki matematycznej wynika, �e dla próbki z populacji 
o rozk�adzie jednostajnym (u�ywa si� te� nazw: rozk�ad 
równomierny lub prostok�tny) najbardziej efektywn� ocen�
wyniku pomiaru jest �rodek rozpi�cia q�.r. Wyznacza si� go z 
warto�ci �redniej najmniejszego oraz najwi�kszego elementów qs,i
próbki po uporz�dkowaniu [M5] s. 407, [M6] s. 125 , tj:  
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Wg [M6] warto�� oczekiwana M(V) rozpi�cia próbki 
1,, sns qqV ��  i wariancja �rodka tego rozpi�cia D(q�.r) wynosz�:
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gdzie: R jest rozpi�ciem ca�ej populacji o rozk�adzie 
jednostajnym, z którego zosta�a pobrana próbka o n obserwacjach. 

Standardowe odchylenie �rodka rozpi�cia jest nast�puj�ce: 
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Opis rozk�adu jednostajnego przez warto�� �redni� x i jej 
odchylenie �rednie standardowe uA(x), czyli niepewno�� typu A 
wg zalece� GUM daje gorsze wyniki, gdy� przy du�ej liczbie 
obserwacji n w próbce odchylenie standardowe s(q�.r) �rodka 
rozpi�cia zmniejsza si� proporcjonalnie o ok. n razy, a 
niepewno�� uA(x) tylko o �n. �rodek rozpi�cia jest wi�c
korzystniejszym parametrem do opisu rozk�adu jednostajnego. 
Zostanie to poparte przyk�adem liczbowym. 

Przyk�ad �
Otrzymano próbk� zawieraj�c� n=144 �surowych� obserwacji 

pomiarowych o warto�ciach liczbowych qi pozyskanych kolejno 
przy równomiernym próbkowaniu: 
  8.483   4.527   7.032   3.956   2.121   1.869   4.473   7.531   5.170   1.902 
  2.621   9.252   8.494   5.556   4.757   1.647   1.480   2.652   2.965   8.508 
  5.908   8.202   1.703   2.652   2.635   8.858   3.498   2.300   2.270  10.034 
  8.712   8.325   8.666   1.843   3.391   7.531   5.159   8.385   4.501   7.328 
  6.830   3.884   6.638   6.541   5.600   7.441   3.453   6.266   7.342 10.003 
  5.811   8.824   5.120   1.996   4.750   4.798   9.807   6.380   9.132   8.798 
  8.170   4.527  10.768  5.367   4.310   6.074   6.910   4.218   5.893   2.959  
10.842   5.636   7.136   6.796   7.263   5.912   3.181   5.066   8.332   8.217 
  9.890   9.325 11.223   4.222  11.102   4.899   4.378   4.448   6.566   9.918 
  5.159   4.735   4.675   9.855   7.649  10.101   3.280  10.065  5.154   3.374  
10.564   7.123   9.443   5.853  10.704   8.898   6.136   4.812   4.230   8.056  
10.752   7.652 10.496   4.287    8.934   6.225   6.279   5.964   6.016   7.167 
  8.355 11.232   4.042   7.042   5.603  11.830 10.198  7.523   9.112 10.989 
  7.343 10.020 12.423 12.097   7.898   7.053   9.162   4.116   9.229   5.015 
  7.410   4.385   6.397   9.053  
Nale�y oszacowa� najbardziej efektywn� statystycznie warto��
wyniku pomiaru oraz jego miar� niepewno�ci.  

Rozwi�zanie  
Na rys 1 przedstawiono warto�ci kolejnych obserwacji. Ich 
rozrzuty s� do�� znaczne. Dalsz� procedur� oblicze� podano w 
Tabeli 1. Omówimy j� kolejno wg wierszy tej tabeli. 
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Rys. 1. Warto�ci surowych obserwacji próbki z przyk�adu 1.  
Fig. 1.  Values of rough observations of the sample of example 1. 

1. Jako odniesienie do dalszych rozwa�a� w wierszu 1 tabeli 
podano warto�� �redni� i standardowe odchylenie surowych 
wyników obserwacji Obliczono je wg wzorów z Przewodnika 
GUM. Standardowe odchylenie obserwacji jest du�e - wynosi 
ponad 40 % warto�ci �redniej. 
2. W tre�ci przyk�adu nie ma informacji o oddzia�ywaniach 
systematycznych i ich poprawkach. Mo�na jednak z surowych 
obserwacji pomiarowych próbki usun�� progresj� ich warto�ci w 
czasie. W tym celu nale�y zbada� wyst�powanie trendu, w 
pierwszym przybli�eniu jako liniowego. Konieczna jest do tego 
celu znajomo�� wzgl�dnych czasów pozyskania obserwacji. Przy  

Tab. 1. Procedura estymacji wyniku pomiarów z przyk�adu 1 
Tab. 1. Estimation procedure of measurement result � example 1 

Dane: �surowe� wyniki obserwacji qi � wykres rys �
Lp

a) Wg Przewodnika GUM b) Najlepsze statystycznie 

Parametry surowych obserwacji 
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Wykrycie i usuni�cie trendu  
Wykryto trend liniowy o nachyleniu �A 0.02491 
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Unormowana funkcja autokorelacji �k bez trendu 
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Rzeczywista liczba pomiarów  
n

Liczba stopni swobody  
�= n-1

Efektywna liczba pomiarów 
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Liczba  stopni  swobody 
�eff= n -1   (6)

Histogram skorygowanej próbki 

5
Warto�ci kra�cowe:  qs,1= 2,469 � qs,144=11,105 

Rozpi�to�� próbki:  636,81,144, ��� ss qqV
Liczba przedzia�ów:  m=10 (o szeroko�ci 0,864)

Wybór rozk�adu wg kryterium: �2

Poziom istotno�ci �=0,05,  
liczba stopni swobody 712 ���� mv
Warto�� 2

,�� v
 (z tabeli �2): 11,142

05,0,7 ��
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równomiernym próbkowaniu czasy te wynikaj� z kolejno�ci i 
cz�sto�ci próbkowania.  
Nachylenie trendu liniowego wyznacza si� np. w sposób podany 
przez autorów w [5] metod� najmniejszych kwadratów. 
Otrzymany w ten sposób wspó�czynnik nachylenia �A 0.02491. 
Korekcj� obserwacji mo�na przeprowadzi� wzgl�dem warto�ci 
�redniej lub wzgl�dem �rodka rozst�pu próbki. Wyniki b�d�
ró�ni�y si� niewiele. Skorygowane warto�ci obserwacji dla 
drugiego z przypadków podaje wzór (3) w tabeli 1. 

3. Nale�y nast�pnie sprawdzi� czy pochodz�ce z jednej 
populacji wyniki obserwacji w postaci sygna�ów lub odczytów nie 
s� ze sob� skorelowane. Niezb�dna do tego celu jest te�
informacja o wzgl�dnych odst�pach czasu pomi�dzy kolejnymi 
obserwacjami. Przy próbkowaniu równomiernym i ci�g�o�ci w 
pozyskiwaniu obserwacji próbki wzór dla warto�ci �k funkcji 
autokorelacji [M1 - M3] upraszcza si� do postaci (4) w tabeli 1. 
Wyst�puje w nim k jako liczba okresów próbkowania (odleg�o��)
pomi�dzy obserwacjami pomiarowymi. Otrzymane po eliminacji 
trendu warto�ci �k funkcji autokorelacji przedstawiono na rys 2 
��cz�c kolejne punkty lini� �aman�. Funkcja �k spada gwa�townie 
z 1 prawie do 0 ju� przy drugiej obserwacji i nast�pnie waha si�
wokó� warto�ci 0. Wyniki obserwacji s� wi�c nieskorelowane. 

4. Sprawdzenie funkcji autokorelacji jest konieczne, gdy� jak 
wynika z publikacji [5], [6] w obliczeniach niepewno�ci 
pomiarów powinno si� j� uwzgl�dni� tzw. �efektywnej liczb�
obserwacji� neff �wzór (5). Jest ona mniejsza od rzeczywistej 
liczby n i wskutek tego niepewno�� wyniku pomiaru b�dzie 
wi�ksza ni� uA(x) obliczona wg GUM w rutynowy sposób. Dla neff
wyznacza si� te� liczb� jej stopni swobody �eff � wzór (6). 
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Fig. 2. Autocorrelation function of observations of the example 1. 
Rys. 2  Funkcja autokorelacji wyników obserwacji z przyk�adu 1. 

5. Do wyboru w�a�ciwego rodzaju rozk�adu obserwacji próbki 
sporz�dza si� histogram ich skorygowanych warto�ci. Mo�na te�
dodatkowo posi�kowa� si� wykresem uporz�dkowanych wyników 
obserwacji. Nie stwierdzono w próbce istotnie odstaj�cych
warto�ci kra�cowych, które nale�a�oby odrzuci� jako zbyt ma�o
prawdopodobne lub omy�ki. Wykorzystuje si� wszystkie 
obserwacje pomiarowe. Na osi x odk�ada si� kolejne numery j
przedzia�ów warto�ci obserwacji (j=1, ..., m), a na osi y � ich 
cz�sto�� empiryczn� wj=nj/n (gdzie: nj - liczba pomiarów w 
przedziale j, n � liczba pomiarów). Z rozpi�to�ci próbki 
V=max(qi) - min(qi) wyznacza si� szeroko�� przedzia�ów h wg 
zale�no�ci: 

m
qq

h ii )(min)(max �
�  (7) 

gdzie: m � przyj�ta liczba jednakowych przedzia�ów  

Warto�ci kra�cowe skorygowanych obserwacji wynosz�:
2,469 � � 11,105

Przyjmuj�c m=10 klas grupowania otrzymano histogram podany 
na rys.3. Szeroko�� przedzia�ów wynosi 0,864. 

6. Z kszta�tu histogramu wywnioskowano, �e nale�y
sprawdzi�, czy dla warto�ci obserwacji mo�na przyj�� rozk�ad 
jednostajny jako model matematyczny. Hipotez� sprawdza si�
ilo�ciowo za pomoc� kryterium �2 [M1-M2]. Przy liczbie stopni 
swobody histogramu 12 ��� mv  i przyj�tym poziomie 
istotno�ci � wyznacza si� 2

,��v  z tablicy rozk�adu �2, np. w 

[M1]. Oznacza ono, �e rozbie�no�ci ze wszystkich przedzia�ów j
pomi�dzy wynikami rzeczywistymi i za�o�onego rozk�adu 

teoretycznego nie powinny przekroczy� tej warto�ci. Dla 
histogramu z rys.3 �2=5,306. przy �=0,05 i 71210 ����v
otrzymuje si� 2

05,0,7� = 14,11. Sprawdzenie hipotezy o rozk�adzie 

jednostajnym daje wynik pozytywny, gdy� 2
05,0,7

2 �� � . Mo�na 

przyj�� ten rozk�ad do opisu obserwacji. Przy tych samych 
warto�ciach � i � obserwacje próbki nie spe�niaj� kryterium �2
dla rozk�adu normalnego. 
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Rys. 3. Histogram obserwacji do przyk�adu 1:  
kolor czarny: wi � dla próbki; czerwony - dla rozk�adu jednostajnego. 
Fig. 3.  Histogram of observations of the example 1. 
black -  wi of probe observations; red - pjdnst,,j of uniform distribution. 

7. W wierszu 7 tabeli 1 podano najkorzystniejsze parametry 
dla obu rozk�adów. �rodek rozpi�cia próbki q�.r � kolumna b 
obliczono na podstawie warto�ci kra�cowych skorygowanych 
obserwacji wg (1). Je�eli przyj�to by dla próbki a priori rozk�ad
normalny, to najlepsz� ocen� liczbow� wyniku pomiaru by�a by 
�rednia x  - kolumna a). Jej warto�� jest nieco mniejsza. 

8. W pozycji 8b) podano standardowe odchylenie �rodka 
rozpi�cia s�.r wyznaczone ze wzoru (2). Stanowi ono podstaw�
opisu niepewno�ci wyniku pomiaru dla rozk�adu jednostajnego. 
W kolumnie a) umieszczono dla porównania niepewno��
standardow� �redniej )(xuA . Jest ona a� oko�o 4,9 razy 
wi�ksza! Ma to du�e znaczenie dla pomiarów, w których 
dominuje niepewno�� typu A wynikaj�ca z rozrzutu warto�ci 
obserwacji. Przy ma�ej liczbie pomiarów n stosunek ten b�dzie 
inny. Niepewno�� uA osi�gn��aby tak� sam� warto�� jak 
wyznaczone tu odchylenie �rodka rozpi�cia s�.r przy wzro�cie 
liczby obserwacji w próbce 23,8 razy, tj. do 3430! 

9. Wyznaczano te� niepewno�ci rozszerzone przy za�o�eniu, 
�e dla n>>1 warto�ci obu wyników podlegaj� rozk�adowi 
normalnemu, a wspó�czynnik kp wyznacza si� dla p=0,95. 

10. Zapisano oba wyniki pomiaru przy pomijalnej 
niepewno�ci typu B. S� one ró�ne. Dok�adniejszy jest wynik dla 
�rodka rozpi�cia jako najkorzystniejszego parametru rozk�adu 
jednostajnego, ni� dla �redniej zalecanej przez GUM. Przy tym 
samym prawdopodobie�stwie p odchylenie graniczne �rodka 
rozpi�cia jest du�o mniejsze ni� niepewno�� rozszerzona �redniej, 
bo rozk�ad jest w��szy.  
Omówion� tu metod� oblicze� zaleca si� stosowa� w praktyce.  

3. Rozk�ad dwuwyk�adniczy (Laplace�a) 

W pomiarach technicznych mo�e wyst�pi� równie� rozk�ad 
dwuwyk�adniczy prawdopodobie�stwa, nazywany te� rozk�adem 
Laplace�a. Otrzymuje si� go jako ró�nic� dwu niezale�nych 
zmiennych losowych o rozk�adach wyk�adniczych [M3 �Tab. V]. 
Wykres tego rozk�adu podano na rysunku 4.  
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Opisuje go nast�puj�cy wzór:  
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gdzie: � - jest punktem �rodkowym rozk�adu, � - jest parametrem 
jego szeroko�ci. 

Dla próbki n obserwacji z populacji o rozk�adzie Laplace�a
najbardziej efektywn� ocen� wyniku pomiaru jest mediana
(skrót ang. MAD) jako warto�� �rodkowa uporz�dkowanej próbki 
[M3]. Odchylenie mediany jest mniejsze ni� dla warto�ci �redniej. 
Dlatego te� nale�y wykorzystywa� j� i jej odchylenie �rednie 
standardowe w obliczeniach niepewno�ci pomiarów.  

Proponowana procedura post�powania dla tego rozk�adu jest 
pocz�tkowo taka sama jak poprzednio dla rozk�adu jednostajnego. 
Po �oczyszczeniu� wyników obserwacji ze znanych lub 
mo�liwych do usuni�cia (trend, oscylacje) �nalecia�o�ci� 
systematycznych wyznacza si� funkcj� autokorelacji obserwacji i 
zast�pcz�, tzw. efektywn� liczb� pomiarów. Nast�pnie uzyskane 
wyniki obserwacji qi porz�dkuje si� kolejno wg ich warto�ci, tj.: 

nssss qqqq ,3,2,1, ... ����

Nowe oznaczenie obserwacji qs,i wynika z kolejno�ci po ich 
uporz�dkowaniu. Median� qmed oblicza si� nast�puj�co: 
- dla nieparzystej liczby obserwacji  

� � 2/1, �� nsmed qq    (9a) 

- dla parzystej liczby obserwacji: 
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Standardowe eksperymentalne odchylenie mediany próbki z 
populacji o rozk�adzie Laplace�a, jest o �2 razy mniejsze od 
standardowego odchylenia warto�ci �redniej próbki 
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Stosunek standardowych odchyle� wynosi �2 razy, czyli ok. 1,41. 
Niepewno�� typu A dla warto�ci �redniej wyznaczonej wg GUM 
zmala�aby do warto�ci odchylenia standardowego mediany, 
gdyby liczba pomiarów neff wzros�aby a� dwukrotnie. 

Przy du�ej liczbie pomiarów n mo�na za�o�y�, �e mediana ma 
rozk�ad normalny i przyj��, �e dla p=0,95 wspó�czynnik kp=1,96. 
Dla danej liczby pomiarów n rozk�ad prawdopodobie�stwa 
odchyle� od mediany jest w��szy ni� odchyle� od �redniej i 
wynik mediany jest dok�adniejszy. Przy ma�ej liczbie pomiarów i 
tym samym prawdopodobie�stwie p wspó�czynnik rozszerzenia 
kP mediany b�dzie mniejszy ni� dla �redniej [M5, M6]. 

Rozwa�ania te potwierdzaj� przyk�ady liczbowe dla tego 
rozk�adu podane w innych publikacjach autorów [5], [6], [8]. 

4. Wnioski
1.  Przy wyznaczaniu najlepszej oceny wyniku pomiaru oraz 

szacowaniu jego niepewno�ci, je�li brak informacji, �e po 
skorygowaniu sk�adowej systematycznej obserwacje podlegaj�
okre�lonemu a priori rozk�adowi prawdopodobie�stwa, to nale�y
sporz�dzi� ich histogram, przyj�� model rozk�adu w stopniu jak 
najwi�kszym odpowiadaj�cy wynikom obserwacji oraz sprawdzi�
hipotez� o tym rozk�adzie wg kryterium �2. Nieadekwatny wybór 
rozk�adu spowoduje zmian� warto�ci wyniku pomiaru i znacznie 
pogorszy ocen� jego niepewno�ci � patrz przyk�ad 1. 

2. Po wyznaczeniu warto�ci najefektywniejszego statystycznie 
parametru danego rozk�adu, np. �rodka rozpi�cia dla rozk�adu
jednostajnego lub mediany dla rozk�adu dwuwyk�adniczego 
(Laplace�a) i ich odchyle� standardowych, mo�na je stosowa�
dalej w obliczeniach wyniku pomiaru i jego niepewno�ci w taki 
sam sposób jak �redni� i niepewno�� uA wg zalece� GUM. 

3. Dla unikni�cia niejednoznaczno�ci przy opisie niepewno�ci 
wyników obserwacji o innych rozk�adach ni� normalny mo�na ich 
parametry oznacza� w odmienny sposób od niepewno�ci typu A 
zdefiniowanej w przewodniku GUM. Odmienno�� rozk�adu 
obserwacji i jego parametrów trzeba uwzgl�dni� te� przy splocie 
z innymi rozk�adami w pomiarach po�rednich i z rozk�adem 
wypadkowym niepewno�ci typu B.  

4. Przedstawiony tu wybór z dopuszczaln� rozbie�no�ci�
w�a�ciwego rozk�adu obserwacji pomiarowych, poprzedzony 
omówion� w publikacji [7] eliminacj� trendu i sk�adowych 
okresowych oraz wyznaczanie niepewno�ci typu A dla 
skorelowanych obserwacji s� nowymi propozycjami dla praktyki 
pomiarowej. Zapewniaj� one lepsz� ocen� warto�ci i niepewno�ci 
wyniku pomiarów, nieuwzgl�dnian� w Przewodniku GUM, jego 
Suplementach i w monografiach o niepewno�ciach [3, 4]. 

Propozycje udoskonalenia szacowania niepewno�ci typu B 
przedstawione s� w innych publikacjach autorów [5], [6] i [8] 
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