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1. Wprowadzenie

W niniejszej pracy przedstawiono wyniki badaf przeprowadzonych przez
T-osobowy zespot badawczy na Wydziale Elektroniki i Informatyki Politechniki
Koszalinskiej; w latach 2006-2008 w ramach projektu badawczego MNiISW
N515002 32/0176. Tematyka projektu dotyczy projektowania strukturalnego
i logicznego jednostek przetwarzajacych systeméw jednouktadowych SoC (ang. SoC —
system-on-chip), a jego podstawowym celem byta weryfikacja zalet, jakie moze da¢
realizacja w obszarach reprogramowalnych systeméw SoC jednostek przetwarzajacych
dzialajacych w arytmetyce utamkowej (ang. RFA — ration fraction arithmetic).

Podstawowg teza projektu bylo wykazanie, ze zastosowanie arytmetyki FRA

w jednostkach przetwarzajacych systeméw SoC przeznaczonych do realizacji wybranych

algorytméw algebry liniowej 1 innych algorytméw regularnych wymagajacych

wykonania operacji dzielenia, pozwala:

e zmniejszy¢ ich ztozono$¢ sprzetowa (w poréwnaniu do odpowiednich jednostek
przetwarzajacych dziatajacych w arytmetyce statoprzecinkowej, przy zachowaniu
zadanej doktadno$ci obliczen), dzieki dwukrotnemu zmniejszeniu zlozonosci
sprzgtowej kombinacyjnych blokéw mnozenia i zamiany blokéw dzielenia na bloki
mnozenia;

e zwickszy¢ wydajnos¢ jednostek przetwarzajacych, dzieki zmniejszeniu czasu
opdznienia blokéw mnozenia i szczegdlnie dzielenia, mozliwosci wykorzystania
wbudowanych blokéw mnozenia lub blokéw DSP (w przypadku wykorzystania
platform reprogramowalnych, np. Xilinx Virtex [IPro, Virtex 4, Altera Stratix II lub
nowszych) oraz mozliwosci realizacji, w tym samym obszarze reprogramowalnym
SoC, wigkszej liczby blokéw operacyjnych;
lub
zmniejszy¢ moc pobierang przez jednostke przetwarzajaca, szczegélnie przez
jednostke réwnolegla, dzigki zmniejszeniu jej zlozonoSci sprzgtowej lub



zmniejszeniu czgstotliwodci zegara systemowego (do warto$ci zapewniajacej
jednostce pozadang wydajno$c).

Aktualnos¢ przeprowadzonych badan potwierdzaja obecnie coraz bardziej
rozpowszechnione tendencje w projektowaniu systeméw SoC, ktérych podstawowym
celem jest radykalne zmniejszenie czasu projektowania systemu SoC:

a) wykorzystanie gotowych projektéw IP-core (ang. Intellectual Property Core) do
realizacji poszczegdlnych modutéw (poduktadéw) systemu na réznych poziomach
projektowania, od poziomu ,.soft-core” (tj. opisu modulu w jezyku opisu sprzetu,
np. w VHDL - ang. Very high speed integrated circuit Hardware Description
Language) do poziomu topografii modutu w okreslonej technologii krzemowej, tj.
»hard-core” oraz (co za tym idzie),

b) realizacja w ukladzie scalonym osobnych obszaréw (,,wysp”) technologicznych
rézniacych si¢ np. typem technologii krzemowej (bramki, uktady reprogramowalne,
pami¢¢ RAM/ROM), napi¢ciem zasilania i czestotliwoscia zegara.

Realizacja w ukladzie scalonym z SoC obszaréw reprogramowalnych w celu
implementacji w nich jednostek przetwarzajacych: zwigksza funkcjonalno$¢ i nieza-
wodno$¢ systemu oraz umozliwia jego modernizacje w przyszio$ci; pozwala zwigkszy¢
wydajnos$¢ systemu i zmniejszy¢ pobSér mocy poprzez dopasowanie architektury
jednostki do realizowanego algorytmu i organizacj¢ réwnoleglego przetwarzania danych.
Ponadto, w przypadku matoseryjnej produkcji systemu SoC, dazy si¢ do realizacji calego
systemu w oparciu o inne, znacznie tansze niz ASIC platformy sprzgtowe, np.
nowoczesne uklady i platformy reprogramowalne [1], jak np. uktady Virtex IIPro, Virtex
4 firmy Xilinx, ktére poza ogromnym polem komdrek z architektura FPGA (ang. Field
Programmable Gate Array) i blokéw pamigci operacyjnej (do kilkuset 18Kb blokéw
pami¢ci w jednym ukladzie), zawieraja rdzenie 32-bitowych mikroprocesoréw RISC
PowerPC 405D bez jednostek zmienno-przecinkowych (nawet do 4 rdzeni PowerPC
w jednym uktadzie), duza liczbg 18-bitowych statoprzecinkowych blokéw mnozacych,
a nawet blokéw DSP (tzw. DSP48slice, do 512 w jednym uktadzie, gdzie 1 blok DSP
zawiera jeden 18-bitowy blok mnozacy z 48-bitowym akumulatorem, kilkoma rejestrami
i multiplekserami). Podobna architekture majg inne uklady FPGA innych firm-
producentow, np. uktady Stratix II, Stratix III firmy Altera [2].

Niestety, zardbwno wyniki badan czionkéw zespotu, jak i analiza publikacji
ostatnich kilku lat dotyczacych w/w tematyki, np. [3-12] $wiadczg o do$¢ niskiej
efektywnosci wykorzystania zasobéw uktadéw reprogramowalnych przy implementacji
w nich zaréwno zmiennoprzecinkowych jednostek przetwarzajacych, jak 1 stato-
przecinkowych jednostek przetwarzajacych z mozliwo$ciag wykonania operacji dzielenia.
Mianowicie, realizacja zmiennoprzecinkowych blokéw operacyjnych oraz wielo-
funkcyjnych ALU wymaga wykorzystania duzej liczby komoérek CLB (ang.
Configurable Logic Block) uktadu FPGA, przy czym ta liczba drastycznie (nawet
10-krotnie) wzrasta w przypadku realizacji blokéw dzielenia lub blokéw ALU



z mozliwoscia wykonania w/w operacji (poniewaz w tym przypadku nie da si¢
wykorzysta¢ wbudowane 18-bitowe bloki mnozace, wchodzace do sktadu blokéw DSP).
Pewng alternatywa tradycyjnemu sposobowi realizacji sprzg¢towej operacji x/y jest
obliczenie wartosci 1/y z nastepnym wymnozeniem wyniku tej operacji przez x. Jednak
metoda obliczenia wartosci 1/y jest metoda iteracyjng, w ktrej liczba iteracji zalezy od
wymaganej doktadnosci wyniku (ponadto wymagane jest wykonanie dwdch operacji
mnozenia i jednego dodawania w kazde;j iteracji). Wigc mimo mozliwo$ci wykorzystania
wbudowanych blokéw mnozacych, czas trwania operacji dzielenia pary liczb
zmiennoprzecinkowych przedstawionych w standardowych formatach IEEE 754 single
(32-bitowych), a tym bardziej double (64-bitowych) jest kilkadziesiat razy duzszy od
czasu wykonania mnozenia tychze liczb. Analogicznie, operacja pierwiastkowania moze
réwniez by¢ wykonana w sposéb klasyczny przez specjalistyczny uktad kombinacyjny
(lub potokowy, réwniez bez mozliwosci wykorzystania wbudowanych blokéw
mnozenia) lub w sposdb iteracyjny (wymagajacy wykonania jednej operacji dzielenia
i jednego dodawania w kazdej iteracji), co réwniez powoduj¢ kilkudziesigciokrotne
wydtuzenie czasu jej wykonania w stosunku do operacji mnozenia. Jednak jesli operacja
pierwiastkowania jest zazwyczaj bardzo rzadko stosowana w algorytmach algebry
liniowej 1 prawie nigdy w algorytmach cyfrowego przetwarzania sygnatéw [12-14], to
operacja dzielenia jest charakterystyczna dla wigkszosci algorytméw algebry liniowej
(np. eliminacji Gaussa, redukcji wstecznej, Gaussa-Jordana, Cholesky’ego-
Banachewicza, Householdera, Givensa, gradientow sprzezonych, itd.) oraz jest do$¢
czgsto spotykana w algorytmach zaawansowanego przetwarzania sygnaléw (np.
w algorytmach Durbina, Levinsona, itd.). Przy tym wspdlng cecha w/w algorytméw
zawierajacych operacje dzielenia jest to, ze operacja ta powinna by¢ wykonana tylko
jeden raz w kazdym kroku algorytmu, tj. zwykle jeden raz na O(N) operacji mnozenia
z dodawaniem (gdzie N jest rozmiarem tablicy danych wejsciowych), przy czym bez
wyniku operacji dzielenia nie da si¢ zacza¢ kolejny krok algorytmu. Z jednej strony to
oznacza, ze operacja dzielenia powinna by¢ wykonana jak najszybciej, a z drugiej —
ze wprowadzenie potokowego trybu obliczefi nie pomoze je przyspieszy¢, poniewaz
operacja ta jest zwykle wykonywana na pojedynczej parze danych.

Wykonane przez czlonkéw zespotu badawczego wstepne badania
(10, 11, 15, 16] potwierdzily mozliwos¢ efektywnego zastosowania arytmetyki
utamkowej [17-20] w jednostkach przetwarzajacych systeméw SoC realizujacych
algorytmy, w ktorych wymagania dot. doktadnosci przeprowadzanych obliczen nie jest
zbyt wysokie, np. nie wymaga si¢ stosowanie formatu zmiennoprzecinkowego
o podwdjnej precyzji (64-bitowego formatu IEEE 754 Double) lub wigkszej oraz
wymagane jest wykonanie operacji dzielenia. Przyktadami takich algorytméw moga by¢
np. (poza wymienionymi wyzej) algorytmy filtracji rekursywnej i adaptacyjne;j,
rekursywnej estymacji 1 przetwarzania Fouriera oraz wigkszo$¢ algorytmow
rozwigzywania ukfadéw réwnan liniowych. W zwigzku z tym, w przeprowadzonych



badaniach potozono nacisk na opracowanie i optymalizacje (pod wzgledem ztozonosci
sprzetowej oraz wydajnosci) blokdw operacyjnych i jednostek przetwarzajacych RFA,
przeznaczonych do realizacji w nowoczesnych uktadach FPGA.

2. Arytmetyka utamkowa a staloprzecinkowa

W trakcie badan nad arytmetyka utamkowg oraz jednostkami przetwarzajacymi
RFA, zostalo ustalone m.in., ze w blokach operacyjnych dzialajacych w tej arytmetyce
kazda liczba / powinna by¢ przedstawiona w postaci utamku wymiernego a/b, gdzie a i b
sg n-bitowe liczby calkowite. Przy tym dokladno$¢ takiej 2n-bitowej liczby [ jest na
pewno nie mniejsza, a zwykle jest wigksza od dokfadno$ci zapisu tejze liczby
w 2n-bitowym formacie statoprzecinkowym. Na przyktad, liczba m z doktadnos$cia
siedmiu cyfr dziesietnych moze by¢ przedstawiona utamkiem [ = 355/113, zawierajacym
razem (w liczniku i mianowniku) tylko 6 cyfr dziesigtnych. Format utamkowy pozwala
na dokfadniejsze przedstawienie liczb, w poréwnaniu do formatu stato-przecinkowego,
jeszcze 1 dlatego, ze liczby racjonalne zwykle sa przedstawione w formacie
statoprzecinkowym z pewnymi bledami zaokraglen, ktérych wielkos¢ zalezy od liczby
bitbw w reprezentacji liczby. Dzieki temu, np. (1/9)*9 zawsze bedzie réwne 1
w arytmetyce ulamkowej, ale nie zawsze bedzie réwne 1 w arytmetyce
statoprzecinkowej lub nawet zmiennoprzecinkowej. Réznica liczby 1/9 i jej reprezentacji
16-bitowej w formacie statoprzecinkowym wynosi ok. 0,0000187, a (1/9)*9 w tym
przypadku bedzie réwne 0,9998932. Ponadto, wykonanie dziatan arytmetycznych na
niedoktadnie przedstawionych argumentach zwykle powoduje powstanie jeszcze bardziej
niedoktadnego wyniku. Na przyklad, po wykonaniu operacji mnozenia pary liczb
n-bitowych, doktadny 2n-bitowy wynik mnozenia zostaje (w formacie
statoprzecinkowym) zaokraglony do n-bitowego. W arytmetyce ulamkowej tez po
wykonaniu operacji mnozenia dwéch utamkéw n-bitowych a/b 1 ¢/d powstaje utamek 2n-
bitowy a-c/ (b-d), tj. liczba bitéw w otrzymywanych wynikach ciagle wzrasta (ta sama
sytuacja powstaje przy wykonaniu operacji dzielenia, a nawet dodawania, ktéra wymaga
wykonania 3 operacji mnozenia). Badania czlonkéw zespolu jednak wykazaty,
ze w arytmetyce ulamkowej bledy zaokraglen w RFA mozna do$¢ skutecznie
zredukowa¢ poprzez wykonanie operacji normalizacji wyniku mnozenia (tj. przesunigcie
w lewo licznika i mianownika o jednakowg liczbe bitéw tak, aby co najmniej jeden
z nich miat najbardziej znaczacy bit tuz za bitem znaku) i tylko zatem jego zaokraglenie
do utamku n-bitowego.

Badania dotyczace poréwnania doktadnosci obliczen przeprowadzonych na
liczbach statoprzecinkowych i utamkach wykonane zostaly na przyktadzie wielokrotnego
obliczenia wyrazenia matematycznego (1) czesto wykorzystywanego w zadaniach
cyfrowego przetwarzania sygnatéw (m.in. w generatorach funkcji sinx) i algebry liniowej



(m.in. w metodzie QR obliczenia wartosci witasnych macierzy, lub w rozwigzaniu
problemu najmniejszych kwadratéw w oparciu o metode obrotéw Givensa):
X, =x-cosf+y -sinf oraz y, =y, -cosff—x -sinf,
gdzie i=1,2,...,N. (1)

Stwierdzono, ze gléwnymi przyczynami powstania bledéw przy obliczeniu wyrazenia
(1) sa: niedoktadne przedstawienie argumentéw sinf i cosf (powodujace,
ze (sinf)*+(cosP)*#1) oraz zaokraglenie wynikéw posrednich (np. po wykonaniu operacji
mnozenia). Przy czym stwierdzono, ze biad obliczen ro$nie wraz ze wzrostem liczby
iteracji N. W celu oszacowania blgdéw obliczen opracowano specjalny program
komputerowy, ktéry oblicza wspétrzedne N =200 punktéw (x;, y;,) wedlug wzoru (1).
Obliczenia byly przeprowadzone na 32-bitowych liczbach statoprzecinkowych,
a wspotczynniki sinf i cosf byly reprezentowane jako 32-bitowe liczby stato-
przecinkowe réwne odpowiednio sin(2n/N) oraz cos(2n/N). W przypadku obliczen
bezbtednych te punkty powinny formowaé koto o zadanym promieniu R. Wykonanych
zostalo K=5000 iteracji wzoru (1), tj. powinno bylo powsta¢é 5000/200=25
jednakowych, nakladajacych si¢ na siebie k6t o promieniu R. Wyniki obliczen
przeprowadzonych na liczbach statoprzecinkowych reprezentuje rys. la. Jak widag,
warto§¢ promienia R z kazda iteracjg si¢ zmniejsza i dazy do zera (blad jednej iteracji
wynosi ok. 3,5-10"). W drugim przypadku obliczenia byly prowadzone na modelu
VHDL jednostki przetwarzajacej RFA, tj. na prawdziwych utamkach, przy czym
warto$ci sinf i cosf byty formowane z wykorzystaniem tzw. tréjek Pitagorejskich, tj.
liczb catkowitych odpowiadajacych dhugosciom przyprostokatnych a, b i przeciwprosto-
katnej ¢ w trojkacie prostokatnym. Przyktadami takich tréjek sa np. liczby {3,4,5},
{12,5,13}, itd. Liczby {a, b, c} byly formowane ze wzoréw (2):

2e=mnt, m>n, 2)

a=2mn,b= m*-n
gdzie m i n — liczby naturalne, wzajemno pierwsze, jedna z nich jest parzysta, druga —
nieparzysta oraz m > n za pomocg specjalnego programu komputerowego, ktéry
otrzymuje jako dane wejsciowe warto$¢ kata S, dopuszczalng warto$¢ btedu 4, oraz
maksymalng warto$¢ zmiennej m (m,,,), a oblicza wszystkie mozliwe tréjki {a, b, c}
z zadanego przedziatu (m = 2,..., my, , n = 1,..., m-1) oraz odpowiednie wartosci bledow
0< Opar. Jesli dla zadanego zbioru danych wejsciowych nie uda si¢ znalez¢ rozwiazan,
nalezy zwigkszy¢ warto$¢ m,,, 1 uruchomi¢ program ponownie. Na przyktad, dla
zadanych wartosci f=10°, f,q = 1000, Gex = 1,5-10” tréjka {92,525,533} okresla kat
z btedem 0,1%, natomiast trdjka {1120, 6351, 6449} — ten sam kat z btedem 0,002%.
Wyniki dziatania opracowanego modelu VHDL po wykonaniu K = 5000 iteracji wzoru
(1), w przypadku obliczef przeprowadzonych na 16-bitowych utamkach, reprezentuje
rys. 1b. Jak wida¢, doktadnos¢ obliczefi znacznie wzrosta (Scislej méwiac, biad J dla tej
samej wartosci kata 3 zostat zmniejszony ok. 2°=32 razy, w przypadku przeprowadzenia



dziatan na utamkach). Przy tym badania wykazaty, Ze ten stosunek prawie nie zalezy od
warto$ci kata .

a)

Rys. 1. Graficzna reprezentacja wynikéw wielokrotnego obliczenia wyrazenia (1) w arytmetyce

statoprzecinkowej (a) i utamkowej (b)

Ponadto, w trakcie badan nad arytmetykg utamkowg RFA, zostalo ustalono m.in., ze

jesli liczba x=alb jest utamkiem, np. x=-1/9, to w RFA liczba ta jest
przedstawiona nastepujaco: a=-1 1 b=09; jesli x jest liczbg catkowita, np. 7, to
a=Tib=1;jeslix=0,toa=01b=11...1; jesli liczba x jest liczba rzeczywista,
np. 8.512, to a=8512 i b=1000; przy tym w celu zwigkszenia dokladnosci
obliczen warto wykonywa¢ opisang wyzej normalizacje zaréwno danych
wejsciowych, jak 1 wynikéw posrednich;

w dowolnej liczbie utamkowej a/b tylko licznik moze by¢ przedstawiony jako
liczba ze znakiem (najlepiej w kodzie uzupelnieniowym do dwéch UD, poniewaz
wbudowane bloki mnozace dziataja na liczbach w kodzie UD, lub na liczbach bez
znaku); mianownik moze by¢ przechowywany jako liczba catkowita bez znaku;

do przechowania n-bitowej liczby zespolonej x = a/b potrzebne sa dwa n-bitowych
liczniki i jeden n-bitowy mianownik, tj. 1,5 razy mniej bitéw, niz dla przechowania
tej samej liczby w formacie staloprzecinkowym (przy zachowaniu tej samej
precyzji);

operacja poréwnania dwéch liczb a/b oraz ¢/d sprowadza si¢ do obliczenia znaku
wyrazenia (ad — cb) i nastgpnie obliczenia sumy modulo 2 trzech zmiennych
jednobitowych, reprezentujacych znak tego wyrazenia, znak b i1 znak d; stad
wynika, ze operacja ta moze by¢ realizowana w dowolnej jednostce ALU RFA



(zawierajacej blok mnozenia i sumator) prawie bez dodatkowych nakiadéw
sprzgtowych;

e mnozenie dwoch utamkéw a/b i ¢/d w RFA sprowadza si¢ do wykonania dwdch
operacji mnozenia liczb n-bitowych, zamiast jednego mnozenia dwoch liczb
2n-bitowych w formacie statoprzecinkowym. Dlatego ztozono§¢ sprzgtowa
kombinacyjnego bloku mnozacego RFA i jego opdznienie sg okoto 2 razy mniejsze
w poréwnaniu do kombinacyjnego bloku mnozacego dwie 2n-bitowe liczby
w formacie statoprzecinkowym. Poréwnanie ztozonos$ci sprzgtowej bloku dzielenia
RFA z blokiem dzielenia dwéch 2n-bitowych liczb w formacie statoprzecinkowym
wypada jeszcze lepiej, poniewaz dzielenie w RFA sprowadza si¢ do wykonania
dwoch operacji mnozenia liczb n-bitowych.

3. Projekty blokow operacyjnych i jednostek arytmetyczno-
logicznych RFA

Zachgcajace wyniki badan dokfadnosci obliczefi w arytmetyce utamkowej
stymulowaty dalszg prace zespotu badawczego nad opracowaniem projektéw blokéw
operacyjnych i jednostek arytmetyczno-logicznych ALU przeznaczonych do realizacji
w uktadach reprogramowalnych i poréwnaniem ich parametréw z podobnymi
jednostkami stato- i zmiennoprzecinkowymi. Jako przykltad na rys. 2a przedstawiono
schemat jednostki ALU przeznaczonej do wykonywania podstawowych operacji
arytmetycznych w arytmetyce utamkowej na liczbach n-bitowych, tj. dodawania
(odejmowania) P = X+Y, mnozenia P = A-X, dzielenia P = A/X, mnoZenia z dodawa-
niem (odejmowaniem) P = A-X+Y oraz dzielenia z dodawaniem (odejmowaniem)
P = A/X+Y ufamkéw n-bitowych. Wyzej wymienione operacje w arytmetyce ulamkowe;j
sg przedstawione odpowiednio wzorami (3) — (7),

E_X Y X, Y, +X, ¥,

e 3)
Pd Xd Yd Xd'Yd
ﬂ_ Xn ﬁ_ Xn.Yn (4)
Pd Xd d Xd'Yd
Pn Xn Yn Xn'Yd

== 5)
Pd Xd d Xd Yn
ﬂ_An.Xn +£_(An'Xn).Yd+(Ad'Xd).Yn (6)
Pz] Ad Xd Yd (Ad'Xd)'Yd
izAn/Xn EZ(AM'Xd)'Yd-i_(Ad'Xn)'Yn (7)
Pd Ad Xd Yd (Ad 'Xn) ’ Yd



gdzie A,, X,, Y, i P, reprezentujg n-bitowe liczniki, a A, X;, Y, 1 P, — n-bitowe
mianowniki odpowiednio argumentéw i wyniku operacji. Jednostka zawiera pigé
n-bitowych blokéw mnozacych (MPU), jeden n-bitowy sumator (SM) i dwa bloki
normalizacji wyniku (NM1 i NM2). Nalezy zaznaczy¢, ze w przypadku wykonania
operacji dzielenia lub dzielenia z dodawaniem warto$ci X, 1 X; podawane na wejscia
ALU nalezy zamieni¢ miejscami a w przypadku operacji mnozenia lub dzielenia przyjac
Y=0,t.Y,=0iY,=1

W trakcie badan zaprezentowanego projektu ALU RFA stwierdzono, ze przy
jego implementacji w ukfadach FPGA Vitex4, bloki MPU i SM s3 realizowane
w oparciu o wbudowane blokach DSP (DSP48Slice), natomiast bloki NM1 i NM2 — na
blokach CLB (Slice) uktadu FPGA. Stwierdzono réwniez, ze wymagana doktadnos§é
obliczen osigga si¢ poprzez wybdr odpowiedniej liczby bitéw n w reprezentacji utamkow
i konstruowanie odpowiednich blokéw mnozacych. Na przyktad w uktadach reprogra-
mowalnych rodzin Virtex IIPro i Virtex 4, n —bitowe bloki mnozace RFA (w przypadku
n>18) trzeba realizowa¢ w oparciu o kilka wbudowanych 18-bitowych blokéw
mnozenia. Jako przyklad, rys. 3 reprezentuje sposéb otrzymania 35-bitowego bloku
mnozacego MPU z czterech wbudowanych 18-bitowych blokéw mnozacych i sumato-
16w lub z czterech blokéw DSP uktadu FPGA Virtex4. Zaktada si¢ ze 48-bitowe wyjscie
tego bloku powinno by¢ podiaczone do wejscia bloku normalizacji NM, i tam wynik
zostaje skrocony do 35 bitéw. Na rys. 2b natomiast przedstawiono przyktadowa
realizacje fragmentu bloku normalizacji okre$lajacego liczbe bitéw, na ktdra trzeba
wykona¢ przesuni¢cie 48-bitowego licznika i 48-bitowego mianownika po wykonaniu
operacji mnozenia.

Opracowane ALU zostalo wykorzystane w jednostce przetwarzajacej przezna-
czonej do rozwigzania uktadéw réwnan liniowych w oparciu o metode gradientéw
sprz¢zonych [15]. Zbiezno$¢ tej iteracyjnej metody zalezy nie tylko od okre§lonych
warunkow, ktére ma spelnia¢ macierz wspdtczynnikéw uktadu, lecz w duzym stopniu
zalezy od doktadnosci prowadzonych obliczen, dlatego zwykle ona jest realizowana
w arytmetyce zmiennoprzecinkowej z m-bitowa mantysa, gdzie warto$§¢ m zalezy od
rozmiaru macierzy danych wejsciowych N zgodnie z wykresem przedstawionym na
rys. 4. W zwigzku z tym w oparciu o ALU z rys. 2a autorzy zaprojektowali 35-bitowa
jednostke przetwarzajaca RFA, ktéra zostata zrealizowana w uktadzie Xilinx VirtexIIPro
(XC2VP4). Zaprojektowana jednostka korzysta z 18-bitowych wbudowanych blokéw
mnozacych oraz wbudowanych 18Kb blokéw pamieci dwuportowej. Poza tym, w celu
zwigkszenia maksymalnej czestotliwoéci dziatania, zaprojektowana jednostka dziata
w trybie potokowym 9-stopniowym. Poréwnanie pierwiastkéw uktadu réwnan liniowych
otrzymanych przez jednostke RFA oraz przez odpowiedni program numeryczny
realizowany na PC na 32-bitowych liczbach zmiennoprzecinkowych $wiadczy, ze dla
metody gradientéw sprzgzonych doktadno$¢ obliczen jest w obu przypadkach



poréwnywalna. To oznacza, ze zaprojektowana 35-bitowa jednostka RFA moze pewnie
realizowa¢ metode¢ gradientéw sprzezonych na macierzach stopnia N < 3000.
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Rys. 2. Projekt jednostki RFA (a) oraz struktura wewngtrzna fragmentu bloku normalizacji
NMI (b)

Ciekawie wyglada poréwnanie naktadéw sprzetowych opracowanej 35-bitowej
jednostki RFA ze znanymi ALU zmiennoprzecinkowymi [4] oraz [6], wykonujacymi
mniejszy zbidr operacji, chociaz z wigkszg doktadnoscig. Analiza danych z tab. 1
swiadczy o ponad trzykrotnej przewadze jednostki RFA pod wzgledem liczby
wykorzystanych blokéw CLB przy porownywalnej maksymalne] czestotliwosci zegara
systemowego. Ponadto, opracowana jednostka ma tylko 9 stopni w potoku, tj. moze
efektywniej dziata¢ na krétkich tablicach danych wejsciowych.
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Rys. 3. Struktura 35-bitowego bloku mnozacego zlozonego z czterech 18-bitowych
wbudowanych blokéw mnozenia (lub z 4 blokéw DSP48slice)

W ramach przeprowadzonych badan cztonkowie zespotu opracowali réwniez
projekty innych blokéw operacyjnych RFA wykonujacych w arytmetyce utamkowe;j
m.in. operacj¢ poréwnania, mnozenia z akumulacja wyniku, obliczenia pierwiastka
kwadratowego oraz bloki konwersji utamku a/b w liczbg stato- lub zmiennoprzecinkowa
x ina odwrdt i inne. Przy opracowaniu struktur wewnetrznych w/w blokéw operacyjnych
dazono do uzyskania jednakowej liczby stopni w potoku w kazdym z nich oraz
poréwnywalnej maksymalnej czestotliwosci dziatania (co mialo na celu tatwiejsze
tworzenie w ich oparciu wielofunkcyjnych jednostek ALU).
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Rys. 4. Zalezno$¢ szerokosci m mantysy liczb zmiennoprzecinkowych od rozmiaru N macierzy
danych wejSciowych gwarantujaca zbiezno$¢ metody gradientéw sprzg¢zonych

Tab. 1.  Wyniki implementacji proponowanego ALU ze znanymi w uktadzie FPGA Virtex IIPro

Parametry ALU ALU ulamkowe | ALU [4] ALU [6]*
Liczba wykorzystanych blokéw CLB (slice), 1005 4625 2825
Liczba wykorzystanych blokéw mnozacych 20 9 9
Liczba stopni w potoku 9 34 13
Maksymalna czestotliwos¢ dziatania, MHz 138 120 140

* brak operacji dzielenia

W trakcie optymalizacji bloku pierwiastkowania stwierdzono, ze operacje
pierwiastkowania w RFA najlepiej wykonywaé w sposéb iteracyjny w oparciu o metode



Newtona, w ktérej kazda iteracja wymaga wykonania tylko jednej operacji dzielenia,
jednego dodawania i jednego przesunigcia o 1 bit w prawo. Takie rozwigzanie powoduje,
ze dodanie operacji pierwiastkowania do listy operacji wykonywanych przez jednostke
ALU RFA, juz zawierajacej blok mnoZenia i sumator, prawie nie zwi¢ksza jej ztozonosci
sprzgtowej, poniewaz dzielenie dwdch liczb a/b oraz ¢/d w RFA sprowadza si¢ do
wykonania 2 operacji mnozenia (wigc pierwiastkowanie da si¢ przeprowadzi¢ w oparciu
o wbudowane w uktady FPGA bloki DSP). Tym nie mniej, blok pierwiastkowania
powinien zawiera¢ uktad pamigci stalej ROM o niewielkiej pojemnosci, w ktérym beda
przechowywane poczatkowe (przyblizone) wartosci wyniku. Wykonawcom projektu
udato si¢ zmniejszy¢ pojemnos¢ ROM w bloku pierwiastkowania do 16 komdrek,
podajac na wejscia adresowe ROM 4 starsze bity z wyjscia uktadu normalizacji wyniku
(fragment takiego uktadu przedstawiono na rys. 2b). Wszystkie opracowane bloki
operacyjne zostaly ostatecznie przedstawione w postaci syntezowalnych modeli VHDL
i s3 sparametryzowane, przy czym gléwnym parametrem kazdego modelu jest szeroko$¢
danych wejsciowych i wynikéw. Wigkszo§¢ opracowanych blokéw ma opdznienie
potoku 4 takty zegarowe (bloki dodawania-odejmowania oraz mnozenia z akumulacja
wyniku maja 5 stopni w potoku, tj. opdznienie 5 taktéw), a nastepnie wyniki pojawiaja
sie na wyjsciach bloku co takt. Wyjatkiem jest blok pierwiastkowania, w ktérym
wykonywano od 4 iteracji algorytmu Newtona w przypadku 35-bitowych utamkéw do
6 iteracji dla utamkéw dtuzszych. Jednak, mimo Zze opdznienie potoku w tym bloku
wynosi 48 taktéw zegarowych, dzigki réwnoleglemu przetwarzaniu 12 danych
wejsciowych, wyniki pojawiaja si¢ na wyjsciu bloku co 4 takty, a czgstotliwos¢ jego
dziafania jest poréwnywalna z czestotliwoscia dziatania blokéw pozostatych.

W oparciu o projekty blokéw operacyjnych FRA cztonkowie zespotu opraco-
wali program-generator IP-core formujacy na wyjsciu syntezowalne modele (opisy)
VHDL wybranych przez uzytkownika blokéw [21]. Wszystkie modele VHDL w/w
blokow operacyjnych moga by¢ wygenerowane dla danych wejsciowych i wyjsciowych
o szerokosci 24 1 32 bitéw oraz 18 1 35 bitow (co uwzglednia mozliwo$ci wbudowanych
blokéw mnozacych i blokéw DSP uktadéw FPGA firmy Xilinx). Wprowadzono réwniez
mozliwo$¢ wyboru liczby stopni potoku dla projektowanego bloku operacyjnego, co ma
duzy wptyw na maksymalng czestotliwos¢ jego dziatania, tj. na jego wydajnos$¢, i dlatego
jest szczegblnie wazne przy wykorzystywaniu kilku blokéw w jednej jednostce
przetwarzajace;.

Sprawdzenie poprawnos$ci dziatania opracowanych blokéw operacyjnych RFA
odbywato si¢ najpierw poprzez weryfikacje ich modeli VHDL w symulatorze
ActiveHDL firmy Aldec. Poprawnos$¢ i doktadnos¢ otrzymywanych wynikéw obliczen
byla weryfikowana poprzez poréwnanie wynikéw otrzymywanych z modeli blokow
RFA z wynikami z modeli funkcjonalnych VHDL analogicznych blokéw
zmiennoprzecinkowych, w ktérych wszystkie wykorzystane zmienne miaty typ Real.
Kolejne badania mialy na celu poréwnanie ztozonosci sprzetowej i maksymalnej



czgstotliwosci dziatania zaprojektowanych blokéw operacyjnych RFA z podobnymi
blokami dziatajacymi na liczbach stato- i/lub zmiennoprzecinkowych, ktérych modele
byty tworzone w $rodowisku Coregen wchodzacym do sktadu oprogramowania Xilinx
Foundation ISE, mianowicie przez moduty Multiplier 10.0, Divider 1.0,
Adder/Subtractor 7.0 tego Srodowiska. Synteza logiczna wszystkich blokéw byta
przeprowadzona w Srodowisku Foundation ISE v.9.2 z konfiguracja w uktadach Xilinx
FPGA Virtex4 (xc4vSX35-12). Niestety, w/w moduty Multiplier 10.0, Divider 1.0,
Adder/Subtractor 7.0 nie pozwalaja w szerokim zakresie okres$la¢ parametry
projektowanych blokéw, np. modul Divider 1.0 nie pozwala projektowaé
statoprzecinkowe bloki dzielenia dla danych o szerokoSci wigkszej niz 32 bity, model
bloku mnozenia z akumulacja wyniku mozna wygenerowa¢ dla danych maksimum
18-bitowych, itd. Z tego powodu w tab. 2 przedstawiono parametry tylko tych blokéw
stato- i zmiennoprzecinkowych, ktérych modele udato si¢ za pomoca w/w modutéw
wygenerowa¢. Na podstawie otrzymanych wynikéw, z ktérych podstawowe
przedstawiono w tab. 2, mozna wywnioskowa¢, ze tezy autoréw o mniejszej ztozonosci
sprzetowej (nawet dwukrotnie) blokéw mnozenia RFA w stosunku do odpowiednich
blokoéw statoprzecinkowych oraz o wigkszej wydajnosci blokéw RFA zostaty
potwierdzone. Np. 16-bitowe bloki mnoZzenia RFA s3 realizowane w oparciu o dwa bloki
DSP (DSP48Slice) zamiast 4 takich blokéw w 32-bitowym bloku statoprzecinkowym.
Wieksza liczba wykorzystanych blokéw Slice w blokach RFA (122 zamiast 17) prawie
nie wptywa na pordwnanie zlozono$ci sprzetowej rozpatrywanych blokéw dlatego,
ze zlozono$¢ sprzgtowa 122 takich blokéw jest ok. 4 razy mniejsza od ztozonosci
sprzgtowej jednego bloku DSP. Poza tym, te 122 bloki Slice sa wykorzystane do
realizacji bloku normalizacji wyniku NM (co korzystnie wplywa na dokladnos¢
obliczen), a statoprzecinkowy blok mnozacy nie ma takiego bloku. Ponadto 16-bitowe
bloki mnozace RFA dziataja z maksymalng czestotliwoscia 404 MHz zamiast 264 MHz
w przypadku 32-bitowych blokéw statoprzecinkowych (przy zachowaniu jednakowej
liczby stopni w potoku), tj. maja o ok. 55% wigksza wydajnos¢. W przypadku
35-bitowych utamkéw i 64-bitowych liczb statoprzecinkowych przewaga w ztozonosci
sprzgtowej bloku mnozacego RFA maleje do 25%, ale z kolei przewaga w wydajnosci
bloku RFA okazuje si¢ ponad 2-krotna (176 MHz przeciw 88 MHz). Poza tym,
35-bitowy blok mnozacy RFA ma wigksza doktadno$¢ obliczen, niz odpowiedni
64-bitowy blok statoprzecinkowy, ktéry produkuje wynik 64-bitowy. Jesli natomiast
uzytkownik modutu Multiplier 10.0 wybierze opcje ,,petny wynik”(tj. 128-bitowy w tym
przypadku), wéwczas liczba wykorzystanych blokéw DSP wzrosnie z 10 do 16, co juz
oznacza prawie dwukrotng przewage w ziozonosci sprzetowej bloku mnozacego RFA.
Poréwnanie  16-bitowych blokéw dzielenia RFA z 32-bitowymi blokami
statoprzecinkowymi jeszcze bardziej podkresla przewage tych pierwszych, zaréwno pod
wzgledem wykorzystanych blokéw CLB (Slice), jak i wydajnosci. Na uwage zastuguje
fakt, ze w blok statoprzecinkowy nie wykorzystuje bloki DSP i dlatego cechuje si¢



dziesigciokrotnie wigksza liczbg blokéw Slice oraz 36-stopniowym potokiem.
Prawdopodobnie z tego powodu specjalisci firmy Xilinx w projekcie 32-bitowego bloku
dzielenia zmiennoprzecinkowego zmienili sposéb wykonania tej operacji na iteracyjny,
co spowodowato mozliwo§¢ wykorzystania blokéw DSP oraz skrocenie liczby stopni
w potoku do 10. Lecz 35-bitowy blok dzielenia RFA (kt6ry zapewnia poréwnywalng
doktadnos¢ obliczen z 32-bitowym zmiennoprzecinkowym blokiem dzielenia) cechuje
sie jednak mniejszg ztozonos$cia sprzgtowa (ok. 20%), ok. 50% wicksza wydajno$cia
oraz 2,5 razy mniejszg liczbg stopni w potoku.

Tab.2. Podstawowe parametry wybranych blokéw operacyjnych RFA, stato- i zmienno-
przecinkowych po ich implementacji w uktadzie Xilinx Virtex 4 (xc4vSX35-12)

RFA
icl’dlfaJ utamki 16-bitowe utamki 18-bitowe utamki 35-bitowe
oKu
Slice | MHz | Stopnie | Slice | MHz | Stopnie | Slice | MHz | Stopnie
+DSP potoku | 4DSP potoku | 4DSP potoku
X*FY | 12242 | 404 4 188+2 | 220 4 40248 | 176 4
X/Y | 12242 | 404 4 188+2 | 220 4 40248 | 176 4
X+Y | 13443 | 247 5 20043 | 241 5 372+12 | 166 5
. Xilinx CoreGen
Rodzaj (Multiplier 10.0, Divider 1.0,
bloku Adder/Subtractor 7.0)
liczby 32-bitowe (liczby 32-bitowe
statoprzecinkowe | zmiennoprzecinkowe)*
(liczby 64-bitowe
statoprzecinkowe)**
Slice | MHz | Stopnie | Slice | MHz | Stopnie
+DSP potoku | 4DSP potoku
XFY | 17+4 | 264 4 (51410)%% | 88+ | 4
X/Y |1229+0| 254 36 | 251+10)* | 117% | 10*
X+Y | 96+0 | 416 5 (176+0)#* | 383+ | S

Operacja dodawania (odejmowania) w arytmetyce utamkowej jest najbardziej
skomplikowang wsréd w/w operacji arytmetycznych, poniewaz wymaga wykonania 3
operacji mnozenia i jednego dodawania(odejmowania). Z tego powodu zlozono$¢
sprzgtowa 16-bitowego sumatora RFA jest znacznie wigksza od zlozonosci sprzgtowej
32-bitowego sumatora statoprzecinkowego (m.in. dlatego, ze wykorzystuj¢ 3 bloki DSP),
a jego wydajno$¢ jest ok. 2 razy mniejsza. Lecz trudno sobie wyobrazi¢ jednostke



przetwarzajaca (lub ALU), ktéra powinna wykonywaé wylacznie operacje dodawania.
Jesli natomiast do zbioru operacji wykonywanych przez jednostke RFA dotgczy¢ jeszcze
przynajmniej jedng operacj¢ arytmetyczna - nawet tylko mnozenie, wéwczas znajdujace
sic w jednostce wbudowane bloki mnozace lub DSP da si¢ wykorzystatc w obu
operacjach: dodawania i mnozenia. Wigc sumaryczna liczba wykorzystanych blokéw
DSP si¢ nie zwigkszy (lub prawie si¢ nie zwigkszy).

Kolejne badania opracowanych blokéw operacyjnych RFA miaty na celu
poréwnanie podstawowych parametrow w/w blokéw przy ich implementacji w uktadach
FPGA r6znych rodzin, np. Xilinx Virtex 4 (xc4vSX35-12) i Virtex5 (xc5vLX50-3) oraz
réznych firm, np. Altera Stratix II (Eps215F672CS). Narzgdziem do implementacji
blokéw RFA w uktadzie StratixII byto $rodowisko Altera Quartus II 7.2 SP2. Otrzymane
wyniki §wiadcza o tym, ze w ukladach FPGA Xilinx Virtex4 oraz Altera StratixII
wykorzystanych zostaje identyczna liczba wbudowanych 18-bitowych blokéw
mnozacych zawartych w blokach DSP (blok DSP48Slice w rodzinie Virtex4 zawiera
jeden 18-bitowy bloki mnozenia, blok DSP w rodzinie StratixIl - 2 takie bloki),
natomiast dla ukfadu Virtex4 uzyskano wyzsze czestotliwosci pracy (o okoto 20-25%),
niz dla uktadu StratixII.

Kolejnym zadaniem zespolu bylo opracowanie projektéw potokowych
i réwnolegtych jednostek przetwarzajacych przeznaczonych do realizacji podstawowych
algorytméw algebry liniowej. W ramach wykonania tego zadania wykorzystano
wieloletnie do$wiadczenie kierownika zespotu w dziedzinie metod projektowania
architektur procesoréw systolicznych (ang. systolic array) oraz jednouktadowych
macierzy procesorowych (ang. VLSI array processor) przeznaczonych do realizacji
algorytmow cyfrowego przetwarzania sygnatow i algebry liniowej [12]. Jeszcze kilka lat
temu architektury te mogly by¢ realizowane fizycznie wylacznie w postaci wyspecja-
lizowanych uktadéw scalonych ASIC. Mimo to, Ze macierze procesorowe maja
najwigkszg warto$¢ wspotczynnika wydajnosc/ziozonosé_sprzetowa wérdd wszystkich
znanych typéw architektur réwnolegtych, wczesniej nie uzyskaly one duzego
rozpowszechnienia z powodu bardzo wysokiego stopnia specjalizacji (co uniemozliwia
produkcje masowa uktadu ASIC, niekorzystnie wptywajac na jego ceng). Obecnie, dzigki
rozwojowi uktadéw reprogramowalnych, przewyzszajacemu ponad dwukrotnie wartosci
podane w prawie G. Moore’a, pojawia si¢ potencjalna mozliwo$¢ wykorzystania
macierzy procesorowych jako réwnolegtych jednostek przetwarzajacych (akceleratoréw)
systemow specjalistycznych przeznaczonych do realizacji w uktadach FPGA.

Niestety, juz pierwsze proby bezposredniej implementacji, przez zespot
badawczy, projektéw architektur macierzy procesorowych w uktadach FPGA wiodacych
producentéw (Xilinx i Altera) wykazaty zaréwno niska efektywno$¢ wykorzystania
zasobow sprzetowych w/w uktadéw FPGA, jak i niskg (w stosunku do maksymalnie
mozliwej) czgstotliwo$¢ dziatania zaimplementowanego w uktadzie FPGA akceleratora.
Przyczyn powstania opisanej sytuacji jest kilka. Po pierwsze, projektowanie logiczne



uktadéw i systeméw cyfrowych obecnie odbywa si¢ z wykorzystaniem jezykow opisu
sprzetu, takich jak np. VHDL, przy czym rozni projektanci moga opisywac te samg
architekture uktadu cyfrowego na rézne sposoby (tym bardziej, Ze istnieja rézne style
opisu architektury: behawioralny, strukturalny i opis Sciezki danych). Po drugie, w celu
zwigkszenia czestotliwosci dziatania zaprojektowanej architektury przynajmniej do 10%-
15% maksymalnej czestotliwosci dziatania uktadu FPGA, niezbednym jest
wprowadzenie w projekcie potokowego trybu obliczef. Po trzecie, uktady FPGA
réznych firm, a nawet réznych rodzin posiadaja zupetnie rézne zasoby sprzetowe. To
wszystko oznacza, ze jako$¢ projektu logicznego systemu cyfrowego (tj. gléwnie
ztozono$¢ sprzgtowa oraz maksymalna czestotliwos¢ dziatania systemu) zalezy od
dos$wiadczenia i wiedzy projektanta przynajmniej na temat projektowania architektur
potokowych, budowy uktadéw reprogramowalnych réznych rodzin oraz osobliwosci
zachowania oprogramowania do syntezy logicznej. Cze$ciowym rozwigzaniem
przedstawionych tu probleméw jest wykorzystanie w projekcie systemu cyfrowego
gotowych projektéw jego podzespotdéw, tj. komponentéw IP-core wybieranych
z odpowiednich bibliotek. Jednak, mimo istnienia na rynku bibliotek IP-core, ich
wykorzystanie réwniez niesie ze soba szereg probleméw: rézne bloki moga mie¢ rdzne
interfejsy, wydajnos¢, formaty danych wejSciowych 1 wynikéw, czgstotliwo$¢ pracy, itd.,
przez co nie moga by¢ polaczone ze soba bezposrednio.

Badania przeprowadzone przez czionkéw zespotu wykazaly dodatkowo,
ze szczegblnie w przypadku projektéw réwnoleglych i potokowych jednostek
przetwarzajacych, na jako$¢ projektu logicznego jednostki maja wptyw nie tylko wyzej
wymienione czynniki, lecz réwniez projekt architektury jednostki, a czgsto nawet
konkretne algorytmy, ktére jednostka ma realizowa¢. Innymi stowy, budowa i zasoby
sprzetowe uktadu reprogramowalnego FPGA, w ktérym jednostka ma by¢ implemento-
wana, warto bra¢ pod uwage juz na etapie okre$lenia zbioru algorytméw, ktére jednostka
ma realizowa¢, a tym bardziej na etapie projektowania strukturalnego. Czasami
algorytmy wejsciowe nalezy modyfikowaé, aby uzyskaé taka architektur¢ jednostki,
ktérej projekt logiczny (projekt RTL) przy implementacji w ukladzie FPGA bedzie
efektywnie wykorzystywal jego zasoby i mial czestotliwo$¢ bliska do maksymalnej
czgstotliwosci dziatania uktadu FPGA.

Tak np. dla algorytmu redukcji wstecznej (ang. back substitution), najpierw
dopracowano znang architekture macierzy procesorowej [12], a nastgpnie struktury
wewnetrzne  poszczegblnych elementdw przetwarzajacych (EP)  wprowadzajac
opracowane wyzej bloki operacyjne RFA. Uproszczona budowa nowej réwnoleglej
jednostki przetwarzajacej przedstawiona jest na rys. 5, gdzie RAM oznacza blok pamigci
dwuportowej z wejsciami adresowymi zapisu AW i odczytu AR danych (uproszczona
dlatego, ze magistrale danych jeszcze nie sg podzielone na magistrale licznikow
i mianownikéw, brakuje blokéw sterowania, ponadto zaktada sie, ze blok mnozenia RFA
ma 2 stopni w potoku, a blok dodawania RFA — 3 stopnie, co reprezentowane jest na rys.



5 prostokatami dotaczonymi do w/w blokéw). To oznacza, ze czas wykonania kazdej
operacji mnozenia z odejmowaniem lub dzielenia wynosi 5 taktéw zegarowych, ale
réwnocze$nie w kazdym EP jednostki przetwarzane sa 5 elementéw macierzy A.
W opracowanej potokowej architekturze jednostki liczba L elementéw przetwarzajacych
moze by¢ dowolna, lecz mniejsza od N oraz N/L — powinno by¢ liczba naturalng. W tym
przypadku czas wykonania metody podstawienia bedzie wynosit ok. N*/(2L) taktéw, co
odpowiada wysokiemu, bliskiemu 100% stopniu obcigzenia (wykorzystania)
poszczegdlnych EP. Niestety, cztonkom zespotu nie udalo si¢ poréwnaé parametry
zaprojektowanej jednostki ze znanymi z powodu braku podobnych projektéw. Pod tym
wzgledem prawie wszystkie wykonane przez zespdt projekty réwnolegtych jednostek
przetwarzajacych sg projektami ,,pionierskimi”.

Projekt  opracowanej  potokowej  jednostki  przetwarzajacej  zostal
zaimplementowany w uktadzie FPGA Virtex 4. Dla najmniejszej liczby stopni potoku
dla bloku mnozacego (tj. 2) i sumatora — 3, maksymalna czestotliwos¢ dziatania
jednostki przetwarzajacej wyniosta okoto 90MHz; po podniesieniu liczby stopni potoku
w bloku mnozacym do 5 i w sumatorze do 6 (poprzez wlaczenie rejestrow wewnatrz
blokéw DSP) maksymalna czgstotliwo$¢ byta réwna 132MHz. Przy zwigkszeniu liczby
stopni potoku w sumatorze do 8 czgstotliwo$¢ dziatania jednostki wyniosta okoto
173MHz, tj. okoto 33% od maksymalnej czestotliwosci dziatania uktadu Virtex4. Dalsze
zwigkszenie czgstotliwosci dla systemu o takim stopniu zlozonosci jest juz raczej
niemozliwe.
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Rys. 5. Architektura réwnoleglej jednostki przetwarzajacej realizujacej metodg redukcji
wstecznej (z uwzglgdnieniem 5-stopniowego potokowego trybu obliczen)

Kolejnym projektem byt projekt jednostki potokowej przeznaczonej do rozktadu
LU macierzy tréj-diagonalnej Jacobi’ego A(N,N) w oparciu o wzory (8) (ktére
reprezentuja najprostsza wersj¢ algorytmu eliminacji Gaussa). W postaci macierzowej
rozklad LU przedstawiono za pomocg réwnosci (9), a wstepny projekt architektury



jednostki S; - na rys. 6 wraz z ilustracjg jej dziatania, gdzie MUL, DIV, SM i Rg
oznaczajg odpowiednio blok mnozenia, blok dzielenia sumator i rejestr.
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Nastepnie do eliminacji Gaussa zostala wprowadzona strategia lokalnego
wyboru elementu wiodacego, aby jednostka przetwarzajaca mogta wykonywa¢ rozktad
LU macierzy pasmowej Hessenberga, a nawet macierzy pasmowej (przyktadowe
struktury macierzy obu typow przedstawiono odpowiednio na rys. 7a i rys. 7b).
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Rys. 6. Architektura jednostki §; przeznaczonej do realizacji eliminacji Gaussa
na macierzy Jacobi’ego wraz z ilustracja kolejnosci przeprowadzenia obliczen

a) b)
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Rys. 7. Postacie ogélne macierzy: pasmowej (b) oraz pasmowej Hessenberga (a)

W przypadku macierzy pasmowej Hessenberga, w ktdrej szeroko$¢ pasma
wynosi (h+1), metoda eliminacji Gaussa z lokalnym wyborem elementu wiodacego
moze by¢ przedstawiona w postaci ponizszego fragmentu programu (10):

fori=1 toN-1do
begin
if abs(a(i, i)) < abs(a(i+1,i))
then /*zamiana wierszy*/
for k=ito h+1 do
begin
u(i, k)=a(i+1, k); a(i+1,k)=a(i, k);
end
else /*brak zamiany wierszy*/
for k=i to h+1 do u(i, k)=a(i, k);
/*eliminacja*/
I(i+1, D)= a(i+1,)/u(, i);
for k =i+1 to h+1 do a(j, k) = a(j, k) - I(j, D)*u(i, k);
(10)
end;

Zgodnie z opisang w pracy [12] metoda odwzorowania, z programu (10)
otrzymana zostata architektura réwnoleglej jednostki przetwarzajacej S,, ktdra jest
przedstawiona na rys. 8. Jednostka zawiera h elementéw przetwarzajacych EP dwéch
réznych typéw: EP,, ktéry realizuje operacje poréwnania warto$ci bezwzglednych
elementéw a(i, i) z a(i+1,i) i dzielenia oraz EP; (j=2,...,h), kt6re realizujg operacje
zamiany wierzy oraz mnozenia z odejmowaniem. Struktury wewnetrzne obu typéw EP
przedstawiono odpowiednio na rys. 9a i rys.9b, gdzie CM oznacza komparator,
D - przerzutnik typu D, a MUX — multiplekser dwuwejsciowy. Architektura S, cechuje
sie czasem realizacji metody eliminacji Gaussa rownym ok. 2N taktéw, co odpowiada
ok. 50%-wemu stopniu obcigzenia (wykorzystania) poszczegélnych EP réwnoleglej
jednostki. Jednak analiza architektury wykazata, Ze jednostka moze réwnocze$nie
przetwarza¢ dwie macierze danych wejsciowych, np. A i D o tych samych rozmiarach N



i h, przy niezmiennym czasie wykonania rozktadu LU. W tym przypadku stopien
obciazenia EP jednostki S, jest bliski 100%. Sposéb podawania elementéw macierzy A
i D na wejscia jednostki, w przypadku ich réwnoleglego przetwarzania przedstawiono
w dolnej czesci rys. 8.

W celu realizacji architektury S, w arytmetyce utamkowej opracowano nowy blok
operacyjny wykonujacy poréwnanie wartoSci bezwzglednych dwéch utamkéw IxI>[yl
(tj. wartosci bezwzglednych dwéch sasiednich elementéw tej samej kolumny macierzy
la;l 1 la;,, 1) 1 nastepnie dzielenia mniejszego elementu przez wigkszy. W zaleznosci od
znakéw licznikéw x,, y, 1 mianownikow x,, y, , sprawdzenie warunku

Tuii Tui,i+1 T”i,i+2 ?ML i+h-1

EP1 > EP2 » EP3 —> . — EP/l —» Vi+l,i
> > — ... ¥ —> liv1i
< < — .. +— — 0
1 1 1 T takty
apy 1
as du an 2
dh an dp 3
asn dy as 4
dy» as; dy; apn 5
a3 ds By ce dl,h 6
di3 au dx a7
sy dy Ays . dy p 1 8

Rys. 8. Architektura macierzy procesorowej S, przeznaczonej do realizacji metody eliminacji
Gaussa na macierzy pasmowej Hessenberga
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Rys. 9. Architektura wewnetrzna EP; (a) oraz EP; (b) réwnolegtlej jednostki przetwarzajacej S,
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sprowadza si¢ do obliczenia znaku (funkcja sign) sumy lub réznicy iloczynéw x,*y, oraz
x*y, . Wiec podstawowa operacja w procedurze poréwnania utamkéw jest mnozenie
z dodawaniem (odejmowaniem). Cztonkom zespolu badawczego udato si¢ opracowaé
oryginalng struktur¢ tego bloku operacyjnego wykorzystujac obecny w EP; blok
dzielenia (przeciez dzielenie x/y w arytmetyce utamkowej sprowadza si¢ do obliczenia
wartoSci licznika x,*y, 1 mianownika x,*y, wyniku) oraz wprowadzajac tylko jeden
dodatkowy sumator, dwa dwu-wejsciowe multipleksery i blok normalizacji NM.
Szczegétowa struktura wewnetrzna EP; dziatajacego w RFA przedstawiono na rys. 10,
gdzie n i d oznaczaja odpowiednio licznik i mianownik odpowiedniej zmiennej, Neg
oznacza znacznik ujemnego wyniku, a c;, — przeniesienie wejsciowe sumatora SM.

Nalezy zaznaczy¢, ze w tej jednostce kazdy blok mnozenia MUL ma 2 stopni
w potoku, oraz tyle samo stopni ma blok normalizacji wyniku. To oznacza, ze czas
realizacji kazdego wierzchotka grafu algorytmu wynosi 5 taktéw zegarowych, ale
réwnoczesnie w kazdym EP jednostki moga by¢ przetwarzane elementy pig¢ciu réznych
macierzy wejsciowych A. W tym przypadku czas wykonania metody eliminacji Gaussa
z lokalnym wyborem elementu wiodacego bedzie wynosit ok. 2N taktow, co réwniez
odpowiada wysokiemu ok. 67% stopniu obcigzenia poszczegdlnych EP réwnoleglej
jednostki. Projekt opracowanej potokowej jednostki przetwarzajacej réwniez zostat
zaimplementowany w ukladzie FPGA Virtex 4 (4vix15sf363-12). Dla 35-bitowych
danych wejsciowych oraz liczby stopni potoku w bloku mnozacym i sumatorze RFA
réwnym odpowiednio 3 1 5, maksymalna czestotliwo$¢ dziatania jednostki
przetwarzajacej wyniosta okoto 149,5MHz, przy czym po podniesieniu liczby stopni
potoku w bloku mnozacym do 5 i w sumatorze do 7 maksymalna czgstotliwo$¢ wzrosta
tylko do 151MHz. Z tego powodu dalsze zwigkszeniu liczby stopni potoku nie miato
sensu. Lecz te parametry czgstotliwo$ci zespdt badawczy réwniez rozpatruje jako wazne
osiagniecie. Ponadto wyniki implementacji réwnoleglej jednostki §wiadcza o tym, ze dla
35-bitowych danych wejsciowych EP; zajmuj¢ okoto 8 blokéw DSP w/w uktadu FPGA
oraz ok. 7% liczby CLB. Natomiast drugi i kazdy nastgpny EP architektury S, zajmuje
20 blokéw DSP oraz 15% liczby CLB, wigc w najwigkszym uktadzie FPGA rodziny
Virtex4 (zawierajacym 512 blokéw DSP) moze by¢ umieszczona jednostka zawierajaca
nawet 25 takich EP.
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Rys. 10. Struktura wewngtrzna EP; jednostki przetwarzajacej S, dostosowana do dziatania w
arytmetyce utamkowej

Zgodnie z harmonogramem badan projektu, wykonawcy skupili uwage na
bardziej zaawansowanych algorytmach algebry liniowej, przeznaczonych do rozwigzy-
wania uktadéw réwnan liniowych i problemu najmniejszych kwadratéw oraz do
odnalezienia warto$ci wtasnych macierzy. Sa to miedzy innymi: algorytm Cholesky’ego-
Banachewicza (wykonujacego rozktad LL" macierzy symetrycznych dodatnio
okre§lonych) oraz algorytmy odbi¢ Householdera i obrotéw Givensa (wykonujace
rozktad QR macierzy prostokatnych). Mimo duzej réznicy w sposobie przeksztalcenia
danych wejsciowych oraz ztozonoéci obliczeniowej tych algorytméw, ich wspdlng cecha,
ktéra wyréznia ich od rozpatrywanych wczesniej, jest pojawienie si¢ operacji
pierwiastkowania (oprécz mnozenia z dodawaniem i dzielenia). Przy czym w algorytmie
Cholesky’ego (ktérego ztozonosé obliczeniowa wynosi O(N'/6), a liczba krokéw jest
réowna N dla macierzy wejSciowej stopnia N) operacja pierwiastkowania jest
wykonywana tylko 1 raz na poczatku kazdego kroku, a nastgpne obliczenia s3
uzaleznione od jej wyniku. Taka cecha algorytmu praktycznie uniemozliwia
wprowadzenie potokowego trybu obliczen w réwnolegtych jednostkach przetwa-
rzajacych oraz znacznie wydluza czas realizacji algorytmu w jednostkach
jednoprocesorowych potokowych. Z tego powodu zesp6ét badawczy wigksza uwage
poswiecit opracowaniu projektu logicznemu jednostki wykonujacej tylko jeden algorytm



z tej grupy — algorytm Cholesky’ego. Jako podstawe zostata wybrana opracowana przez
kierownika zespotu architektura macierzy procesorowej, w ktdrej wspdiczynnik
obcigzenia EP jest bliski 66%, tj. jest najlepszym ws$rdd znanych architektur
realizujgcych metode Cholesky’ego. Niestety, bezposrednia realizacja w uktadach FPGA
tej macierzy procesorowej nie miata sensu ze wzgledu na niefortunny podziat operacji
arytmetycznych w poszczegélnych krokach algorytmu, co ilustruje tab. 3 dla przypadku
macierzy A(4,4). Jak bylo juz wyzej zaznaczono, operacja pierwiastkowania jest
wykonywana tylko 1 raz na poczatku kazdego kroku algorytmu, a nastepne obliczenia sa
uzaleznione od jej wyniku. Z tego powodu przeanalizowano tok obliczefi w algorytmie
Cholesky’ego 1 podjeto probe zgrupowania wszystkich operacji pierwiastkowania
1 nastepnie przesuniecia ich na ostatni N-ty krok algorytmu.

Tab. 3. Kolejnos§¢ obliczen w klasycznym algorytmie Cholesky’ego-Banachewicza (dla

macierzy A(4,4))
Krok 1 Krok 2 Krok 3 Krok 4
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Zgodnie ze wzorami z tab. 3, przykladowo nowa warto$¢ elementu ay, jest
réWna da,, =d,, —a,, -a, /(I,;-1,,), tj. nie ma potrzeby obliczenia wartosci I;, (poprzez
wykonanie operacji pierwiastkowania), mozna natomiast wykorzysta¢ dang a;; zamiast
mnozenia (Ij;-l;;). Analizujac dalej dane z tab. 10 mozna wywnioskowac,
ze w analogiczny sposob mozna modyfikowa¢ wszystkie pozostate elementy macierzy:

dss..»0y, . Obliczenie pierwiastka i wykonanie operacji dzielenia, a nastgpnie
mnozenie wynikéw pierwszych dwéch operacji powoduja tylko zwiekszenie biedow
zaokraglen. W zwiazku z tym, wykonawcy projektu opracowali nowa wersje algorytmu
Cholesky’ego, ktdra jest przedstawiona w tab. 4 (dla przypadku macierzy A(4,4)).
Gléwng ideg jest wprowadzenie zmiennej pomocniczej mj; zamiast elementow [
macierzy wynikowej, tak ze np. my=ay/a;;, i nastepnie modyfikacji elementéw
macierzy A w oparciu o zmienne ;.

Tab. 4. Zmodyfikowany algorytm Cholesky’ego dostosowany do potokowego trybu obliczef



Krok 1 Krok 2 Krok 3 Krok 4
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Analiza zmodyfikowanego algorytmu Cholesky’ego $wiadczy o tym, ze jest on
dobrze dostosowany do realizacji w jednostkach potokowych, zaréwno jednoproceso-
rowych, jak i réwnolegtych, poniewaz wszystkie operacje arytmetyczne kazdego z typow
sg zgrupowane (brak pojedynczych operacji pierwiastkowania, dzielenia a nawet
mnozenia 7z dodawaniem, z wyjatkiem kroku przedostatniego). Ponadto, wynik kazdej
operacji nie jest natychmiast wykorzystywany w dalszych obliczeniach, a bledy
zaokraglen sa mniejsze dzigki wyeliminowaniu zbgdnych obliczen (o czym juz byfa
mowa wyzej). Ceng za w/w korzystne cechy nowego algorytmu jest zwigkszenie jego
ztozonosci obliczeniowej o ok. N*/2 operacji mnozenia, ktére w przypadku N>50 jest juz
niezauwazalne (w poréwnaniu do zlozonosci oryginalnego algorytmu - O(N'/6)
operacji). Zmodyfikowana wersja algorytmu Cholesky’ego wraz z architekturami
potokowej i réwnoleglej jednostek przetwarzajacych do jego realizacji zostata
opublikowana m.in. w pracach [12, 22].

Po modyfikacji zaréwno algorytmu Cholesky’ego, jak i architektury
réwnoleglej jednostki przetwarzajacej przeznaczonej do jego realizacji zawierajacej
dowolng liczbe h EP (taka, ze p=N/h byla liczba catkowita), zesp6t badawczy skupit si¢
na projektowaniu logicznym jej elementéw przetwarzajacych, z uwzglednieniem
potokowego trybu obliczen i osobliwoséci arytmetyki RFA. Analiza danych z tab. 4
swiadczy o tym, ze wszystkie EP, oprdcz ostatniego powinny wykonywac operacje
dzielenia i mnozenia z dodawaniem. Stad wynika, ze jako jednostka arytmetyczno-
logiczna (ALU) wewnatrz kazdego EPi (i=1,...,h-1) moze by¢ wykorzystana opracowana
wczesniej 9-stopniowa potokowa jednostka ALU RFA (przedstawiona na rys. 2a), ktéra
juz byla wczesniej wykorzystana do rozwigzania uktadéw réwnafi liniowych w oparciu
o metod¢ gradientéw sprzezonych. Do w/w jednostki ALU RFA nalezy tylko dodaé
bloki pamigci typu RAM lub (jeszcze lepiej) kolejki FIFO oraz multipleksery. Struktura
catego elementu EPi przedstawiono na rys. 1la, gdzie Rg oznacza rejestr dla
przechowania zmiennej a;, a FIFO_1 i FIFO_2 - kolejki FIFO o dlugo$ci poczatkowe;j



(N-i) komérek przeznaczone do przechowania odpowiednio elementéw i-tej kolumny
macierzy oraz elementéw m;;.

Natomiast ostatni EP powinien wykonywa¢ operacje mnozenia i pierwiastko-
wania, przy czym zgodnie z wczeSniejszymi ustaleniami, ostatnig operacje w arytmetyce
utamkowej najlepiej wykonywa¢ w oparciu o iteracyjny algorytm Newtona (wystarczy
4 iteracji w przypadku 35-bitowych utamkéw). Zgodnie z tym algorytmem obliczenie
wartosci P = SQRT(X) odbywa si¢ w oparciu o poczatkowe przyblizenie do pierwiastka
P'oraz kilkakrotne obliczenie ponizszego wyrazenia (12)

P =(P*+X /P12, (12)

gdzie k oznacza numer iteracji, k=2,...,5. Analiza wyrazenia (12) $wiadczy o tym,
ze do obliczenia pierwiastka kwadratowego wystarczy wykonac cztery operacje dzielenia
z dodawaniem. Wigc wyzej wymienione ALU RFA, wykorzystane w EPi, moze réwniez
by¢ wykorzystane jako ALU w ostatnim EP, je$li wprowadzi¢ do niego uktad pamigci
statej ROM do przechowywania wartosci P' oraz dodatkowe multipleksery stizace do
podawania wynikéw posrednich P* z wyjscia ALU na jego wejécie. Ostatecznie blok
ALU ostatniego elementu przetwarzajagcego EPh architektury Ss przedstawiono na

rys. 11b. W tym ALU licznik b nl i mianownik £ dl sg otrzymywane z bloku ROM, przy
czym adres podawany na blok ROM jest formowany przez uktad normalizacji NM1, jako
réznica w liczbie bitéw znaku znajdujacych si¢ w liczniku a mianowniku utamka X przed
pierwszym bitem znaczacym (odpowiedni fragment tego ukladu przedstawiono na

rys. 2b). W ten sposéb odczytywane z ROM wartoSci maja Pnl, P, dl majg tylko 2-3
prawidlowe bity ostatecznego wyniku P, ale objetos¢ bloku ROM wynosi tylko 16
komorek, a po wykonaniu 4 iteracji, dzigki wysokiej (kwadratowej) zbieznosci metody
Newtona, ostateczny wynik P bedzie miat doktadno$¢ co najmniej 34 bitow.

Nalezy zaznaczy¢, ze ALU przedstawione na rys. 11b moze by¢ wykorzystane
zarbwno w elementach przetwarzajacych réwnolegtych jednostek, jak i ALU
samodzielnej, jednoprocesorowej, potokowej jednostki przetwarzajacej realizujacej
praktycznie kazdy z wszystkich wymienionych w niniejszej pracy algorytméw (poza
chyba tylko algorytmami Givensa i QR) — nalezy tylko dotaczy¢ do tego ALU blok
pami¢ci RAM, 2 kolejki FIFO (jak to jest pokazane na rys. 11a) i zapewni¢ odpowiednie
sterowanie.

Tab. 5 reprezentuje wyniki implementacji w uktadzie Virtex4 (xc4vSX35-12)
modelu VHDL 35-bitowego 9-stopniowego ALU RFA przedstawionego na rys. 11a oraz
wyniki implementacji w tym samym uktadzie 32-bitowego ALU zmiennoprzecinkowego
7tozonego z blokéw operacyjnych, ktérych opis zostal wygenerowany z moduléw
srodowiska Xilinx Coregen: Multiplier 10.0, Divider 1.0 oraz Adder/Subtractor 7.0 (opis
moduléw jest dostepny pod adresem http://www.xilinx.com Xilinx Floating-point
Operators v2.0 — DS335, Xilinx, January 18, 2006). Mimo to, ze drugie ALU nie jest




zoptymalizowane, szczegdlnie pod wzgledem liczby wykorzystanych blokéw CLB,
analiza danych z tab. 5 potwierdza teze wykonawcéw projektu o mniejszej ztozonosci
sprzgtowej oraz wyzsze] wydajnosci ALU RFA w stosunku do ALU
zmiennoprzecinkowego przy (jak bedzie pézniej pokazano) zachowaniu poréwnywalnej
doktadnosci obliczen.

a) b)

FIFO_1 [¢

\MX / | ‘MPU | | MPI‘J' |
,nlﬁn vd v y
MPU MPU | N1 |
NM y l
ROM
* v i \ 4
MPU MPU MPE|

v ¥

P, P4

Rys. 11. Struktury wewngtrzna EPi (a) oraz EPh (b) réwnolegtej jednostki przetwarzajacej
realizujacej zmodyfikowany algorytm Cholesky’ego w arytmetyce RFA

Nalezy zaznaczy¢, ze podczas opracowania tego projektu cztonkowie zespotu
badawczego wykorzystali oprogramowanie Xilinx PlanAhead Design Analysis Tools
w celu zwigkszenia maksymalnej czgstotliwosci dziatania jednostki. Ponadto, w trakcie
implementacji opracowanych jednostek zawierajacych kolejki FIFO stwierdzono,
ze implementacja kolejki jako ,,Shift register” jest najszybsza (maks. czgstotliwo$¢ jest
bliska 550MHz), ale zajmuje wigcej komorek slice ukladu FPGA. Natomiast
implementacja jako ,Dynamic Shift register” z wykorzystaniem prymitywéw SRL16,
SRL16E, SRLCI16E zajmuje mniej komorek, jednak kolejka pracuje z czgstotliwoscia
okoto 350MHz, przy czym czgstotliwo$¢ ta jest praktycznie nie zalezy od dlugosci
kolejki (mniejszej od 256). W zwiazku z tym do realizacji kolejek FIFO wybrano drugie
rozwigzanie (gdyz nie jest to ,,waskie gardlo” jezeli chodzi o czestotliwos¢ catego
uktadu).



Tab.5. Wyniki poréwnania implementacji proponowanego ALU RFA z rys.11a z podobnym
ALU zlozonym z modutéw IP-core firmy Xilinx w ukladzie FPGA Virtex 4

Parametry ALU z rys. 11a ALU RFA ALU ztozone
(35-bitowe) z modutéw IP-core Xilinx
32-bitowe zmiennoprzecinkowe

Liczba wykorzystanych blokéw CLB (slice), 811 7311

Liczba wykorzystanych blokéw mnozacych 20 9
Liczba stopni w potoku przy wykonaniu:
mnozenia z odejmowaniem 9 12+10

dzielenia 9 56
pierwiastkowania 45 56

Maksymalna czgstotliwos$¢ dziatania, MHz 158(175%) 120

* po optymalizacji wykonanej w programie Xilinx PlanAhead Design Analysis Tools

4. Analiza dokladnosci obliczen jednostek przetwarzajacych RFA

Jak juz bylo wczeSniej wspomniano, sprawdzenie poprawnosci dziatania
opracowanych blokéw operacyjnych RFA odbywato si¢ najpierw poprzez weryfikacje
ich modeli VHDL w symulatorze ActiveHDL firmy Aldec. Poprawno$¢ i doktadno$¢
otrzymywanych wynikéw obliczen byta weryfikowana poprzez pordwnanie wynikéw
otrzymywanych z modeli blokéw RFA z wynikami z modeli funkcjonalnych VHDL
analogicznych zmiennoprzecinkowych jednostek przetwarzajacych, w ktérych wszystkie
wykorzystane zmienne mialy typ Real. Zgodnie ze standardem VHDL dane typu Real
reprezentowane s3 w komputerze z maksymalng mozliwa doktadnoécia, jaka moze
zapewni¢ sprzet komputerowy (na ktérym przeprowadzane jest modelowanie). Poniewaz
autorzy pracowali na komputerze typu PC z procesorem Intel Pentium 4, faktycznie
otrzymane wyniki ze wszystkich modeli blokéw ALU i jednostek przetwarzajacych byly
poréwnywane z wynikami zmiennoprzecinkowymi o precyzji Double Extended
(80-bitowych) zgodnie ze standardem IEEE 754. Z tego powodu autorzy uwazali wyniki
produkowane przez te modele wynikami ,bezbtednymi”. Wykonane poréwnania
§wiadcza o tym, ze dla utamk6w 35-bitowych a/b btad obliczen wynosi § = 5%10° = 2%,
dla ufamkéw 32-bitowych — §=~5%10", dla utamkéw 24-bitowych — §=5%107.
Nastepnie wykonano bylo poréwnanie doktadnosci wynikéw rozktadu LL'
otrzymywanych z modelu ALU RFA z doktadnoscia wynikéw dwdch modeli ALU -
dziafajacych na liczbach zmiennoprzecinkowych 32-bitowych i 64-bitowych (zgodnych
z formatami IEEE 754 Single i Double) i opracowanych przez autoréw w jezyku VHDL
specjalnie do celéw testowania. Macierz wejsciowa (ktéra powinna by¢ macierza
symetryczng i dodatnio okreslona) byta tworzona w ten sposéb, ze elementy lezace na jej
gléwnej przekatnej byly generowane losowo z przedziatu od 0,75 do 1,25 , natomiast



warto$¢ elementéw ponizej przekatnej byta brana z w/w przedziatu, ktérego granice byly
pomniejszone o odlegto$¢ od przekatnej. Btad byt liczony jako odchylenie standardowe
znormalizowane, tj. pierwiastek z sumy kwadratéw réznic elementéw macierzy
wynikowe] L dzielonych przez liczbe elementéw macierzy L oraz warto$¢ jednego
z elementéw macierzy, tj. zgodnie wzorem (20).

N i
2 Z Z (l:j _li,j)2
§ =1 —=£ (13)
N-(N+1)*ZN,N

Wyniki poréwnania $wiadczg o tym, ze dla 32-bitowych danych zmienno-
przecinkowych btad obliczen wynosi §=3*107, dla 64-bitowych danych
zmiennoprzecinkowych § =~ 7%107'°. Wynik ogélny jest nastepujacy: doktadnosé obliczen
prowadzonych liczbach zmiennoprzecinkowych 32-bitowych jest poréwnywalna
z dokfadnoscia obliczen przeprowadzonych na utamkach 32- bitowych. Ten wynik
potwierdzaja réwniez wykresy z rys. 12, otrzymane w pakiecie ,,Scilab” dla algorytmu
Cholesky’ego, realizowanego na dobrze uwarunkowanych macierzach o réznych
rozmiarach N<100, ktérych elementy byty przedstawione jako utamki 16-bitowe (0),
18-bitowe (*), 24-bitowe (+), 26-bitowe (0) i 32-bitowe (X) oraz jako liczby 32-bitowe
zmiennoprzecinkowe (0).

Nalezy jednak zaznaczy¢, ze odrdznieniu od formatu zmiennoprzecinkowego,
btedy obliczefi w RFA w do$¢ duzym stopniu zaleza od wielko$ci danych wejsciowych.
Jesli scala wielko$ci danych wejSciowych jest taka, Ze §rednia ich warto$¢ wynosi 1, to
obliczenia w RFA maja najwicksza doktadnos$¢. Np. 26-bitowe utamki daja doktadnos¢
jednakowa z 32-bitowymi danymi zmiennoprzecinkowymi (z 24-bitowa mantysa
i 8-bitowym wykladnikiem). Natomiast przy przetwarzaniu danych, ktérych srednia
warto$¢ jest wieksza od jedynki w M razy, doktadno§¢ w arytmetyce RFA spada réwniez

w M razy, natomiast w arytmetyce zmienno-przecinkowej spada tylko ok. W razy.
To potwierdza wykres przedstawiony na rys. 12, gdzie (o) odpowiada 26-bitowym
utamkom, (X) - 32-bitowym utamkom oraz (o) - liczbom 32-bitowym zmienno-
przecinkowym. Ostatecznie mozna oszacowac, ze biad obliczen w RFA w przypadku
algorytmu Cholesky’ego wynosi 27" MN "3 gdzie n - liczba bitéw reprezentujacych
licznik i mianownik utamku, N - rozmiar macierzy danych wejsciowych, a M - $rednia
warto$¢ jej elementow.



Matrix dimension

Rys. 12. Poréwnanie btedéw obliczen dla utamkéw 16, 18,24, 26 i 32-bitowych oraz na liczbach
32-bitowych zmiennoprzecinkowych dla algorytmu Cholesky’ego
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Rys. 13. Zalezno$¢ bledéw obliczen w algorytmie Cholesky’ego dla danych wejsciowych réznej
wielkosci



W przypadku algorytmu redukcji wstecznej, badania dokfadnosci obliczen byly
prowadzone zgodnie ze wzorem (14)

(14)

Wyniki obliczenia wyrazenia (14) dla utamkéw 32-bitowych i 32-bitowych
danych zmiennoprzecinkowych przedstawiono w ponizszej tablicy. Nalezy zaznaczy¢,
ze zaréwno elementy tréjkatnych gérnych macierzy danych wejsciowych, jak i elementy
wektoréw wyrazéw wolnych byly generowane losowo. Analiza danych z tab. 6 $wiadczy
0 tym, ze wraz z wzrostem rozmiaru macierzy biedy arytmetyki utamkowej zblizajg si¢
do biedéw arytmetyki zmiennoprzecinkowej (dla danych 32-bitowych typu Single).

Tab. 6. Poréwnanie blgdéw obliczen przeprowadzonych na 35-bitowych utamkach
oraz 32-bitowych danych zmiennoprzecinkowych

Rozmiar macierzy 10 20 30 50 80 150 200 250
Bm‘(l*%lg}fm 671 | 1663 | 1329 | 2328 | 19,60 | 3342 | 4101 | 60.12
Blad ‘zf‘lg,I}fGLE 166 | 433 | 451 | 1159 | 1455 | 29,64 | 3827 | 54,09
Stosunek btedow
e oM | a0a | asa | 295 | 200 | 135 | 113 | 107 | L1l

Wiec teza autor6w o tym, ze potokowe i réwnolegle jednostki przetwarzajace dziatajace
w arytmetyce utamkowej moga by¢ efektywnie stosowane (w przypadku ich realizacji
w nowoczesnych uktadach FPGA) do realizacji w czasie rzeczywistym algorytmow
algebry liniowej i cyfrowego przetwarzania sygnatéw, w ktérych wymagania dotyczace
doktadnosci przeprowadzanych obliczen uniemozliwiajg stosowanie arytmetyki stato-
przecinkowej (tj. zaleca si¢ stosowanie arytmetyki zmiennoprzecinkowej o pojedynczej
doktadnosci) zostala potwierdzona. Przy tym jednostki RFA cechuja si¢ mniejsza
zlozonoscia sprzgtowa i wyzszg wydajnoscig w poréwnaniu do podobnych jednostek
zmiennoprzecinkowych przy zachowaniu poréwnywalnej doktadnosci obliczen.

5. Podsumowanie

W wyniku przeprowadzonych badan uzyskano nastepujace rezultaty:

1. Przeprowadzono doglebna analize budowy blokéw DSP uktadéw FPGA Virtex 4,
Virtex 5 firmy Xilinx i Stratix II, Stratix III firmy Altera wraz z analiza zachowania
oprogramowania Xilinx Foundation ISE oraz Altera Quartus podczas wykonania
procedury syntezy logicznej jednostek arytmetyczno-logicznych (ALU).



Stwierdzono, ze wykorzystanie wbudowanych w uktady FPGA rodzin VirtexIIPro
i Virtex4 rdzeni 32-bitowych statoprzecinkowych procesoréw RISC PowerPC 405
ma sens wyltacznie w celu realizacji algorytméw lub fragmentéw algorytméw
nieregularnych, gdzie zaréwno réwnolegle, jak i potokowe przetwarzanie danych
nie jest mozliwe. Przeprowadzono réwniez analiz¢ publikacji naukowych
z ostatnich lat po§wigconych tematyce realizacji w nowoczesnych uktadach FPGA
w/w jednostek (gtéwnie ALU zmiennoprzecinkowych) oraz analiza zmienno-
przecinkowych blokéw operacyjnych proponowanych przez firme¢ Xilinx, ktérych
projekty (modele IP-core) sa generowane przez oprogramowanie Xilinx Coregen.
Opracowano format przedstawienia danych w jednostkach przetwarzajacych
dziatajacych arytmetyce RFA oraz procedur¢ normalizacji utamkéw. Zbadano
doktadnos¢ obliczen przeprowadzanych na liczbach statoprzecinkowych i utamkach
(na przyktadzie generatora funkcji sinx) oraz okre$lono zrédta powstania btedow.
Opracowano struktury i syntezowalne modele VHDL blokéw operacyjnych oraz
kilku  wielofunkcyjnych uktadéw arytmetycznych (ALU) wykonujacych
w arytmetyce utamkowe; podstawowe operacje arytmetyczne:
dodawania(odejmowania), mnozenia, mnozenia z akumulacja wyniku, dzielenia,
pierwiastkowania, konwersji liczb binarnych (stalo- 1 zmiennoprzecinkowych)
z 1 do RFA. Opracowane projekty, przy implementacji w uktadach FPGA Firm
Xilinx i Altera, cechuja si¢ znacznie mniejsza ztozono$cia sprzetowa i/lub znacznie
wigksza wydajnoscia w poréwnaniu do analogicznych stalo- i zmienno-
przecinkowych blokéw operacyjnych i ALU. W oparciu o w/w projekty
opracowano  program-generator IP-core modeli VHDL w/w ukfadéw
arytmetycznych.

Stwierdzono, ze w przypadku projektéw réwnolegtych i potokowych jednostek
przetwarzajacych, na jako$¢ projektu logicznego jednostki ma wpltyw projekt
architektury jednostki, a czesto nawet konkretne algorytmy, ktdre jednostka ma
realizowa¢. Innymi stowy, budowa i zasoby sprz¢towe uktadu reprogramowalnego
FPGA, w kt6érym jednostka ma by¢ implementowana, warto bra¢ pod uwagg juz na
etapie okreslenia zbioru algorytméw, ktére jednostka ma realizowac, a tym bardziej
na etapie projektowania strukturalnego. Czasami algorytmy wejsciowe nalezy
modyfikowaé (co zostalo pokazane na przyktadzie oryginalnej modyfikacji
algorytmu Cholesky’ego-Banachewicza), aby uzyskac taka architekture jednostki,
ktérej projekt logiczny (projekt RTL) przy implementacji w uktadzie FPGA
efektywnie wykorzystywalby jego zasoby i1 mialby czgstotliwos¢ bliska do
maksymalnej cz¢stotliwosci dziatania uktadu FPGA.

Dopracowano znang metode P. Quintona odwzorowania algorytméw regularnych
w architektury réwnoleglych jednostek przetwarzajacych systeméw czasu
rzeczywistego. Dopracowanie polegato m.in. na opracowaniu oryginalnej koncepcji
lokalnego sterowania poszczegblnymi elementami przetwarzajacymi (EP)



réwnoleglej jednostki, dostosowanej do jej realizacji w uktadach reprogramo-
walnych.

6. W oparciu o nowe metody opracowano i zbadano projekty VHDL potokowych
i liniowej: gradientéw sprzezonych, redukcji wstecznej, eliminacji Gaussa
z wyborem elementu giéwnego, Gaussa-Jordana, Cholesky’ego, i in., ktore cechuja
si¢ niewielkimi naktadami sprzgtowymi (pozwalaja na umieszczenie nawet do 25
elementéw przetwarzajacych (EP) w jednym uktadzie FPGA), wysoka wydajnoscia
i stopniem obcigzenia EP oraz mata liczba stopni w potoku.

7.  Przeprowadzono implementacje fizyczng potokowej jednostki przetwarzajacej
realizujacej algorytm Cholesky’ego w plytke prototypowa ADS-XLX-V4FX-
EVLI2-G firmy AVNet. W celu implementacji w/w potokowej jednostki
opracowany zostal projekt i model VHDL bloku sterowania.

8.  Przeprowadzono sprawdzenie poprawno$ci dzialania i dokladno$ci obliczen
opracowanych blokéw operacyjnych, jednostek ALU oraz potokowych jednostek
przetwarzajacych. Dokladno$¢ otrzymywanych wynikéw obliczen byta weryfiko-
wana poprzez poréwnanie wynikéw otrzymywanych z modeli blokéw RFA
z wynikami z modeli funkcjonalnych VHDL analogicznych zmienno-
przecinkowych jednostek przetwarzajacych, w ktérych wszystkie wykorzystane
zmienne mialy typ Real, tj. maksymalng mozliwg doktadnos¢, jaka moze zapewnié
sprzet komputerowy (na ktérym przeprowadzane jest modelowanie). Ponadto, dla
dwéch algorytméw (Cholesky’ego 1 redukcji wstecznej) wykonano bylo
poréwnanie dokladnosci wynikow otrzymywanych z modelu ALU RFA
z doktadnoscia wynikow dwoch modeli ALU - dziatajacych na liczbach
zmiennoprzecinkowych 32-bitowych 1 64-bitowych (zgodnych z formatami IEEE
754 Single i Double) i opracowanych w jezyku VHDL specjalnie do celow
testowania. Wynik ogdlny jest nastepujacy: doktadno$¢ obliczen prowadzonych na
liczbach zmiennoprzecinkowych 32-bitowych jest poréwnywalna z dokladnoscia
obliczen przeprowadzonych na utamkach 32-35 bitowych.

Osiagniete wyniki §wiadcza o tym, ze zardwno cele, jak i gléwne tezy projektu
zostaly osiagnigte. W oparciu o otrzymane wyniki mozna stwierdzi¢, ze potokowe
i réwnolegle jednostki przetwarzajace dzialajace w arytmetyce utamkowej moga by¢
efektywnie stosowane (w przypadku ich realizacji w nowoczesnych uktadach FPGA) do
realizacji w czasie rzeczywistym algorytméw algebry liniowej 1 cyfrowego przetwa-
rzania sygnatéw, w ktorych wymagania dotyczace dokladnosci przeprowadzanych
obliczen uniemozliwiaja stosowanie arytmetyki staloprzecinkowej (tj. zaleca si¢
stosowanie arytmetyki zmiennoprzecinkowej o pojedynczej dokladnosci). Przy tym
jednostki RFA cechuja si¢ mniejszg zlozonoScia sprzetowa i wyzsza wydajno$cia
w poréwnaniu do podobnych jednostek zmiennoprzecinkowych przy zachowaniu
poréwnywalnej doktadnosci obliczen.



Bibliografia

[1]1 E. Goetting. Introducing the new Virtex 4 FPGA Family. Xcell jornal, Xilinx, 2005,
pp. 6-9.

[2] Altera FPGA Device Documentation. Informacja dostgpna pod adresem WWW
http://www.altera.com/literature/lit-index.html.

[3] K. Underwood. FPGAs vs CPUs: Trends in Peak Floating Point Performance.

[4] K.D. Underwood, K.S. Hemmert. Closing the Gap: CPU and FPGA Trends in
sustained Floating Point BLAS Performance. Proc. IEEE Symp. Field
Programmable Custom Computing Machines, FCCM 2004.

[5] M. Abramovici, C. Stroud, M. Emmert. Using Embedded FPGAs for SoC Yield
Improvement. Proc. Int.Conf. DAC’2002, 2002, pp. 713-720.

[6] Dou, Y., Vassiliadis, S., Kuzmanov, G.K, Gaydadjiev, G.N.:64-bit Floating point
FPGA Matrix Multiplication. ACM/SIGDA 13-th Int. Symp. on Field
Programmable Gate Arrays, Feb., 2005, FPGA-2005, (2005), 86-95

[71 R. Scrofano, L. Zhuo, V. Pasana ,,Area-Efficient Aritmetic Expression Evaluation
Rusing Deeply Pineplined Floating-Point Cores”, IEEE Trans. on VLSI Systems,
Vol.16, No2, 2008

(8] M. Beauchamp, S. Hauck, K. Underwood, K. Hemmert ,Architectural
Modifications to Enhance the Floating-Point Performance on FPGAs”, IEEE Trans.
on VLSI Systems, Vol.16, No2, 2008.

[9]1 N. Battson. Designing with the Virtex 4 XtremeDSP Slice. Xcell Journal, Xilinx,
2005, pp. 28-31.

[10] A. Sergyienko, O. Maslennikov, "Implementation of Givens QR Decomposition in
FPGA”. Lecture Notes in Computer Science, Springer, 2002, Vol.2328, pp. 453-
459.

[11] O. Maslennikow, Ju. Shevtshenko, A. Sergyienko. Configurable microprocessor
array for DSP application. Lecture Notes in Computer Science, Springer, 2004,
Vol. 3019, s. 36-41.

[12] O. Maslennikow.  Podstawy  teorii ~ zautomatyzowanego  projektowania
reprogramowalnych réwnoleglych  jednostek przetwarzajacych dla
jednouktadowych systeméw czasu rzeczywistego. (Monografia habilitacyjna). Wyd.
Uczelniane Politechniki Koszalinskiej, Koszalin, 2004, 273 s.

[13] L. V. Fausett. Numerical Methods: Algorithms and Applications, Prentice Hall,
2003.

[14] T. Zielinski. Cyfrowe przetwarzanie sygnatéw. Od teorii do zastosowafi. WKL,
Warszawa, 2006.

[15] O. Maslennikow, V. Lepekha, A.Sergyienko A. FPGA Implementation of the
Conjugate Gradient Method. Lecture Notes in Computer Science, Springer, 2006,
Vol.3911, pp. 526-533.




[16] Sergiyenko A., Maslennikow O. Structural Designing of IIR-Filters. Proc. 7-th Int.
Conf. Computer-Aided Design of Discrete Devices, CAD DD’2007, Minsk,
Biatorus, 2007 (in Russian)

[17] B. K. P. Horn. Rational Arithmetic for Minicomputers. Software — Practice and
Experience, Vol. 8, 1978, pp. 171-176.

(18] P. Kornerup, D. W. Matula. Finite-precision rational arithmetic: an arithmetic unit.
IEEE Transactions on Computers, C-32, 1983, pp. 378-388.

[19] Maslennikow O., Maslennikowa N., Pawtowski P., Khadzhynov W., Sergiyenko A.
Realizacja w FPGA jednostek operacyjnych dziafajacych w arytmetyce utamkowe;.
Elektronika, nr 11, 2007, s. 34 — 36.

[20] Maslennikow O., Ratuszniak P., Khadzhynov W., Pawlowski P., Berezowski R.,
Sergiyenko A. Osobliwosci stosowania arytmetyki utfamkowej w nowoczesnych
uktadach FPGA. Elektronika, nr 11, 2008r, 200-2003.

[21] Maslennikow O., Ratuszniak P., Sergiyenko A. Generator opiséw VHDL blokéw
operacyjnych dziatajacych w arytmetyce utamkowej. Pomiary, Automatyka,
Kontrola, nr 8, 2008 1., s.514-516.

[22] Maslennikow O., Lepekha V., Sergyienko A., Wyrzykowski R. Cholesky LL" -
algorithm Implementation in FPGA-based Processor. Lecture Notes in Computer
Science, Springer, 2008, Vol.4967, pp. 137-147.

Application of the fractional arithmetic in the reprogrammable processing units of
the single-chip systems



