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Symulacje w modelowaniu
ukladu koto — szyna kolejowa

1 Wstep

Modelowanie matematyczne wspomaga badania doswiadczalne przy ocenie skutkéw
kontaktu kota pojazdu i szyny, gdyz czesto z przyczyn technicznych nie jest mozliwe
uzyskanie pelnego zestawu danych pomiarowych uzytecznych w ocenie deformacji
szyny powstatych w wyniku oddziatywania pojazdu szynowego [13]. Przedstawiony w
pracy sposéb modelowania zagadnienia kontaktowego koto — szyna polega na
sprowadzeniu badanego ukladu do zagadnienia polowego i rozwigzaniu zadania
identyfikacji zrédet pola w ukladzie 2-D. Pola fizyczne wystepujace w zagadnieniu
kontaktowym  zostaly  opisane niejednorodnymi  czgstkowymi  réwnaniami
rézniczkowymi drugiego rzedu (réwnanie Poissona). Do rozwigzania ukladu réwnan
rézniczkowych czgstkowych zastosowano efektywng metode numeryczng, opracowang
przy uzyciu narzedzi obliczeniowych wzigtych z analizy kombinatorycznej [8]. Metode
te przetestowano za pomocg symulacji komputerowych. Symulowano nie tylko rézne
rozktady pdl fizycznych, ale tez za pomocg symulacji komputerowych dobierano
parametry regularyzacyjne procedur aproksymacyjnych, ktére stabilizujg wyniki
obliczen. Uzupelnienie metody o procedure stabilizujacg wyniki jest konieczne, gdyz
zagadnienie identyfikacji stanowi problem odwrotny, zawierajgcy sie w klasie
probleméw niepoprawnie sformutowanych, dla ktérych uzyskane rozwigzania mogg
byé niestabilne [14].

Do modelowania kontaktu koto — szyna zastosowano takze inng metode, skonstruowang
w oparciu o metody stosowane w badaniu obwoddéw elektrycznych, wykorzystujace
koncepcje energii jednookresowej. W analizie w czasie rzeczywistym proceséw
energetycznych w obwodach elektrycznych w stanie okresowym niesinusoidalnym
procesy energetyczne mozna bada¢ na plaszczyznie fazowej energii oraz oceniaé je na
podstawie zmian chwilowego napiecia i pradu, zwigzanych z danym elementem
obwodu w ciggu jednego okresu. Ten sposéb obliczen zaadaptowano do modelowania
dynamiki kontaktu koto — szyna w przypadku dziatania sily normalnej, gdyz
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w plaszczyZnie pionowej na szyng ze strony kota dziata nieciggta pionowa sila nacisku.
Badajac procesy energetyczne na fazowej plaszczyznie energii, energi¢ jednookresowg
dla badanego przypadku kontaktu kolo — szyna mozna opisa¢ polem powierzchni
ograniczonym petlg o wspélrzednych przemieszczenia pionowego i sity normalnej
nacisku.

2 Metoda symulacyjna

Metoda Symulacyjna identyfikacji zrédel pola jest efektywng metode numeryczng
wykorzystujgcg narzedzia obliczeniowe wziete z analizy kombinatoryczne;j.
W konstrukeji metody zastosowano narzgdzia obliczeniowe w postaci potegowych
wielomianéw monicznych 7,(q) i P,(g), a w procedurach programéw komputerowych
wykorzystano zmodyfikowane tréjkaty liczbowe generujace wielomiany potegowe [8].
Badany uklad zostal opisany réwnaniem Poissona ze znanymi warunkami brzegowymi
u IT" na brzegu I" badanego obszaru, ma postaé [6]:

I u(x,y) + I u(x,y)
Idx’ ay’

=f(xy, (1)

gdziex € (0, L),y € (0, ), u = u(x, y) € R? oznacza funkcje polowa, f = flx, y) € R* -
funkcje rozktadu zrédet (funkcje zrédtows).

Zadanie identyfikacji zrédet pola w badanym ukladzie (1) polegato na wyznaczeniu
funkcji rozktadu zrédet fix, y). W celu rozwigzania tego zadania sposobem
numerycznym przyblizono ciggly opis ukladu modelem dyskretnym. Po zamianie
zmiennych cigglych na dyskretne, np. w przypadku prostokgtnej siatki podziatu
badanego obszaru o wymiarach [, X [, wedlug wzoru x =ih,i=0, 1,2, ... , M, y = jh,
j=0,1,2,..,NM=1/h,N=1L/h, h—dlugos¢ kroku dyskretyzacji, oraz przyblizeniu
rownania rézniczkowego (1) réwnaniem réznicowym za pomocg schematu réznic
skonczonych uzyskano uktad réwnan algebraicznych wigzacych wartosci funkcji
polowej u i zrédlowej f w weztach siatki w nastgpujacy sposéb [6]:

— 2141,7]. Tu, L, — 2141,7]. tu,,, = RfG, j)= q.;> i=1,2,..,M,j=1,...,N, (2)

ui+l,j

gdzie: u; ;= u(Q, j), g;, ;= q(. ).
Warunki brzegowe dla réwnania (2) przyjmuja postaé:

(0, ) = Uo()s u(M, j) = Un()), i=0,1,....N,
u(i, 0) = Ug(d), u(i, N) = Upn(D), i=0

Dla modelu dyskretnego (2) rozwiazanie zagadnienia identyfikacji zrédet polega

na wyznaczeniu wartosci funkcji zrédtowej g(i, j) w wezlach siatki. Funkcja zrédlowa

aproksymowana dyskretnym rozkladem Fouriera ma postac

= JENz’lFm(kmn%’m . fao=fan=0. m=0,12,...M, (3
k-1

gdzie n jest parametrem, F(k) oznacza wspolczynniki rozkladu dlak=1, 2, ... N-1.
Podobnie zostata rozwinigta funkcja polowa:
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um,n=ﬁNfUm(k)sian", oy = tyn=0, n=0,1,.. N. )
k=1

Réwnanie (2) zapisane przy uzyciu wspolczynnikéw rozkladu Fouriera przyjmuje
nastepujaca forme:

1 .,k _ _
7 [(Um+l(k)—2Um(k)+Um1(k))—(4s1n W)Um(k)} =F (k),m=1,2,...M (5

7z warunkami brzegowymi okreslonymi przez Uytk) = 0 oraz warto$ci Up(k)
wyznaczone z réwnosci iy, =0, n=1, ..., N.

Po podstawieniu wielomianu monicznego P(gq,) dla qk=4~sm2%do (5) rozwigzanie

problemu prostego przyjmuje forme:
m-1
U, (k)= Pm(qk)Ul(k)ﬂgle,l(qk)thz(k) s om=2,3,..,M-1 (©)

Wartosci Uy (k) w réwnaniu (6) mozna wyznaczy¢ z warunkéw brzegowych. Dla N= M
z ukladu M-1 réwnan mozna wyznaczy¢ zestaw wspdlczynnikéow Uy(k), k= 1,2, ...,
M-1. Nastepnie przez podstawienie tych wspdlczynnikéw do réwnania (6) dla m = M
mozna otrzymaé zestaw wspodtczynnikéw Uy(k) dlak = 1, 2, ..., M-1. Funkcje polowa u
mozna odtworzy¢ wedlug formuty (4). Natomiast rozwigzanie problemu odwrotnego
wyznaczenia funkcji Zrédlowej przyjmuje postac:
-1
ViR (gU1(®)-X Bores(g )W F ()
Fi(k)= = . 7

s R(gn’ v
Funkcje zrédtowg f mozna odtworzyé wedlig formuty (3). Poniewaz zagadnienie
identyfikacji zrédet pola jest problemem odwrotnym, zatem jego rozwigzanie wymaga
stabilizacji wynikéw obliczen. Stabilnos¢ rozwigzania zapewnia odpowiednia procedura
regularyzacyjna. W celu zapewnienia stabilizacji wynikéw Metoda Symulacyjna zostata
uzupelniona przez specjalng numeryczna procedur¢ aproksymacyjng, opracowana
na podstawie metody odwrotnych odleglosci, uzywana do wygladzania danych
w uktadach 2-D, ktéra stanowi rodzaj samoregularyzacji [14]. Opracowang metode
numeryczng identyfikacji Zrédel nazwano Metodg Symulacyjng, gdyz symulacje
komputerowe mialy istotny wkiad w przetestowanie skutecznosci, doktadnosci
istabilnosci nowej metody numerycznej dla réznych symulowanych funkcjami
wzorcowymi pdl fizycznych oraz przy weryfikacji z zastosowaniem danych
pomiarowych. Ponadto symulacje komputerowe postuzyly do ulepszenia procedur
przetwarzania danych pomiarowych oraz do testowania procedur regularyzacji i doboru
wspotczynnikéw regularyzacyjnych.

3 Identyfikacja zrodet w diagnostyce toru kolejowego

Metoda Symulacyjna moze znalez¢é zastosowanie w diagnostyce toru kolejowego
w modelowaniu skrecenia szyny kolejowej [9]. Skrecenie szyny kolejowej jest
zagadnieniem kontaktowym, gdyz Zrédtem sily powodujacej skrecenie szyn jest
poruszajacy si¢ po nich pojazd [7]. Za pomocg Metody Symulacyjnej mozna wyznaczyé
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zrédia pola naprezen w przekroju poprzecznym szyny. Identyfikacja Zrdédel pola
naprezen szyny kolejowej wywotanych jej skrecaniem przy wymuszeniach sitowych
zostala dokonana, przyjmujac, ze deformacje szyny podlegaja prawu Hooke’a.
Zagadnienie skrecania szyny dla uktadu 2-D mozna przedstawi¢ za pomoca
ekwiwalentnego réwnania o postaci [15]:

w 'y

+

axr 9y?
gdzie w — funkcja pomocnicza, F=—6G oznacza stalag funkcje zrédlowa, 6 — kat
skrecenia, czyli kat obrotu na jednostke dtugosci, G — modut sprezystosci poprzecznej.

=F, ®)

Badany obszar stanowi pole przekroju poprzecznego szyny, wartosci funkcji
na brzegu obszaru D sg zerowe, 0§ z usytuowana jest wzdluz dlugosci szyny.
Zaktadamy, ze skrecaniu nie towarzyszy zmiana objetosci, co oznacza, ze powoduje
ono deformacj¢ czystego scinania. Dla tych warunkéw funkcja pomocnicza i jest
zdefiniowana za pomocg skladowych tensora naprezen [3]:

0 0
O_xx=0-yy=03cy=o-zz=0’ O;cz=a_;y’ O-yz=_a_l’xy . ©

Migdzy momentem sit M dzialajacym na kraniec z = [ i funkcja pomocnicza ¥ istnieje
nastgpujacy zwiazek

M= Z.f.fwdxdy . (10)
D

W przypadku modelowania zagadnienia skrgcania szyny kolejowej rozwigzanie
problemu odwrotnego polegalo na identyfikacji funkcji Zzrédlowej F przy zadanych
wartosciach funkcji naprezen i na krancach obszaru pola przekroju poprzecznego
szyny (przyjeto zerowe warunki brzegowe). Obliczenia wykonano za pomoca
opracowanych programéw komputerowych w jezyku MATLAB. Dane wejsciowe
przestawione na rysunku 1 odpowiadaja funkcji pomocniczej ¥(x, y) zwiazanej z katem
skrecenia na ptaszczyZnie przekroju poprzecznego. Wyniki obliczen funkcji zrédlowe;j
wykonanych Metoda Symulacyjng zostaly przedstawione na rysunku 2.

Funkcia T
pomocnicza [Nim] =

Funkcja zrodlowa

Zmienna Zmienna
dyskretna 3 Zmienna dyskretna Zmienna
dyskretna 0 g dyskretna

Rys. 1. Funkcja pomocnicza W Rys. 2. Funkcja zrédlowa
Fig. 1. Auxiliary function ¥ Fig. 2. Sources’ function
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Wyznaczona przy uzyciu metody symulacyjnej funkcja Zrédtowa przyjmuje warto§é
stalg w obszarze przekroju poprzecznego. Otrzymane wyniki sg zgodne z opisem
matematycznym z rozwigzaniem analitycznym problemu odwrotnego opisanego
réwnaniem Poissona (8).

4 Obliczanie energii jednookresowe;j

W modelowaniu uktadu koto — szyna kolejowa moze zosta¢ wykorzystany sposéb
obliczen z wykorzystaniem koncepcji energii jednookresowej. Pojecie energii
jednookresowe]j stosowane jest w analizie w czasie rzeczywistym proceséw
energetycznych w obwodach elektrycznych w stanie okresowym niesinusoidalnym.
Procesy energetyczne mozna woéwczas bada¢ na plaszczyznie fazowej energii oraz
ocenia¢ je na podstawie zmian chwilowego napigcia i pradu, zwigzanych z danym
elementem obwodu w ciggu jednego okresu. Przykladowo rozpatrujac dwdjnik
dynamiczny dzialajacy w stanie okresowym niesinusoidalnym, dla ktérego sygnatem
wymuszenia jest napiecie v(f) = v(t + T), T — okres, a odpowiedzig prad i(t) = i(t + T),
mozna energi¢ oddang przez zrédlo v(¢) do odbiornika w przedziale czasu At = nT, neN,
okresli¢ wyrazeniem [10]:

WA = nWr, an
gdzie Wr oznacza energi¢ jednookresows, tzn. energi¢ dostarczong do odbiornika
podczas jednego okresu wymuszenia i odpowiedzi.

W stanie okresowym niesinusoidalnym wyznaczenie energii pobranej ze zrédla przez
odbiornik w danym przedziale czasu At = nT mozna sprowadzi¢ do okreslenia energii
uzyskanej w jednym okresie Wy, a nastgpnie pomnozenia tej wartosci przez n.
Dla badanego zagadnienia [10]

Wy = jv(t)i(t)dt = jv(t) % (j i(z’)dz') dt = q(f)v(t)dq(t) = V(IT)i(t)d w(t), (12)
0 0 q(0) w(0)

gdzie g(f) = I i(t)dt oznacza tadunek, a y(f) = Iv(t)dt — strumien magnetyczny zrédta.

7. postaci wyrazenia (11) wynika, ze energi¢ jednookresowg Wr pobrang przez
odbiornik ze zZrédla okresla pole powierzchni ograniczonej petly na fazowej
plaszczyznie energii o wspdlrzegdnych (v(f), g(¥)) lub réwnowaznie (y(f), i(f)).

W przypadku gdy v(¢) = |V|\/§ cos(@t) jest harmonicznym napigciem Zrédlowym, prad
jako odpowiedz w obwodzie mozna przedstawi¢ w postaci i(f) = |I |J§ cos(wr — @), gdzie

@ oznacza argument impedancji dwdjnika Z = R + jX,

V‘ — wartos¢ skuteczng napigcia,
natomiast warto$¢ skuteczna pradu ’I ’ = |V|/Z. Gdy prad chwilowy i(f) zostanie

przyjety jako jedna ze wspdtrzgdnych fazowej plaszczyzny energii, wéwczas strumien

magnetyczny w(f) = Iv(t)dt = Msin(a)t) powinien by¢ druga wspdlrzedng tej
@

plaszczyzny. W tym przypadku

w(T)
Wy = I iy () . (13)

v(0)
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Aby wyznaczy¢ wyrazenie okreslajace petle energii jednookresowej, nalezy uzaleznic¢
sygnal i(¥) od w(f) przez wyeliminowanie zmiennej #, co mozna uzyska¢ przez

podstawienie cos(ar) = |;_ oy | | edzie oy _ sin( @), do wzoru na i(f), co daje
VN2 Viv2

K@) + (1) = 2x(Dy(D)sing = cos @, (14)
gdzie x(©) = i(r)/ ‘INE, ) = aw(D/ ’VNE nowe zmienne bezwymiarowe pradu

i strumienia.
Wzér (14) wskazuje na to, Ze na plaszczyznie (x(¢), y(f)) petla energii jednookresowej
przyjmuje postaé elipsy. Przez obrét uktadu wspétrzednych o kat &= #/4 otrzymujemy
réwnanie elipsy we wspdtrzednych kanonicznych (x(¢)’, v(#)"), gdzie a, b oznaczaja
dhugosci pétosi:
[x_(t)] +[yT(t)J =1, a=cos@/Jl+sing , b=cos@//1-sing.

a
Wracajac do wspdhrzednych (w(1),i(£)), petle energii jednookresowej zapisujemy
réwnaniem:

(@j2+(w(t)j2_l e ’I’\/ECOS(D b |V|\/ECOS(D (15)
a b | Jl+sing w\J1—sin @ .
Energie jednookresowg mozna wyznaczy¢ jako pole powierzchni elipsy (14):

_ 27V |I|cos® @

Wy = b =TV |l|cosp, (16)

nJ1—sin” @
gdzie T = 2/ @ oznacza okres harmonicznego sygnatu na wejsciu dwdjnika.

5 Energia jednookresowa w modelowaniu kontaktu koto — szyna

Rozpatrujgc kontakt koto — szyna, przyjeto, ze na szyne ze strony kota dziala pionowa
sita nacisku, majgca charakter sygnatu okresowego [11]:

Fo=ft+1), an
gdzie okres T odpowiada przedzialowi czasu do przyjechania kola w nastepnym
wagonie, T = Ax/v, v — predkos¢ wzdtuz toru.

W plaszczyznie pionowej prostopadlej do toru kolejowego uklad dynamiczny kontaktu
tocznego mozna opisac nastepujgcym uktadem réwnan [4]:

2 —
m 3 S 4y, ) =0,
(18)
d’y d(y,—y)
M olt22 b 2olt Stk (v, —y)=F®),

gdzie y;= y1(f) , y» = yo(f), parametry m, by, k| zwigzane sg z podkladem, a M, b,, k,
7 SZyna.

Korzystajac z koncepcji badania proceséw energetycznych na fazowej plaszczyznie
energii stosowanej do analizy obwodéw elektrycznych, energie jednookresowg
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dla badanego przypadku badania skutkéw oddziatywania sity wertykalnej mozna
w oparciu o wzér (11) przedstawié za pomocg nastepujgcej zaleznosci [11]:

T ¥T)

WT=IFwdt= Idez, =D (19)

0 »(0) i
7. postaci wyrazenia (19) wynika, ze pole powierzchni ograniczonej petlg na fazowej
plaszczyznie energii o wspétrzednych (y.(f), F(f)) okresla energie Wr przekazang
w jednym okresie. Korzystajagc z analogii z opisem obwodu elektrycznego, sita F(7)
odpowiada wymuszeniu, czyli napigciu zréodlowemu v(f), a zmienna przemieszczenia
y(t) — chwilowemu tadunkowi ¢(f) ptyngcemu w obwodzie.

Po przeksztatceniu uktadu rézniczkowy drugiego rzedu dwoéch zmiennych (18) w uktad
rézniczkowy pierwszego rzedu czterech zmiennych za pomocg podstawienia [5]

dy, dy,
i 1), L 1), 20
&t ¥3(1) it y4(0) (20)

a nastepnie uzyciu funkcji ode23 z biblioteki MATLABA, do numerycznego
rozwigzywania rownan rézniczkowych zwyczajnych wyznaczono czasowy przebieg
przemieszczenia y,(f). Przebiegi czasowe przemieszczenia y,(f) oraz sity wertykalnej
F(f) w jednym okresie przedstawiono na rysunku 3.

Przemieszczenie i sila wertykalna

O ytm]FtiN]

Rys. 3. Przebiegi czasowe przemieszczenia i sily wertykalnej
Fig. 3. Plots of the displacement and vertical force over time

W uktadzie wspétrzednych (yo(f), F(¢)) petla energii jednookresowej przyjmuje postac
przedstawiong na rysunku 4.
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Petla energii jednooresowej

Fit) [N]

y2(t) [m]

Rys. 4. Petla energii jednookresowej
Fig. 4. One period power loop

Wykres petli energii jednookresowej przedstawiony na rysunku 4 ma ksztalt prostokata,
coznacznie ulatwia obliczenie energii jednookresowej. Bezposrednie obliczenie
7 przedstawionego wykresu ustala dla przyjetych danych Wy = 1,616 J.

6 ‘Whioski

W pracy wykazano, ze zaréwno metoda identyfikacji zrédet pola, jak i metoda
wykorzystujgca pojecie enegii jednookresowej sg uzyteczne w modelowaniu uktadu
koto — szyna kolejowa. Metoda identyfikacji Zrédet pola moze stuzy¢é do badania
skutkéw mechanicznych i cieplnych kontaktu koto — szyna [7, 11, 12]. Natomiast
metoda wykorzystujaca pojecie energii  jednookresowej, ktéra jest stosowana
w obliczeniach sieci i obwodéw elektrycznych, moze znalez¢ zastosowanie w badaniu
dynamiki uktadu pojazd szynowy — tor, szczegdlnie w badaniu proceséw
energetycznych kontaktu koto — szyna skutkujgcych zniszczeniami powierzchni
tocznych két i szyny [1, 2].
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Streszczenie

W pracy przedstawiono wybrane symulacyjne sposoby modelowania matematycznego
uktadu koto — szyna uzyteczne w diagnostyce toru kolejowego. Przedstawiono sposéb
modelowania zagadnienia kontaktowego polegajacy na sprowadzeniu badanego uktadu
do zagadnienia polowego i identyfikacji zrédet pola w uktadzie 2-D jako zagadnienia
odwrotnego. Do rozwigzania uktadu réwnan rézniczkowych czgstkowych zastosowano
efektywng metode numeryczng, wykorzystujacg narzedzia obliczeniowe opracowane
przy uzyciu pojeé analizy kombinatorycznej. Metode t¢ przetestowano przy uzyciu
symulacji komputerowych, symulujgc nie tylko rézne rozklady pdl fizycznych, ale
wykorzystujac takze symulacje do doboru parametréw regularyzacyjnych procedury
stabilizacyjnej. Przedstawiono takze inng metode, skonstruowang w oparciu o metody
stosowane w badaniu obwodéw elektrycznych, wykorzystujgce koncepcje energii
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jednookresowej. Ten sposéb obliczen zaadaptowano do modelowania dynamiki
kontaktu koto — szyna, przyjmujac, ze w plaszczyznie pionowej na szyng w obszarze
styku z kotem dziata nieciggta sita nacisku, majgca charakter sygnatu okresowego.
Potwierdzono efektywnosé obliczeniowg opracowanych metod modelowania w badaniu
skutkéw mechanicznych i cieplnych kontaktu koto — szyna kolejowa oraz wykazano ich
uzytecznos¢ w diagnostyce toru.

Computer simulations to model
the wheel-rail system

Summary

The paper presents selected simulation methods for mathematical modelling of the
wheel — rail useful in the diagnosis of railway track. For the first presented method the
way of modelling consists in changing the contact problem on the problem of
identification of sources of the field which is an inverse problem of 2-D system. To
solve a system of partial differential equations it was used an efficient numerical
method constructed with computational tools developed using the concepts from
combinatorial analysis. This method was tested using computer simulations to simulate
not only the different distributions of physical Fields but also to select the regularization
parameter of stabilization procedure. The paper presents another method constructed on
the basis of the one period energy methods used in the study of electrical circuits. This
method of calculation was adapted to model the dynamics of the contact wheel — rail
assuming that the vertical discontinuous force running on a rail whitin the contact area
have the nature of a periodic signal. Effectiveness of computational modelling methods
was confirmed on the basis of the study of the mechanical and thermal effects of contact
wheel — rail and their usefulness in the diagnosis of the track was demonstrated.
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