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Streszczenie. W artykule przedstawiono analize sposobdw modelowania krzywizny krzywej
przejscia taczqeej dwa tuki kotowe o zgodnym przebiegu, z ktdrych jeden potozony jest wewngtrz
drugiego. Opisane w literaturze krzywe Bezier {2, 4} pordwnano z krzywymi typu K° i K' uzy-
skanymi na drodze analitycznej przy zastosowaniu uniwersalnej metody modelowania krzywizny.
Oceng objero whasciwosci dynamiczne pordwnywanych krzywych przejicia oraz mozliwosci zastoso-
wania w przykladowych ukladach geometrycznych toru kolejowego.

Stowa kluczowe: ror kolejowy, uktad geometryczny, krzywe Bezier, projektowante, wspo-
maganie komputerowe

1. Wstep

Projektowanie ukladu geometrycznego toru kolejowego polega na laczeniu ze
sobg okreslonych punktéw charakterystycznych trasy za pomoca odcinkéw pro-
stych oraz lukéw o stalej i zmiennej krzywiznie. W miejscach polaczen, na skutek
zmian krzywizny poziomej, dochodzi do zwickszenia oddzialywan dynamicznych
wystepujacych w uktadzie tor-pojazd. W procesie modelowania krzywizny projek-
tant dazy do zapewnienie plynnej zmiany krzywizny przy spelnieniu odpowiednich
warunkéw [51, by poprzez wlasciwe uksztaltowanie krzywych przejscia zapewnié
mozliwie najkorzystniejsze wlasciwosci dynamiczne uktadu.

Poszukiwanie nowych postaci krzywych przejscia i ocena istniejacych sg te-
matami wciaz aktualnymi, czego dowodem sa liczne publikacje po§wiccone tym
zagadnieniom. W ostatnich latach w szeregu publikacji dotyczacych krzywych
Bezier {1, 2, 3, 4} autorzy przedstawiaja nowe sposoby konstruowania tych krzy-
wych oraz sugerujg mozliwos¢ zastosowania tego rodzaju krzywych w dziedzinie
projektowania drég kotowych i kolejowych. W pracy {71 przedstawiono pozytyw-
ng ocene mozliwosci zastosowania krzywych Bezier {2, 31 jako krzywych przejscia
faczacych dwa luki kotowe odwrotne (S-shaped transition) i dwa tuki zgodne (C-
-shaped transition).

1 Wkiad autoréw w publikacjg: Koc W. 50%, Palikowska K. 50%
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Ocena mozliwosci zastosowania krzywych Bezier w projektowaniu drég kolejo-
wych zostala dokonana na podstawie analizy oddzialywari dynamicznych w ukla-
dzie tor-pojazd oraz sprawdzenia, czy spelnione zostaly warunki stawiane ukladom
geometrycznym toru {5]. Jako element poréwnawczy wykorzystano krzywe typu
K’ i K' uzyskane na drodze analitycznej przy zastosowaniu uniwersalnej metody
modelowania krzywizny.

Niniejszy artykut skupia si¢ na poréwnaniu krzywych typu K°i K' z kubiczny-
mi krzywymi C-Bezier (cubic C-Bezier curve) {2} oraz PH krzywymi Bezier piatego
stopnia (Pythagorean hodograph quintic Bezier curve) {41, wykorzystanych jako krzy-
we przej$cia taczace dwa tuki kolowe zgodne, z ktérych jeden tuk lezy wewnatrz
drugiego (C-oval transition). Przypadek ten rézni sie zasadniczo od przypadku 1a-
czenia dwoch oddalonych tukéw zgodnych (C-shaped transition), w ktérym waru-
nek monotonicznosci krzywizny nie jest spetniony i dazy si¢ do uzyskania rozwia-
zaf zapewniajgcych pojedyncze ekstremum krzywizny.

Zastosowany model oraz sposéb oceny oddzialywad dynamicznych zostal
przedstawiony w pracach {6, 10}. Zasadniczym elementem analizy oddzialywan
dynamicznych jest wyznaczenie wielkosci drgan X(z) oraz wypadkowego przy-
spieszenia w ruchu drgajacym X”(#) w rejonach, w kt6rych wystepuja zmiany po-
ziomej krzywizny toru. W pracy {10} przedstawiono opis metody numerycznej
stosowanej do wyznaczenia wielkosci drgai X(#) przy zalozeniu, ze czynnikiem
wymuszajacym drgania poprzeczne pojazdu szynowego sa zmiany krzywizny po-
ziomej toru.

2. Uniwersalna metoda modelowania krzywizny
2.1. ZaloZenia ogilne

Polaczenie elementéw trasy kolejowej o zréznicowanej krzywiznie powinno
zapewnial ciagla zmiane¢ niezréwnowazonego przyspieszenia bocznego, w sposéb
korzystny dla dynamiki oddzialywan w ukladzie droga — pojazd. Wigze sie to scisle
z wlasciwym sposobem modelowania krzywizny. Uogdlniajac metode identyfikacji
przyspieszefi niezréwnowazonych wystepujacych na réznych rodzajach krzywych
przejsciowych {91, mozemy poszukiwaé funkeji krzywizny k() wsréd rozwigzan
réwnania rézniczkowego

kKM () = flLk, K, ..., kD] (1)
z warunkami na poczatku (dla / = 0) i na konicu (dla / = /) krzywej przejscia:
ky, dla i=0

KO (0) = ®)
0 dla i=1,2,...m
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ky dla ;=0
k(i)(g;) — 3)
0 dla =12 ..m

przy czym parametrem / jest polozenie danego punktu na dlugosci krzywej. Rzad
réwnania rézniczkowego (1) wynosi m = n, + n, + 2, a otrzymana funkcja £())
jest funkcja klasy C" w przedziale { 0, £, ), gdzie n = min(n,, n,).

Zastosowanie przedstawionej metody stwarza mozliwo$¢ laczenia réznorod-
nych elementéw geometrycznych, np. prostej z tukiem kotowym czy tez dwéch
tukéw kolowych o przebiegu zgodnym lub odwrotnych. Metoda ta pozwala na
generowanie rozwigzan o liniowej lub nieliniowej zmianie krzywizny.

Po wyznaczeniu krzywizny £(/) zadaniem podstawowym staje sie okreslenie
wspétrzednych krzywej w ukladzie x, y. Zakladamy, Zze poczatek tego ukladu znaj-
duje si¢ w punkcie koncowym krzywej wejsciowej o krzywiznie £, a 08 odcigtych
jest styczna do tej krzywej w tymze punkcie. Réwnanie szukanego polaczenia mo-
zemy zapisa w postaci parametrycznej:

(D) = f cos O(1)dI @
y() = fsin O(Ddl )
Funkcje okreslamy na podstawie wzoru

o) = f k(D) ©

2.2. Przypadek liniowej zmiany krzywizny (krzywa typu K%

Jak powszechnie wiadomo, liniowa zmiana krzywizny wystepuje na krzywej

przejsciowej zwanej klotoida, taczaca prosta (£, = 0) z tukiem kotowym (k, =%).
Sprébujmy teraz ten przypadek uogélnié. Liniowa zmiane krzywizny na okre§lone;j
dhugosci /, uzyskuje si¢ przez przyjecie dwéch elementarnych warunkow:

k(0*) = ks

i (7)
k(lk,) =k,

oraz réwnania rdzniczkowego rzedu drugiego dajgcego rozwigzanie wielomianowe

E’() =0 ®)
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Po wyznaczeniu stalych rozwigzanie problemu rézniczkowego (9), (10) jest na-
stepujace:

k(D) =k, +Ii(k2 — k)l ©)
k

Poniewaz otrzymane rozwigzanie stanowi funkcja klasy C°, zaliczymy je do ka-
tegorii okreslonej przez nas jako krzywe typu K°. Wyznaczenie funkcji 0(/)

1
O() = kul + 57 (ky = k)02 (10)
k

umozliwia okreslenie wspétrzednych x(/) 1 y(/) za pomoca wzoréw (4) i (5) i roz-
winieciu funkcji podcalkowych w szereg Maclaurina {8} (w przypadku taczenia
krzywizn odwrotnych réwniez w szereg Taylora {8]).

2.3. Przypadek nieliniowej zmiany krzywizny (krzywa typu K')

O ile przedstawione w punkcie 2.2 rozwiazanie dla liniowej zmiany krzywizny ma
charakter jednoznaczny, to rozwiazan nieliniowych mozna uzyskac wiele, przyjmujac
rézne warunki brzegowe oraz postaci réwnan rézniczkowych. Sprébujmy zajaé si¢
teraz przypadkiem, ktéry w odniesieniu do klasycznych krzywych przejsciowych,
taczacych prosta z lukiem kolowym, identyfikuje krzywa Blossa {51.

Przyjmijmy warunki brzegowe

k(0%) = ky k(L) = ks
(11)
K" =0 K({)=0
oraz nastepujace réwnie rozniczkowe:
KO =0 (12)

Po rozwiazaniu problemu rézniczkowego (11), (12) otrzymujemy nastepujacy
wzér na krzywizne £(/):

k(D) =k, +%(k2 — k)12 —%(kz — k)03 (13)

Uzyskane rozwigzanie, bedace funkcja klasy C', kwalifikuje sie do kategorii
okreslonej, jako krzywe typu K'. Posta¢ funkcji ©(/) jest nastepujaca:

1

1
6(1) = kll +_2(k2 - kl)ls - 3
Iz 20

(ky — kI (14)
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Tak jak w przypadku liniowej zmiany krzywizny, okreslenie wspdtrzednych x (/)
iy(/) za pomoca wzoréw (4) i (5) wymaga rozwiniecia funkcji podcatkowych w sze-
reg Maclaurina i ewentualnie Taylora {8].

3. Krzywe Bezier

Sposréd omawianych w literaturze krzywych Bezier {1, 2, 3 , 4} analizie podda-
no kubiczne krzywe C-Bezier (cubic C-Bezier curves) {21 1 PH krzywe Bezier pigtego
stopnia (Pythagorean hodograph quintic Bezier curves) [4}.

3.1. Kubiczne krzywe C-Bezier

Kubiczna krzywa C-Bezier opisana jest nastepujacym réwnaniem parametrycz-
aym:

0 = s !
sint]” ] 2 zm o P,
_ 2 |cost| |7 1= i P,
PO =73 2 -2 P
1= = \p (15)
Pz Z2m2 |V
2 4-mT 4-m

zdefiniowanym dla parametru ¢ spelniajacego zaleznos¢ 0<t<Z. Sposréd punk-
téw kontrolnych {P}’ | punkty P, i P bedace weztami krzywej Bezier stanowia
punkty stycznosci krzywej z lukiem odpowiednio wiekszym i mniejszym.
Pierwsza pochodna krzywej (15) wyrazona jest nastepujaca formula:
PI(t) = é[(l —sint)(P1 — Po) + (1 — cost)(P3 — P3)] + ﬁ(cos t+sint — 1)(Py — Py) (16)

Druga pochodna krzywej (15) przedstawia sie nastepujaco:
P(t) = H%[(E (Py—P1) — (Py — Py))cost + (Ps — P, — 2 (P, — Py)sinz)|  (17)
W pracy {2} podano algorytm wyznaczania punktéw kontrolnych {P}’,
z uwzglednieniem parametréw geometrycznych ukladu oraz parametru ksztaltu
m. Na szczeg6lne podkreslenie zastuguje fakt doktadnego uwzglednienia polozenia
srodkéw tukdw i zaprojektowanie krzywej przejscia niewymagajacej zmiany poto-
zenia tychze tukéw.

3.2. PH krzywe Bezier pigtego stopnia

W pracy {4} przedstawiono zastosowanie krzywej Bezier piatego stopnia (Py-
thagorean hodograph quintic Bezier curve) opisanej formula:

5
5 .
PO(=x©y@) = ) ()P~ 0%l (18)
i=0
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zdefiniowanej dla parametru ¢, spelniajacego zalezno$¢ 0 < t < 1.
Sposréd punktéw kontrolnych {PI }iszl punkty P i P stycznosci krzywej z tu-
kiem odpowiednio wigkszym i mniejszym stanowig wezly krzywej Bezier.
Zastosowana krzywa spelnia warunek stawiany Pitagorejskim hodografom
(Pythagorean hodograph), polegajacy na mozliwosci przedstawienia wyrazenia
x'(1)? + y'(t)? jako wielomianu kwadratowego zmiennej . Pochodna krzywej wy-
razona jest nastepujaca formula:

P'(0)(= (x'(0).y'(©) = (w?@®) —v2(0), 2u()v(t)),0 <t < 1 (19)

gdzie:
u(t) = up(1—1)% + 2u t(1 = t) + u,t?
v(t) = vg(1 —t)? + 2v,t(1 — t) + v,t?

W pracy {4} podano sposéb wyznaczenia wspétczynnikéw #, #, u,, v, v, v,
w odniesieniu do konkretnego ukladu geometrycznego tukéw z uwzglednieniem
parametru ksztaltu .

Algorytm konstruowania PH krzywych Bezier piatego stopnia w przypadku
uktadu tukéw zgodnych, w ktérym jeden tuk lezy wewnatrz drugiego {41, réz-
ni sie od algorytmu stosowanego w przypadku tukéw zgodnych oddalonych od
siebie [3}. W pracy {4} podano mozliwo$¢ uzyskania polaczenia G* krzywej z tu-
kiem wiekszym lub potaczenia G® z lukiem mniejszym. W projektowaniu drég
kolejowych rozwazany moze by¢ jedynie wariant polaczenia G® krzywej z tukiem
wiekszym z uwagi na fakt, iz w proponowanym polaczeniu G’ krzywej z tukiem
mniejszym nie jest spelniony warunek monotoniczno$ci krzywizny.

4. Analiza mozliwo$ci zastosowana

Analiza mozliwosci zastosowania zostanie przeprowadzona poprzez rozpatrze-
nie przykladowych ukladéw geometrycznych toru kolejowego, obejmujacych za-
danie taczenia krzywa przejSciowa dwoéch zgodnych tukéw kolowych, z ktérych
jeden zawarty jest wewnatrz drugiego (C-oval transition). Wymagane jest tutaj
spetnienie warunku monotonicznosci krzywizny {51.

Rozwazmy uktad geometryczny dwoch zgodnych tukéw kotowych € i€ opi-
sany w tabeli 1, w ktérym tuk €2 polozony jest wewnatrz tuku € .

Tabela 1. Parametry geometryczne ukladu tukiw kolowych zgodnych

Polozenie Srodka luku Promien lukuR [m]
) (0,700) R, 700
C ustalane w toku algorytmu R, 500
konstruowania krzywej
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W uktad opisany w tabeli 1 wpisujemy PH krzywa Bezier piatego stopnia przyj-
mujac © = 0,2332 w, wyniku czego otrzymujemy potozenie srodka C, = (58,79;
510,11) tuku Q, oraz odleglos¢ pomiedzy srodkamitukéw » = |IC,— C, [|= 198,78 m.
Algorytm konstruowania PH krzywej Bezier piatego stopnia przedstawiony w pra-
cy {4} wykazuje sie znacznie mniejsza elastycznoscia od algorytmu stosowanego
w opracowaniu {3}, dotyczacego taczenia oddalonych tukéw zgodnych.

W celu poréwnania tej krzywej z krzywymi uzyskanymi metoda analityczna
skonstruowano krzywe typu K” i K' o zalozonej dtugosci /, = 293 m. Nastepnie
skonstruowano rodzine kubicznych krzywych C-Bezier dla réznych wartosci para-
metru ksztattu m € {0,93; 0,95; 0,99}, zachowujac polozenie srodkéw tukéw C )
i C, uzyskane w trakcie konstruowania krzywej K°. Parametr ksztattu m kubicz-
nych krzywych C-Bezier zostal dobrane tak, by spelni¢ wymagania niezbedne do
uzyskania monotoniczno$ci krzywizny okreslone przez algorytm {2}, ktéry w tym
przypadku okazal sie duzo mniej elastyczny niz w przypadku taczenia lukéw zgod-
nych oddalonych od siebie.

W rezultacie opisanego toku postepowania otrzymano polaczenie tukéw zgod-
nych przestawione na rysunku 1.

250

y[m]

200

150

100

krzywa K1
\\
\

krzywa K?

PH quintic

x[m]

Rys. 1. Polgczenie tukéw zgodnych poréwnywanymi krzywymi przefscia
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Krzywe pokazane na rysunku 1 réznig sie dlugoscia, krzywizng (rys. 2), a takze
punktami stycznosci krzywej z tukiem €2 . Polozenie $rodka C, tuku Q ulegto
przesunieciu jedynie w przypadku krzywej K' oraz PH krzywej Bezier piatego
stopnia. Uzyskano kubiczne krzywe C-Bezier znacznie dlugosci w stosunku do
pozostalych krzywych. Nie istnialo rozwigzanie o krétszej dlugosci krzywej, zacho-
wujace jednoczesnie polozenie srodka C, tuku Q..

Tabela 2. Dugosci, potozenia Srodka C tuku Q oraz punkty stycznosci krzywych K° i K',rodziny kubicz-
nych krzywych C-Bezier oraz PH krzywej Bezier pigtego stopnia

Krzywa Krzywa | Krzywa | PH quintic | C-Bezier C-Bezier C-Bezier
K° K! m=0,93 m=0,95 m=0,99
Dhugos¢ krzywej 293,00 | 293,00 293,23 734,14 736,47 741,21

I[m]
Punkt stycznosci z tukiem Q, (281,81; | (282,25; | (283,63; (534,84, (534,84, (534,84
63,11) 67,36) 63,52) 394,98) 394,98) 394,98)
Potozenie $rodka C, (41,22, (42,73; (58,79; (41,22; (41,22, (41,22,
506,42) | 506,26) 510,11) 506,42) 506,42) 506,42)

Na rysunku 2 zaprezentowano krzywizny poréwnywanych krzywych, na rysun-
ku 3 pochodne krzywizny, a na rysunku 4 przyspieszenie w ruchu drgajacym X”.

0,002
0,0019
0,0018

00017

k[1/m]

0,0016

“PH quintic
0,0015

™~ m=0.99

0,0014

I [m]

Rys. 2. Krzywizny poréwnywanych krzywych przejscia
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1{m]

Rys.4. Przyspieszenie w ruchu drgajgcym X"’

Sposréd krzywych o dtugosci /, = 293 m zdecydowanie najlepsze whasciwosci
dynamiczne ma krzywa typu K'. PH krzywa Bezier piatego stopnia ma lepsze
wiasciwosci dynamiczne od krzywej typu K° w poczatkowym rejonie, a gorsze
w rejonie koficowym. Wynika to z zastosowania wariantu algorytmu konstruowa-
nia krzywej gwarantujacego polaczenie G° z lukiem wiekszym. Dobre wlasciwosci
rodziny kubicznych krzywych C-Bezier wynikaja z ich znacznej dlugosci w stosun-
ku do pozostalych krzywych.

W celu poréwnania wlasciwosci tej rodziny krzywych rozwazmy uklad geome-
tryczny dwoéch zgodnych tukéw kotowych Qi Q opisany w tabeli 3, w ktérym
tuk Q polozony jest wewnatrz tuku € . W algorytmie konstruowania rezygnu-
jemy z zachowania wspélnego potozenia srodka C, tuku € dazac do osiggnigcia
zblizonych dlugosci wszystkich poréwnywanych krzywych.
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Tabela 3. Parametry geometryczne ukladu zgodnych tukéw kotowych

Potozenie $rodka tuku Promien tukuR [m]
C, (0;1000) R, 1000
C, ustalany w toku algorytmu R, 500
konstruowania krzywej

W uktad opisany w tabeli 3 wpisano krzywa typu K° o zalozonej dlugosci
/,= 600 m, w wyniku czego otrzymano potozenie srodka C, = (175,48; 557,68)
tuku € oraz odleglos¢ pomiedzy srodkami tukéw r = |IC, — C || = 475,86 m.
Nastepnie skonstruowano krzywa typu K' oraz krzywe Bezier: PH krzywg Bezier
piatego stopnia i kubiczng krzywa C-Bezier o zalozonej dtugosci /, = 600 m.

W wyniku tej operacji otrzymano polaczenie tukéw zgodnych przestawione na
rysunku 5. Krzywe na rysunku 5 réznia si¢ krzywizna (rys. 6), punktami styczno-
sci krzywych z tukiem € oraz potozeniem srodka C, tuku Q . Dtugos¢ otrzyma-
nych krzywych rézni sie nieznacznie (tab. 4).

Tabela 4. Dtugosci, potozenia Srodka C tuku Q) oraz punkty stycznosci pordwnywanych krzywych

Krzywa Krzywa K° | C-Bezier m=0,81 PH quintic Krzywa K!

Dlugosc¢ krzywej 760 760,96 759,98 760

I[m]

Punkt stycznoscei z tukiem Q, (629,43; (508,62; (671,83; (650,19;
348,01) 440,79) 296,59) 344,16)

Potozenie $rodkaC, (175,48; (15,00 (268,97, (229,21,
557,68) 600,00) 592,75) 613,94)

Na rysunku 6 pokazano krzywizny poréwnywanych krzywych, na rysunku 7
odpowiadajace pochodne krzywizny, a na rysunku 8 przyspieszenie w ruchu drga-
jacym X”.

d 160 £ b L o L] ™

=]

Ry-x. 5. Potgczenie tukdw zgodnych poréwnywanymi krzywymi przejs'.cz'a
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Rys. 6. Krzywizny poréwnywanych krzywych przejscia
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Rys. 8. Przyspieszenie w ruchu drgajacym X”
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Jak widad, najkorzystniejsze wlasciwosci dynamiczne posiada krzywa typu K'.
Kubiczna krzywa C-Bezier z parametrem ksztaltu » = 0,81 ma lepsze wlasciwo-
$ci dynamiczne niz krzywa K° w koficowym rejonie i podobne w rejonie poczat-
kowym. PH krzywa Bezier pigtego stopnia z uwagi na polaczenie G° z lukiem
wiekszym ma bardzo korzystne wlasciwosci dynamiczne w poczatkowym rejonie
i najgorsze w rejonie kodcowym.

5. Podsumowanie

Przypadek laczenia dwéch tukéw kotowych zgodnych, z ktérych jeden zawiera
sie w drugim, jest przypadkiem znacznie utrudniajacym konstrukcje krzywych
Bezier w poréwnaniu z przypadkiem tukéw zgodnych oddalonych od siebie. Moz-
liwo$ci operowania parametrem ksztaltu m i uzyskiwania szerokiego wachlarza
krzywych sa ograniczone waskim zakresem dopuszczalnych wartosci 7, gwarantu-
jacym uzyskanie rozwiazania spelniajacego warunek monotonicznosci krzywizny.

Poréwnanie wlasciwosci dynamicznych krzywych Bezier i krzywych typu K°
i K' uzyskanych metodg analityczna w wyniku zastosowania uniwersalnej metody
ksztaltowania krzywizny wykazalo przewage krzywych o nieliniowej krzywiznie,
wsrdd kedrych najkorzystniejsze wlasciwosci posiada krzywa typu K'. Zastosowa-
nie polaczenia G® krzywej z lukiem o wiekszym promieniu spowodowalo znaczne
pogorszenie wlasciwosci dynamicznych PH krzywej Bezier piatego stopnia w koni-
cowym rejonie przy polaczeniu z tukiem o mniejszym promieniu.

Artykul nie wyczerpuje tematu oceny mozliwo$ci zastosowania krzywych Bez-
ier w dziedzinie projektowania drég kolejowych. Pominieto bowiem wiele wyste-
pujacych przypadkdéw, w tym analize mozliwosci zastosowania krzywych Bezier do
faczenia dwéch przecinajacych sie prostych [11.
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