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ZASTOSOWANIE FUNKCJI RADIALNYCH
W ANALIZIE DRGA N WLEASNYCH
KONSTRUKCJI POJAZDOW *

Streszczenie
W pracy opisano bezsiarkgumeto@ kolokacyjm Kansy i jej wykorzystanie w analizie drga
whasnych belek i ptyt. W analizie wykorzystano éynkvielokwadratow, opisano metad doboru
wartasci parametru ksztattu. Wszystkie wyniki porownanaynikami analitycznymi lub symulacji
Metod; Elementéw Skixzonych.

WSTEP

Modelowanie matematyczne uktadéw mechanicznych adaw zazwyczaj do uktadu
rownar rézniczkowych zwyczajnych lub @stkowych, ktory 4cznie z warunkami
brzegowymi stanowi problem pagkowo-brzegowy. Tradycyjne metody numeryczne
rozwiazania takiego problemu wymagapodzialu na elementy: catego analizowanego
obszaru, w metodach takich jak MetodazR6 Skaiczonych (MRS), Metoda Elementow
Skoczonych (MES) czy Metoda Qdtpsci Skaaczonych (MOS), lub jedynie brzegu obszaru
w metodach takich jak Metoda Elementow BrzegowybtEB). Olbrzymi naktad pracy
witozony w rozwéj MES uczynit z niej najbardziej populara nawet podstaway metoe
przyblizonego rozwijzania problemow poaikowo-brzegowych.

Metody przyblzonego rozwizania problemu pogikowo-brzegowego niewymagae
siatki elementow to tzw. metody bezsiarkowe. Metddypodziek mazna na dwa typy:
metody obszarowe m.in. bezelementowa metoda Galarkjl], metoda interpolaciji
punktowej [9], metoda funkcji Rvacheva [10] i meyobrzegowe, do ktorych nadg m.in.
metoda wztow brzegowych [6]. W obu typach metodach punldlokacyjne umieszczong s
w catym analizowanym obszarze lub jedynie na jegoedu. Wekszas¢ wymienionych
metod jest bezsiarkowa jednie w sensie interpolexgwiazania, niezbdne § natomiast
.komorki” wykorzystywane do catkowania stabego shiotowania wariacyjnego problemu.

Innym podejciem poszukiwania przyldonego rozwizania problemu poaikowo-
brzegowego jest metoda Kansy [5] barzaj na sformutowaniu silnym Radialnych
Funkcjach Bazowych (RFB). Metoda ta nie wymagaasmstiania jakichkolwiek elementow
czy komorek, dlatego zezwana jest metad,prawdziwie” bezsiarkow.

W ciagu ostatnich 20 lat kolokacyjna metoda Kansy zaalazstosowanie do rozazania
wielu raznych problemow mechaniki m. in. analiza dwu i wapwych modeli tkanki [4],
probleméw wymiany ciepta [12], analizy rowha Naviera-Stokesa [2], analizy pola
elektromagnetycznego [8] i wielu innych.

'Praca powstata w ramach prac statutowych nr 11301885
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Sukces metod zwranych z wykorzystaniem RFB aie sk z ich podstawowwlasndgcia
polegajca na transformacji probleméw  wielowymiarowych do lgemdw
jednowymiarowych. W niniejszej pracy wykorzystanoldkacyjra metod Kansy wraz z
wielokwadratow (ang. multiquadric) radiainfunkcja bazows do analizy drg&d wtasnych
belki prostoliniowej i ptyty. W celu wykazania p@wndaci i doktadndci proponowanej
metody obliczé wszystkie wyniki analizy przybibnej porownano z wynikami uzyskanymi
metod, analityczn (w przypadku belki) i metadelementow skaczonych (dla ptyty).

Przy wykorzystaniu funkcji wielokwadratowe] bardzsiotnym jest wyznaczenie tzw.
parametru ksztattu, od ktorego zateksztatt funkcji bazowej. W pracy zaproponowano
stratege wyboru ,,optymalnego” parametru ksztattu.

1. RADIALNE FUNKCJE BAZOWE
Funkcja radialna to kala funkcja jednej zmiennej postaci:

€0j(r): (p(”X_XjH) 1)

gdzie: Hx—xjH jest Euklidesow odlegtagcia pomigdzy punktamix i x. Punktx; jest nazwany

centrum funkcji radialnej (1). Zmienigj potazenia centrow otrzymuje girodzire funkcji,
ktora tworzy bag wykorzystywam do interpolacji lub aproksymacji dowolnej funkciji.

Kazda z funkcji bazowych postaci (1) zaliczynazna do jednej z dwoch kategorii:
funkcje o zwartym néniku, tj. funkcje, ktore grozne od zera jedynie w sferze o promieniu
(najczsciej r=1) lub funkcje o néniku nieograniczonym r(= o). Najczsciej
wykorzystywanymi funkcjami z pierwszej kategori gamieszczone w tabeli 1, funkcje
Wendlanda [11]. W tabeli 2 zawarto przyktady fumkcposniku nieograniczonym.

Tab. 1.Bazowe funkcje radialne o zwartymamiku

wymiar przestrzenidefinicja funkcji  definicja funkcji definicja funkciji
d=1 p()=[-1), )= [1-r@r+1) o= [1-r) (8r2+ 5r+ 1)
d=23 o= [0-r  oM)=[0-r)}ar+1) o= (1—r)f(35rz+18r+3)
gdzie:

o(r)=[1-r)! = {(1—r)”, dla r0(0,3)
0, da r>1

Tab. 2. Bazowe funkcje radialne o fieiku nieograniczonym

.. 2
definicja r)=Ar?+c? - 1 =
funkchi ar) =r gny=r® ?0 o()=r2nr o= e p(n=e
. . T wielokwa-
nazwa . . sze&cien-  wielokwa- cienkiej
-~ liniowa dratowa Gaussa
funkgciji na dratowa piyty
odwrotna

Ze wzgkdu na dua popularné¢ w zastosowaniach oraz dobre wiasn@proksymuice
w pracy wykorzystano funkejwielokwadratow, ktora w przypadku 1D (réw. 2a) i 2D (row.
2b) ma posia
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0;(r)=Jlx—x, f + 2 (2a)
0;(r)=lx=x P+ (y-y, P +¢? (2b)

Jak wspomniano wczgeiej, ksztalt funkcji (2) zaley od parametru ksztatta. Wraz ze
wzrostem jego wartei funkcja (2) staje gicoraz bardziej ptaska, przez to mato iiv@a na
zmiany odlegtéci pomidzy punktemx (x, y) i centrum funkcji radialney; (x;y;). Problem
doboru wartéci parametric jest jak dadd nierozwazany.

2. METODA KOLOKACYJNA KANSY
Analizowany problem poatkowo brzegowy opisany jest rownaniem postaci:

Lu= f(x), xOQ (3)
wraz z warunkami brzegowymi postaci:
Bu=g(x), xOI (4)

gdzie: L jest liniowym operatorem ghiczkowym, B jest operatorem opisigym warunki
brzegowe 2 to analizowany obszaf, to brzeg tego obszaru.

I[dea metody Kansy polega na aproksymacji rg@zamia problemu poaikowo-
brzegowego (3) i (4) za pompsumy szeregu rodziny funkcji radialnych tj.:

N
0=>a; o;(r) (5)
j=1

Wspotczynnikia; wyznacza si w procedurze kolokacji. W tym celu najewybrat zbior
No punktdw {xi, Xz, ..., Xno} Nalezacych do obszaru2, w ktérych zada st by przyblizone
rozwigzanie (5) spetniato réwnanie (3):

N
La= () = D a; Loj(n), ©)

j=1

Podobnie naley wybrat zbidr N, punktdw {Xno+1, Xno+2, ... Xno+Nbp DA brzegu /-
analizowanego obszaru. W tych punktach musgestd spetnione réwnania warunkéw
brzegowych (4):

N
zaj B¢j(ri)i (7)
=1

Réwnania (6) i (7) stanowiliniowy uktad réwna, ktory zapisd mazna w postaci

macierzowej:
Aa= f (8)

Z ukfadu (8) wyznaczymazna poszukiwane wspotczynnikk. W przypadku, gdy suma
ilosci wybranych punktow obszam2 tj. N, i ilosci punktow brzegowyciN, jest réwna iléci
punktéw centralnyciN (No+ Np=N) uktad (8) rozwazac mozna stosujc eliminacg Gaussa,
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w przypadku gdyN,+ Np,> N ukilad (8) jest uktadem nadokienym i naley poszukiwa
rozwiagzania metoal najmniejszych kwadratow np. stostiyozktad SVD.

3. ANALIZA DYNAMICZNA BELKI

W pracy przez analizdynamiczia rozumiane jest wyznaczenieesmsci i wektorow
drgax wtasnych.

Réwnanie drgawtasnych prostoliniowej belki ma posta

%ﬁx) - 2*w(x)= 0 (9)

gdzie: 1*= wZB%A‘, w to czstas¢ drgar belki, o)A to masa jednostki diugo belki,

El sztywnd¢ na zginanie.

Funkcjaw(x) z rownania (9) musi dodatkowo spethiavarunki brzegowe. W pracy
analizowano typowe warunki brzegowe belki tj. utdimenie =0 i w'=0), swobodne
podparcieW = 0 iw" = 0) i wolny koniec\" = 0 iw™ = 0).

Zgodnie z metog Kansy rownanie linii ugicia belki (9) mae by zapisane w postaci:

N d4 N
>a, y,/ix—xj i2+c2 - ADNS 1/ixi - X j2+ c>=0 (10)
: =]

=1

gdzie: x; to wspotrzdne punktéw kolokacyjnych=1,2,...,N,, X to wspotrzdne centrow
wielkokwadratowych funkcji radialnyck = 1,2,..N.

We wszystkich analizowanych w pracy przypadkachyjpta jedra wartags¢ parametru
ksztattu dla wszystkich funkcji bazowychdj.= c.

Dla kazdegoi rownanie (10) opisujéty wiersz macierzyA z réwnania (8), 4 ostatnie
wiersze tej macierzy zaig od rowna opisupcych warunki brzegowe.

3.1. Wybor parametru ksztattu

Dobdér ,optymalnej” wartéci parametru ksztattu jest, jak ddt nierozwazanym
problemem. Szczego6towy przedl réznych strategii pozwalagych na wyznaczenie tego
parametru znaf€ mazna w pracy [3].

W niniejszej pracy autor proponuje mstratege oparty na nasipujacym algorytmie:

1. nalezyokresli¢ zakres zmiennigi parametru c

2. nalery znaleé¢ wartcsci A dla ktérych detA=0

3. jezeli wartags¢ A nie ma stabilnej wartgi (dla r&nych c) naley wréci¢c do punktu 1
(zmiana zakresy zmienéa C)

4. jezeli A oshga wartd¢ stabil dla parametru ¢ z pewnego zakresu, jako wartado
obliczen przyja¢ mazna dowol wartcs¢ ¢ z tego zakresu.
Na rys. 1 pokazano przyktadowy przebieg wanitd w funkcji parametru ksztatto
Z analizy obliczé pokazanych na rys.1. wynikze dla kadej wartgci parametru ksztattu
z zakresucD<0.42—1.3> uzyskuje si jedm, stabilm wartgs¢ wikasry. Przy obliczeniach

czestasci drgar wlkasnych oraz amplitud drgavymuszonych wykorzyséamozna dowoln
wartai¢ ¢ z tego zakresu.
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wartosé wiasna

parametr ksztattu c

Rys. 1.Przyktadowy przebieg zmian wagto A w funkcji parametru ksztattu c

3.2.Czestosci whasne belki
Wykorzystanie metody kolokacyjnej prowadzi do ukladwna postaci:

Ac=0 (11)

gdzie elementy macierzy dane g rownaniami:
Aj=—F (x—xj)2+c2 hex =4 (xi—xj)2+c2 (12)

Cztery ostatnie wiersze macier?y zaleza od warunkéw brzegowych belki. €tdici
drgax wiasnych belki tj. niezerowe rozyzanie uktadu (11) otrzymuje ¢siz warunku
detA=0.

Poréwnanie wynikéw analizy

W celu oceny ,jakéci” wynikow aproksymacji cgstasci drgan wkasnych uzyskanych
z analizy przyblione] z wynikami z metody analitycznej zdefiniowar®ad, dany
zaleenoscia (subskrypt a oznacza wyniki analizy analitycznej, subskrypt— analizy
przyblizonej:

5= (“*p—_a“*a) 100% (13)

w

1
Wartasci bledow wyznaczonych dla 10 pierwszychestoéci wikasnych belek o edych
warunkach brzegowych pokazano na rys. 2.
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Rys. 2.Wartcici bigdow przy wyznaczaniu waroi wkasnych belek o einych war. brzegowych

3.3.Wektory wiasne belki

Wyznaczenie wektora wilasnego proponogvametod, polega na rekonstrukcji
rozwigzania réwnania (10) dla wyznaczonych wireej czstasci wtasnych. W celu oceny
jakasci wynikow uzyskanych z analizy przyktinej z wynikami z metody analitycznej.a8t
zdefiniowano zalencscia (subskrypta oznacza wyniki analizy analitycznej, subskrypt
analizy przyblionej:

Ij(xia - xfax

Evek= |0 [100% (14)

I(Xia)zdx

0

Wyniki poréwnania piciu pierwszych wektorow wiasnych wyznaczonych dklkb
o r&znych warunkach brzegowych zebrano w tab.3
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Tab. 3.Btedy przy wyznaczaniu wektoréw wiasnych

warunki brzegowe E,"** E,"e* Eg"e* E,"e* Es"e*
utwierdzenie — 0.0554 0.1946 0.4313 0.9159 2.599
wolny koniec
utwierdzenie — 0.0063 0.0675 0.0579 0.7485| 0.9911
utwierdzenie
swobodne podparcie
- 0.0547 0.1591 0.2285 0.4126 0.700
swobodne podparcie
utwierdzenie — | 1599 0.1587 0.2664 0.5600 0.620
swobodne podparcie

3

Wyniki analizy zamieszone na rys.2 i w tab.3 wskajadnoznacznie na bardzo zdu
doktadnd¢ analizy z wykorzystaniem tej metody bezsiarkowe;j.

4. ANALIZA DYNAMICZNA PLYTY

W pracy przez analizdynamiczia rozumiane jest wyznaczeniegsici drgar wiasnych.
Metoda posfpowania pozwalafa na wyznaczenie ¢ztasci drgar wilasnych piyty jest

identyczna jak w przypadku dngdoelki. ROwnie metoda doboru parametru ksztattu jest w

tym przypadku identyczna . Analizowanw pracy ptyt wraz z rozkladem punktow

kolokacyjnych (oznaczonych ,x”) icentralnych fufikaadialnych (oznaczonych ,07)

pokazano na rys. 3.
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Rys. 3.Analizowana ptyta

4.1.Czestosci wiasne piyty
Wykorzystanie metody kolokacyjnej prowadzi do ukladwna postaci:
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Aa=0 (15)

Czestcéci drgan whasnych piyty tj. niezerowe rozgaanie uktadu (15) otrzymuje ¢si
z warunkudetA=0 .

Poréwnanie wynikow analizy

W celu oceny ,jakéci” wynikow aproksymacji cgstasci drgan wkasnych uzyskanych
z analizy przyblitonej z wynikami z metody analitycznej zdefiniowdred dany zalendicia
(subskryptMES oznacza wyniki uzyskane z metody elementowinskonych, subskrypb —
analizy przyblkonej:

p _ , MES
o=t

Wartdsci bledow wyznaczonych dla 25 pierwszychestsci whkasnych utwierdzonej ptyty
pokazano na rys. 4.

100% (16)

q
% 3.8

biad

] 5 10 15 20 25
numer czestosci

Rys. 4.Btad w wart@gci czstasci drgar wiasnych piyty

Wyniki analizy zamieszone na rys.4 wskazjgdnoznacznie na bardzozudoktadndé
analizy z wykorzystaniem tej metody bezsiarkowej.

PODSUMOWANIE

W pracy opisano meted kolokacyjra Kansy oraz jej zastosowanie do analizy
dynamicznej belki i ptyty. W celu oceny poprawooi doktadndci tej metody analizy
poroéwnano cgstotliwosci drgar wkasnych z wartéciami wyznaczonymi metadanalityczrm
(dla belki) i z symulacji MetaglElementéw Skaczonych (dla ptyty).
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Wyniki analizy wskazuy jednoznacznie na bardzo du dokltadnd¢ analizy
z wykorzystaniem tej metody bezsiarkowej. Wynikabay wskazu rowniez na poprawnge
zaproponowanej strategii doboru parametru kszfattkcji radialnych.
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DYNAMIC ANALYSIS OF THE VEHICLE
STRUCTURAL COMPONENTS
WITH RADIAL BASED FUNCTION

Abstract
The work concerns the dynamic analysis of the beardglates with the Radial Based Functions.
The Kansa collocation method was used for detericinacigenvalues of the beam and plate.
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All results were compared with analytical (for béamn Finite Element Analysis (for plate) resultsl. A
results indicate that using of multiuadric (MQ) RPBrovide a results with very high accuracy in

comparison to analytical results in dynamic anaysif beam-like and plate-like structural
components.
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