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/astosowanie metod 0dpornosciowych
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Zasady statystyki odpornosciowej, metoda Hubera czyli
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Streszczenie: w dwuczesciowej pracy omowiono zastosowanie statystyki odpornosciowej do oceny
wartosci i niepewnosci menzurandu uzyskiwanych na podstawie prébki danych doswiadczalnych, gdy
niektdre z tych danych rdznig sie istotnie od pozostatych, czyli sg outlierami. Metodami odpornosciowymi
wyznaczono parametry statystyczne wyniku pomiaru ze wszystkich danych, ale wptyw outlieréw
potraktowano odmiennie. Dla prébek o niewielkiej licznosci uzyskano wyniki bardziej wiarygodne niz

w sposadb klasyczny z odrzuceniem outlierdw. llustruja to przyktady z poréwnar migdzylaboratoryjnych.
W czesci 1 omdéwiono podstawowe zasady statystyki odpornosciowej oraz iteracyjng metode

odporng podang przez Hubera, ktérg w normie ISO 5725-5 nazwano Algorytm-A. Jako ilustracje,

w symulowanym przyktadzie liczbowym, wyznaczono niepewnos¢ procedury pomiarowej testowane;j
przez porownanie wynikow badania jednorodnych obiektow w kilku laboratoriach akredytowanych.
Oszacowano Srednig niepewnosé metodg klasyczng dla wszystkich danych. Po usunieciu outlieréw
zastosowano dwie metody odpornosciowe — przeskalowanego odchylenia medianowego MAD, i metode
Hubera, czyli iteracyjny Algorytm-A, ktérego wyniki byty najbardziej wiarygodne.

Stowa kluczowe: outlier, niepewnos¢ pomiardw, odchylenie standardowe, mediana, odporna wartosc srednia, rozstep miedzykwartylowy

1. Wprowadzenie

W praktyce pomiarowej, szczegdlnie w badaniach technicz-
nych i przemystowych, zdarza sie, iz wartosci jednej lub kilku
obserwacji w probce istotnie odstaja od pozostalych danych,
czyli sg outlierami (ang. outliers). Nawet niewielka ich liczba
moze znaczaco zmieni¢ klasycznie obliczane parametry staty-
styczne probki, szczegblnie o matej liczbie elementéw. Wartoéé
wyniku pomiaru i jego niepewno$é typu A, obliczone zgodnie
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z zasadami miedzynarodowego Przewodnika GUM (ang. Guide
Uncertainty Measurement) [1], moga okazaé si¢ niewiarygodne
statystycznie oraz niepoprawne, tj. obarczone btedami syste-
matycznymi wskutek asymetrii probki. W wielu przypadkach
nie ma mozliwosci powtérzen lub uzupelnienia pomiaréw. Aby
uniknaé takiej sytuacji, tradycyjnie stosuje si¢ rozne testy sta-
tystyczne, np. test Grubbsa. Pozwalaja one zidentyfikowaé,
a nastepnie usunaé¢ nietypowe, tj. odstajace wartosci danych.
Takie postepowanie jest skuteczne tylko dla duzych prébek,
gdyz dla malych shuzace do tego celu testy traca wrazliwosé
na wartoéci odstajace. Ponadto, gdy prébki o malej liczbie
danych uzyskuje sie z badan eksperymentalnych, np. o duzym
koszcie, wykonywanych metodami niszczacymi nieliczne posia-
dane obiekty lub pomiary sa niemozliwe do powtérzenia, wow-
czas nalezy wykorzysta¢ wszystkie otrzymane dane. Usuniecie
dowolnej obserwacji z probki zmniejsza wiarygodno$é jej oceny
statystycznej. Dla probek o n niezaleznych obserwacjach z roz-
ktadu normalnego oszacowanie stosunku odchylenia standar-
dowego s(u,) niepewnoéci standardowej u, do jej wartosci
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oczekiwanej (czyli wzglednej niepewnosci standardowej niepew-
noéci u, ) wedtug tabeli E1 w dodatku E Przewodnika GUM [1]
wynosi [2(n — 1)] /2. Na przyklad dla n = 10 stosunek s(u,)/u,
wynosi 24%, dla n = 4 — juz 42%, a dla n = 3 — roénie do 52%.
Po usunieciu jednej obserwacji z probki o n = 4 odchylenie
standardowe s(u,) wzrasta o okoto 24%. Bardziej odporne niz
u, jest medianowe odchylenie MAD ale jest niemal 1,5 razy
wieksze i jego zastosowanie tez nie jest korzystne.

Klasyczne, tzw. parametryczne metody statystyczne prze-
twarzania danych, opieraja sie na zalozeniu modelowania ich
rozrzutu znanym rozktadem prawdopodobienstwa. Przyjety
ksztalt tego rozkladu jest tylko proponowanym umownym
modelem opisu statystycznego rozrzutu danych doswiad-
czalnych. Jednak w wielu przypadkach liczba pozyskanych
w praktyce danych bywa niewystarczajaca do wyboru modelu
parametrycznego jednoznacznie odpowiadajacego okreslonemu
rozrzutowi. Sam wyboér moze by¢ nieidealny i wartoéci obser-
wacji moga lepiej podlega¢ innemu rozkladowi. Poprzednio,
gléwnie ze wzgledu na mniej zmudne obliczenia, zwykle przyj-
mowano, ze jest to rozklad normalny. Opracowywano tez tylko
dane o wysokiej jakosci, tj. po usunieciu wartosci odstajacych
od tego rozkladu. Zakorzenilo sie¢ to tak gleboko w statystycz-
nym przetwarzaniu danych, ze rezygnacja z niego nie wydawala
si¢ zasadna. Jednakze juz Henri Poincaré wskazywal na nie-
uzasadniona, ale panujaca powszechnie gleboka wiare w uni-
wersalno$¢ rozkladu normalnego, gdyz matematycy sadza, ze
obserwuje sie go w eksperymencie, za$ eksperymentatorzy — ze
matematycy moga udowodnié¢ teoretycznie na podstawie cen-
tralnego twierdzenia granicznego, iz musi zachodzié¢ rozktad
normalny. W rzeczywistoséci, w nielicznych tylko przypadkach,
np. gdy wynik pomiaru menzurandu o stalej wartoéci wyznacza
sie z bardzo duzej liczby powtarzanych pomiaréw i w systemie
pomiarowym nie ma dominujacego wéréd wielu niezaleznych
zrodel losowosci, to rozktad wynikéow pojedynczych pomiaréw
mozna traktowa¢ jako w pelni normalny.

Obecnie przy stosowaniu komputeréw, mozna przetwarzac
prawie kazde dane. W zalozeniach teoretycznych przyjmowano
tez prowadzenie eksperymentu (uzyskiwanie obserwacji) w tych
samych stalych warunkach losowosci. Jednak w makrorzeczy-
wistosci czesto wystepuje przestrzenno-czasowa zmiennosé
parametrow zaréwno samego obiektu badan, jak i systemu
pomiarowego oraz warunkéw otoczenia.

W latach 60. ubiegtego wieku, na podstawie wynikéw szcze-
gbétowych badan ustalono juz, ze dane eksperymentalne wyma-
gajace przetwarzania w praktyce, zawieraja zwykle od 1%,
nawet az do 20% danych odstajacych od rozkladu normalnego.
Dazenie do maksymalnego wykorzystania informacji zawartej
we wszystkich danych, tacznie z odstajacymi, spowodowato
utworzenie nowej galezi statystyki (ang. robust statistics), kté-
rej wyniki sa odporne na takie dane. Jeden z jej tworcow, ame-
rykanski statystyk John Tukey [4] prezentowal nawet poglad,
ze ,normalno$é¢ rozkltadu danych uzyskanych w eksperymencie
jest mitem i takiego rozkladu nie ma i nigdy si¢ go nie uzyska”.

Jest to zagadnienie nadajace si¢ do rozstrzygania przez filo-
zoféw. Natomiast w praktyce, szczegdlnie przy malej liczbie
danych pomiarowych, powodem powstania odstajacych war-
toéci moga by¢ bledy wynikle z nieprzestrzegania zasad pro-
wadzenia doswiadczenia, niewykryte lub nietrwalte uszkodzenia
przyrzadow pomiarowych, bledy i omylki w przetwarzaniu
danych, chwilowe wplywy zewngtrzne o duzej intensywnosci
itp.

Celem pracy jest przedstawienie oceny dokladnosci prébki
metodami statystyki odpornosciowej. Wskutek matej wrazliwo-
$ci na dane odstajace umozliwiaja one poprawe wiarygodnosci
wynikéw, szczegélnie przy prébkach o malej licznosci. Pod-
stawy tej statystyki opracowano kilkadziesiat lat temu [4-8,
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13-15]. Rozwijana jest dalej do réznych zadan przetwarza-
nia danych, w tym do kalibracji pomiaréw wieloparametro-
wych [5-9] i do stosowania w wyspecjalizowanych technikach
pomiarowych, np. w chemometrii [10-12]. Niektére z metod
odpornosciowych sa juz oprogramowane, m.in. w Srodowisku
obliczeniowym MATLAB. Nie trafity one jeszcze do prac nad
zweryfikowanymi zaleceniami wyznaczania niepewnosci pomia-
réw [30] zawartymi w miedzynarodowym Przewodniku GUM
[1], ale dwie z tych metod sa podane jako Algorytm-A i Algo-
rytm-S w zalaczniku C do norm PN-ISO 5725-5 [2] i PN-ISO
13528:2005 [3] dotyczacych badan w laboratoriach akredyto-
wanych. Podstawy statystyki odpornoséciowej przedstawili pol-
skiemu srodowisku metrologicznemu w swoich ksiazkach Janusz
Piotrowski i Krystyna Kostyrko [13] w 2000 r. oraz Andrzej
Zieba [15] w 2013 r. Ujecie z perspektywy ekonometrii zawarto
w ksiazce Czeslawa Domaniskiego i Krystyny Pruski [14].

2. Zasady oceny rozproszenia danych
metodami odpornosciowymi

Wspomniano juz, ze w praktyce najbardziej rozpowszechnione
sa procedury analizy statystycznej, ktére sa optymalne przy
zalozeniu normalnosci rozktadu danych. Sa one jednak dosé
wrazliwe na niewielkie odchylenia parametréw rozktadu od
tego zalozenia, ze wzgledu na stosowane kryterium minimum
kwadratu odchylenn. Wystepuje to szczegdlnie przy estymacji
wariancji. W rzeczywisto$ci mamy do czynienia z rozkladami
rézniacymi si¢ od idealnego rozkladu normalnego. Dlatego
w przetwarzaniu danych do$wiadczalnych coraz szerzej stosuje
si¢ metody odpornosciowe [3-16]. Pod pojeciem odpornosé
rozumie sie w statystyce niewrazliwos¢ wyznaczanych wartosci
parametréw prébek pomiarowych na rézne niewielkie odchyle-
nia i niejednorodnoéci rozrzutu elementéw, czyli ich stabilnos¢.
Zwykle powstaja one z przyczyn nieznanych.

Podstawowym modelem w metodach odpornosciowych nie
jest zmienna losowa o pojedynczym rozkladzie normalnym, ale
model ,mieszany”. Dla réznych préobek danych tylko srodkowa
czesé wartosei danych mozna do$é stabilnie modelowaé rozkla-
dem normalnym. Za$ dolne fragmenty zboczy modelu rzeczy-
wistego rozkladu, czyli jego ,,ogony” sa bardziej rozciagnigte
niz rozktadu normalnego dla czesci srodkowej i mato stabilne.
Obserwacje pomiarowe w obszarach kraiicowych wystepuja
rzadziej. Wzgledem rozkladu normalnego dla czesci srodkowej
pojedyncze z nich, szczegdlnie dla malych prébek, moga byé
rozpoznawane jako outliery, cho¢ w rzeczywistosci sa pseudo-
-outlierami. Przyjecie takiego podejécia pozwala zachowaé
tradycyjny poglad o hipotetycznej jednorodnosci populacji
generalnej, stanowiacy dotychczas podstawe wszystkich ocen
statystycznych. Jedynie w ,ogonach” rzeczywistego rozkltadu
dopuszcza si¢ mozliwosé wystepowania odchylen odstajacych
od rozktadu normalnego. Ré6wnoczesnie na ,ogony” naktada
si¢ pewne ograniczenia. Modeluje si¢ je rozkladem normal-
nym o innych parametrach badz inna statystyka. Do opisu
takiej sytuacji J. Tukey [4] zastosowal nastepujace oryginalne
podejscie. Zalozyl on, Ze istnieje duza liczba n danych pomia-
rowych, wéréd ktérych sa zmieszane przypadkowo ,,dobre”
i ,zle” obserwacje 7, z populacji o $redniej wartosci . ,Dobre”
i ,zte” obserwacje pobrane z tej populacji wystepuja odpo-
wiednio z prawdopodobienstwem (1 — €) lub €, gdzie € to
mata liczba. Taka sytuacja wystepuje w praktyce, gdy czes$é
obserwacji pomiarowych ma mniejsza doktadno$¢. Na przy-
ktad odchylenie standardowe ,ztych” jest 3 razy wieksze niz
»dobrych” i oba rodzaje obserwacji z, maja rézne rozklady
normalne, tj. pierwszy N(u, 0%), a drugi N(u, 90%), ale o tej
samej wartosci sredniej p. Przy zalozeniu, ze wszystkie war-
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todci x, s niezalezne, otrzymuje si¢ rozklad wypadkowy F(z)
opisany nastepujaco:

F(x)z(l—s)-@(z;u)+s-¢(u) 1)

Dolne czeéci zboczy wypadkowego rozkladu F(z) leza nieco
powyzej zboczy rozktadu normalnego sporzadzonego dla srod-
kowych obserwacji probki (rys. 1).

Fx)
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Rys. 1. Rozktad mieszany wg Tukey’a uwzgledniajacy dane odstajace
F(x) = (1—€) N(p, 0?) + € N(4, 90?) dla € = 0,2

Fig. 1. Tukey joint distribution including outliers

F(x) = (1-€) N(u, 0?) + € N(y, 90?) for € = 0.2

Wsréd opracowanych dotad i wdrozonych do stosowania
metod odpornosciowych i ich algorytméw szeroko rozprze-
strzenilo sie inne podejscie, zaproponowane przez Hubera |8,
13-15], réwniez uznane juz za klasyczne. Wprowadzil on pewna
stala warto$é¢ c¢ zalezna od stopnia ,zanieczyszczenia” popu-
lacji generalnej. Wartosé ta stuzy do okreslenia granic czesci
$rodkowej histogramu danych pomiarowych, ktéra modeluje sie
podstawowym rozkladem normalnym [5-8, 13-15, 17-24, 28,
29]. Obserwacje o wartodciach w obszarach bocznych — ,,0go-
nach” histogramu danych, wg jednego ze stosowanych kryte-
riéw (np. testu Grubbsa) moga zostaé¢ uznane za odstajace od
danych o rozkladzie podstawowym. Scigga sie je na granice
obszaru srodkowego. Otrzymuje sie nowy zbiér wartoéci obser-
wacji o mniejszym odchyleniu standardowym i wezszym obszarze
srodkowym. Obliczanie nowych danych skrajnych powtarzane
jest iteracyjnie [2, 3, 1315, 29] tak dlugo, az réznice kolejnych
$rednich i kolejnych standardowych odchylerr przyjma wartosci
ponizej wymaganego poziomu dokltadnosci obliczen, np. trzeciej
cyfry znaczacej. Ta metoda odpornosciowa przewidziana jest do
stosowania w atestacji dokladnosci badawczych i kontrolnych
procedur pomiarowych przez poréwnanie wynikéw w badaniach
miedzylaboratoryjnych jako ,Algorytm A” podany w zalacz-
niku C normy PN-ISO 5725-5 [2]. Zasady jej stosowania do
oceny wartoéci $redniej wynikéw w badaniu procedur pomiaro-
wych i bieglodci laboratorium przedstawiono z udziatem autora
w czasopismach [17-24], w materialach pokonferencyjnych [25-
27] i jako rozdzial 11 w monografii [29].

Ponizej zostaly oméwione szczegbélowo dwie metody odporno-
Sciowe — iteracyjna metoda Hubera (Algorytm-A) oraz metoda
przeskalowanego odchylenia medianowego MAD, W dwu przy-
ktadach liczbowych poréwnano wyniki otrzymane klasycznie
i przytoczonymi metodami.

Zygmunt Lech Warsza, Evgeniy T. Volodarsky

3. Odpornosciowa metoda iteracyjna
Hubera, czyli Algorytm-A

Metody statystyki odpornosciowej zapewniaja mniejszy niz
modele klasyczne wplyw danych odstajacych i innych anoma-
lii danych na wynik pomiaru. Znajduja one szerokie zastoso-
wanie przy szacowaniu odchylen standardowych o populacji
na podstawie prébki jej danych. Dalej oméwiono szczegdtowo
iteracyjna metode przetwarzania danych oparta na podejsciu
Hubera [9]. W normach [2, 3] metoda ma nazwe Algorytm-A.
Zalicza sie ona do metod odpornosciowych o akronimie ITRLS
(ang. iteratively reweighted least squares). Dzigki zmniejszonej
wrazliwosci na dane odstajace, metoda umozliwia poprawe
wiarygodnosci wynikéw dla probek o malej liczbie elementow.
Przyjmuje sie, ze tylko cze$¢ srodkowa rozkladu gestosci praw-
dopodobienistwa PDF (ang. probability density function), tj.
dla malych odchylen od estymatora wartosci menzurandu, nie
odbiega zbytnio od przyjetego modelu gaussowskiego.

W obecnie stosowanej statystycznej metodzie obliczania nie-
pewnosci pomiaréw opartej na zaleceniach miedzynarodowego
przewodnika GUM [1] zaklada sie, ze dane obserwacji pomiaro-
wych powtarzanych w jednakowych warunkach, po wyelimino-
waniu znanych bledéw systematycznych, mozna przetwarza¢ tak
samo jak préobke pobrang z rozkladu normalnego o wartosci
$redniej p i odchyleniu standardowym o. Z danych prébki obli-
cza sie estymatory, czyli oszacowania obu tych parametréow,
odpowiednio jako warto$é¢ srednia menzurandu Z i jej odchyle-
nie standardowe s. Nastepnie ocenia sie szerokosé¢ przedziatu,
w ktérym $rednia T moze znajdowaé sie z okreslonym prawdo-
podobienistwem P, czyli na przyktad okresla niepewnos$é¢ stan-
dardowa u, = s lub niepewnos¢ rozszerzong U,. Ocena ta osiaga
minimum dla wartosci Z , ale jest wrazliwa na dane odstajace
od modelowanych rozktadem normalnym, czyli outliery. Zwiek-
szaja one wartos¢ niepewnoéci u, wraz z kwadratem ich odle-
glosci od $redniej. W klasycznej procedurze statystycznej
wykrywa sie takie dane za pomoca testow Grubbsa i usuwa si¢
je z prébki [16, 29]. Dla prébek o bardzo malej liczbie elementéw
n wiarygodnos¢ wyznaczanych statystycznie jej parametrow jest
bardzo mala i zmaleje jeszcze po usunieciu outlieréw. Parametry
statystyczne obliczone dla pojedynczej malej prébki moga znacz-
nie r6zni¢ sie od parametréow populacji, czyli by¢ niepoprawne.
Otrzymywane w praktyce wartosci obserwacji, i to nawet dla
malych prébek pobranych rzeczywiscie z populacji o rozkladzie
normalnym, zwykle rozkladaja sie niesymetrycznie wzgledem
ich wartosci $redniej. Badania rozktadéw skosnosci i kurtozy
takich prébek, wykonane metoda Monte Carlo opisano w roz-
dziale 5 monografii [29]. Im prébka byla mniejsza, tym Srednia
warto$¢ jej wspolezynnika sko$nosci (asymetria) wzrastala i osia-
gneta maximum dla n = 6.

W statystyce odpornosciowej rozpatrywane sa modele roz-
kladéw wraz z danymi odstajacymi. Cecha charakterystyczna
takich rozktadéw PDF sa tylko bardziej rozciagniete ,,ogony”
niz dla gestosci prawdopodobienstwa rozktadu normalnego, czyli
funkcji Gaussa. Skorzystanie z tej wiadciwosci pozwala zacho-
wa¢ wygodne do analizy zalozZenie o hipotetycznej jednorodnosci
populacji, na ktérym opieraja sie wszelkie statystyczne oszaco-
wania i uwzgledni¢ tez czesciowo informacje zawarta w odchy-
leniach odstajacych. W omawianej tu metodzie odpornoéciowej
zaklada sie, ze jedynie dla centralnej czesci rozktadu danych
do$wiadczalnych mozna przyjaé¢ zalozenie o normalnym roz-
ktadzie populacji. Tylko dla danych z tej czedci mozna prze-
prowadzaé usrednianie, tj. stosowa¢ metode najmniejszych
kwadratéw. Bardziej odporne na duze odchylenia jest podane
przez Laplace’a kryterium minimum modutu. Przy tworzeniu
metody odpornosciowej Algorytm-A dokonano ,,symbiozy” obu
tych kryteriéw. Dla centralnej czesci wartoéci danych stosuje
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si¢ metode najmniejszych kwadratéow, a poza granicami tego
przedzialu — kryterium modutowe. W ten sposéb zmniejsza sie
wplyw danych odstajacych, ale ich sie¢ nie usuwa. W celu zmniej-
szenia czulosci na wplyw odstajacych danych zaproponowano
[2, 3, 8], aby w obliczeniach stosowaé korekcje wartosci danych
o modutach odchylen € speliajacych nieréwnosé

L& =z —it|>9 (2)

gdzie: @ = co — odlegloé¢ od érodka grupowania danych i ,
¢ — stala okreslajaca przyjety stopien odpornoéci, o — odchy-
lenie standardowe populacji.

Warto$é stalej ¢ zalezy od stopnia ,zanieczyszczenia” roz-
kladu. Dla zanieczyszczenia 1% oraz 5% przyjmuje sie odpo-
wiednio ¢ = 2 oraz ¢ = 1,4. Zwykle stosuje si¢ ¢ = 1,5.

Przy obliczaniu odchylenia standardowego dla danych w obsza-
rze $rodkowym u +¢ stosuje si¢ kryterium jak dla rozkladu nor-
malnego, a na zewnatrz minimum modutu btedu. Taki sposéb
pozwala na mniej ,ostre” podejécie do danych odstajacych na
warto$¢ |e| > co od $rodka grupowania rozkladu danych. Zgod-
nie z tak wybranym kryterium modyfikuje sie skrajne z danych
pozyskanych w eksperymencie w nastepujacy sposob:

z; dla |x7 -f |S co,
z,¥=3fi—coc dla =z, <fl-co, (3)
d+co dla z,>f+co

gdzie: [l =med{z;} (przyjeto mediane jako odpornosciowa
oceng $rodka grupowania danych z; uszeregowanych rosnaco).

Opisana wzorami (3) ,,przerébka” wartosci danych nosi nazwe
winsoryzacja (ang. winsorizing) od nazwiska amerykanskiego
matematyka Charlesa Winsora.

Poniewaz parametry statystyczne populacji generalnej pi o
zwykle nie sa znane, to we wzorach (3) nalezy stosowac ich esty-
maty wyznaczone z danych probki. Jako poczatkowa ocene
$rodka grupowania rozkladu g probki preferuje sie mediane
med{z}, ktéra jest najbardziej odporna na dane odstajace.

Badania [9] wykazaly tez, ze najlepsze wyniki uzyskuje sie
dla przedzialu $rodkowego miedzy trzecim (p = 3/4) i pierw-
szym (p = 1/4) kwartylami (rys. 2). Odleglo$é kwartyli od jego
$rodka nazywa sie odchyleniem éwiartkowym [16]. Diugosé roz-
stepu miedzy kwartylami wynika jednoznacznie z normalnego
rozktadu gestosci prawdopodobienstwa przyjetego dla rozrzutu
danych probki. Powierzchnia pod krzywa rozkladu dla tego prze-
dziatu wynosi 50%.

Ark)o
0.4

10.3989

0.2+
0.1+

Hu—=30 u-20 p-o M wm+o p+20 p+3o
1 —0.67450 u+0.67450
Rys. 2. Definicja rozstepu miedzykwartylowego (a, b) (o odchyleniu
¢éwiartkowym). Linie przerywane — rzedne: pierwszego kwartyla
a=p-0,67450 i trzeciego kwartyla b= p + 0,67450
Fig. 2. Definition of inter-quartile mid-range (a, b). Dotted lines — ordinates
of first quartile a = p — 0.67450 and third quartile b = p + 0.67450

Wystepujace we wzorze (3) odchylenie standardowe populacji
o zwykle nie jest znane. Jako poczatkowe oszacowanie zakresu
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przejscia z rozkladu pelnego do obcietego wprowadza si¢ do
obliczen bezwzgledne odchylenie medianowe MAD (ang. median
absolute deviation), ktére mozna obliczy¢ z danych probki:

MAD, = med{|z,~ M } (4)

gdzie: M, = med{z}, n — liczba elementéw w prébce.

Dla ustalenia zaleznosci miedzy parametrami obcietego roz-
ktadu PDF oraz przewidywanego dla calej populacji, trzeba
przeliczy¢ odchylenie standardowe o za pomoca wspotczynnika
korygujacego, tj.

()

o2

Przy rozkltadzie nieobcietym d = 1, za$ dla obcietego w kwar-
tylach:

__05 — -
oo ol

gdzie: ®(z) — znormalizowana dystrybuanta (CPDF) roz-
ktadu normalnego.
7 tabeli rozktadu normalnego wynika, ze:

d:

d= L
0,6745

= 1,4826 ~ 1,483 (7)

Zmiana skali przy przejéciu miedzy przedziatami o rozkladzie
nieobcietym 1 obcietym wynosi 1,483. Ocena odchylenia stan-
dardowego s* probki o duzej liczbie obserwacji n, wyznaczona
na podstawie znormalizowanego rozstepu miedzy kwartylami,
Wynosi:

s = 1,483 x MAD, (8)

Warto$é s* rézni sie od odchylenia standardowego probki s wg
przewodnika GUM [1], tj.:

s= |——3 (@, -7 (9)

n—1

Huber [9] wykazal, ze odchylenie s* stanowi nieobciazona
ocene odchylenia standardowego populacji o. Jest ono bardzo
stabilne nawet, jesli prébka zawiera do 50% odstajacych warto-
$ci obserwacji, czyli outlieréw. Aby uzyskaé stabilnosé oszaco-
wania parametréw probki przy wystepowaniu takich danych,
nalezy wyznaczy¢ mediang zestawu danych surowych. Wartosé
te przyjmuje si¢ za ocene poczatkowa z; $rodka grupowania
danych jako bardziej odporna na wartosci odstajace niz ich éred-
nia. Nastepnie oblicza sie wartoé¢ MAD z (4) i s, z (8) oraz po
wyborze postaci funkcji ¢, np. dla ¢ = 1,5 znajduje si¢ odleglo-
$ci od z; do granic przejécia ¢, =c- sf miedzy obszarami
stosowania metody najmniejszych kwadratéw MNK i najmniej-
szego modutu MNM.

Na podstawie warunkéw (3) otrzymuje si¢ zmodyfikowane
dane w:(l) o wartosci $redniej:

_x 1 *
z, = —inm (10)
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Po wstawieniu wartosci z; i T, wyznacza si¢ z (9) odchylenie
standardowe s,(z"). Obliczona warto$é s,(z") wykorzystuje sie
z kolei do obliczenia nowego stabilnego odchylenia standardo-
wego:

s, = 1,134 - 5,(z") (11)

Wspélezynnik 1,134 odpowiada wartosci ¢ = 1,5 dla rozktadu
normalnego. Wartosé s; wykorzystuje sie do obliczenia nowej
granicy ¢, i kontynuuje si¢ procedure w taki sam sposob, jak
omoéwiony powyzej. Na podstawie wartosci E]* i E;_l obliczo-
nych w biezacym j i poprzednim kroku iteracji j-1 okresla si¢
zbieznosé algorytmu. Procedure powtarza si¢, az zmiany f;
i S; miedzy kolejnymi krokami stana sie dopuszczalnie matle.

Zastosowanie metod odpornosciowych bedzie dalej w tekscie
zilustrowane przyktadami liczbowymi. Dotyczy¢ beda one wyko-
rzystania tych metod do walidacji lub weryfikacji pewnej proce-
dury pomiarowej przez poréwnanie wynikéw pomiaréw (wartosci
$rednich i niepewnosci) uzyskanych ta procedura w badaniach
parametréw jednorodnego obiektu w wielu akredytowanych
laboratoriach. Nalezy wigc oméwié istote takiego poréwnania.

4. Istota porownan
miedzylaboratoryjnych

W celu sprawdzenia lub walidacji [13] okreslonej procedury
pomiaréw dana metoda pomiarows prowadzi sie wspolny eks-
peryment, w ktérym uczestnicza wybrane laboratoria o odpo-
wiednim przygotowaniu merytorycznym. Rozklad wynikdw
badan laboratoryjnych wykonywanych poprawnie powinien
z zatozenia zbliza¢ sie¢ asymptotycznie do rozktadu normal-
nego. Zwykle tak nie jest i wlasnie takie poréwnanie ujawnia
wystepowanie wartosci odstajacych. Wstepnie przyjmuje sie,
ze pomiary wykonywane przez wszystkie uczestniczace w eks-
perymencie laboratoria maja zblizona powtarzalnos¢ wynikéw.
Jednak zdarza si¢ w praktyce, ze z powodéw obiektywnych
w niektorych z nich powtarzalnos$é jest gorsza niz w pozosta-
tych. Przy klasycznym podejsciu stosuje sie testy statystyczne
wydzielajace z danych wyniki odstajace [16, 29], a z pozosta-
tych danych wyznacza sie wariancje jako ocene odtwarzalnosci.
Bardzo czesto niektére z tych wynikéw sa bliskie wartosci gra-
nicznej oddzielajacej odchylenia quasi-odstajace i odstajace.
Przy matej liczbie powtérzen pomiaru nieuwzglednienie kilku
wynikéw istotnie obniza wiarygodno$é oszacowania wariancji.
Aby ten wplyw zlagodzié, stosuje sie metody odpornosciowe.

Poréwnania miedzylaboratoryjne (ang. interlaboratory com-
parisons) polegaja na okreslaniu poprawnosci badanej metody
[2-4] i jej powtarzalnodci, szacowanej wg $redniej dyspersji
wynikéw pomiaréow otrzymanych w laboratoriach. Dyspersja
ta jest obiektywna ocena rzeczywistych mozliwosci technicz-
nych i organizacyjnych danego laboratorium. Dotychczas przy
ocenie wskaznikéw precyzji procedury badan (jej powtarzal-
nosci i odtwarzalno$ci) usuwa si¢ odstajace wartosci wynikéw
obserwacji, np. za pomoca testu Grubbsa. Usuniecie danych
yhajgorszych” uzyskanych przez niektoére z laboratoriow ideali-
zuje jednak rzeczywiste warunki badan i zwigksza niepewnosé
wspoOlnego wyniku. Natomiast nieuwzglednienie odstajacych
danych zmniejsza wiarygodnos$é statystycznych ocen doklad-
noéci, tj. powtarzalnosci i odtwarzalnoéci metody pomiarowej
badanej w poréwnaniach miedzylaboratoryjnych. Jest to szcze-
gdblnie istotne przy kosztownych testach i probach niszczacych,
gdy liczba badanych obiektéw i danych uzyskanych w kazdej
z probek jest ograniczona. W przykladzie ponizej, dla serii
wynikéow z wartosciami odstajacymi uzyskanych przez rézne
laboratoria, wyznaczy si¢ i poréwnuje wartosci i niepewnosci
menzurandu obliczone w sposéb klasyczny z wszystkich danych

Zygmunt Lech Warsza, Evgeniy T. Volodarsky

i po odrzuceniu danych odstajacych, czyli outlieréw oraz dwoma
metodami odporno$ciowymi.

5. Przyktad obliczeniowy 1

W dziewigciu laboratoriach przeprowadzono wspélny ekspery-
ment polegajacy na pomiarach poréwnawczych pewnej metody
badawczej w celu oszacowania jej dokladnosci. Zatozono wstep-
nie, ze wiarygodnos$¢é pomiaréw wszystkich laboratoriéw jest
jednakowa. Z pomiaréw w laboratoriach otrzymano n = 9
wartosci $rednich z, podanych w postaci nastgpujacego upo-
rzadkowanego szeregu
781 793 8,13 814 838 840 844 852 931

Dwie wyréznione wartoéci 7, i z, istotnie odstaja od pozosta-
tych. W modelu tradycyjnym (kontaminacji) zaklada sig, ze
poprawne obserwacje pochodza tylko z rozkladu normalnego.
Konsekwencja jest zastosowanie testu, np. Grubbsa [16, 28], do
znalezienia wartosci odstajacych i ich odrzucenie. Z pozostalych
wyznacza sie wynik wspélny dla catego eksperymentu jako war-
toé¢ érednia x = 8,28 i standardowe odchylenie s = 0,213. Tak
obliczone s, tj. tylko na podstawie siedmiu wartoéci, bedzie
mniej wiarygodna oceng statystyczna niz uzyskana dla dziewie-
ciu danych (z [1] — E.4 wynika o[s(z)]/s(z) = 29% i 24%).

Jesli natomiast zalozy sie, ze wszystkie dziewie¢ obserwacji
pochodzi z pojedynczego rozkladu niegaussowskiego, to logiczna
konsekwencja jest zastosowanie algorytmu, ktéry przy oblicza-
niu wyniku nie usuwa zadnej z wartos$ci danych otrzymanych
w pomiarach. Stosuje si¢ to w dwu rozpatrywanych metodach
odpornoéciowych: o przeskalowanym odchyleniu medianowym
MAD, i iteracyjnej dwukryterialnej czyli Algorytm-A [2, 3].

Obliczenie metod3 przeskalowanego odchylenia

medianowego MADs

Sposéb postepowania w tej metodzie odpornosciowej jest bar-

dzo prosty:

— ze wszystkich n = 9 danych z, wyznacza si¢ mediang med jako
estymator wartosci wyniku pomiaru,

— nastepnie oblicza si¢ odchylenie medianowe MAD wg wzoru
(4),

— za standardowa niepewnos$é pomiaru s(z) uznaje si¢ przeska-
lowane odchylenie medianowe MAD :

s(z)= MAD, = k- MAD (12)

Wartos$é asymptotyczna k() = 1,483 (odpowiadajaca d =

1,483 dla populacji generalnej) jest stosunkiem s(z)/MAD dla

rozktadu normalnego, w granicy n - .

Tabela 1. Wartosci mnoznika k(n) dla préb losowych o liczebnosci n
wg [15]
Table 1. Values of coefficient k(n) for random samples of n elements [15]

n K(n) n K(n) n K(n)
2 1,773 10 1,626 50

1,507
3 2.206 11 1,602 100

1,494
4 2.019 12 1,596 1000

1,484
5 1,800 13 1,581 2000

1,483
6 1,764 14 1,577
7 1,686 15 1,566
8 1,671 20 1,544 o

1,483
9 1,633 25 1,530
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Zastosowanie metod odpornosciowych w analizie doktadno$ci pomiaréw miedzylaboratoryjnych (1)

Wedlug Zieby [15] taka odpornosciowa procedure propono-
wali Randa (2000), Burke (2001), Miiller (2001) i nieco inng
Cox (2002). W rozdziale 5 swojej ksiazki [15] Zieba, w §lad za
opublikowanym w Internecie preprintem Randy z 2005 r. [16],
podal modyfikacje tej metody. Zamiast wartosci asymptotycznej
() = 1,483, ktoéra dla prébek o skoriczonej liczbie elementéw n
zaniza oceny wyniku pomiaréw, nalezy stosowaé k(n) z tabeli 1.

Dla prébki o n danych spetiony jest warunek s(z) > s(z_).
Stad dla analizowanych dziewieciu danych otrzymuje sie:

med = 8,38; MAD = 0,24
s(z,) =k(9)XMAD = 1,633 -0,24 = 0,39

9

Wedtug obliczen ta metoda otrzymuje sie estymate wartosci
menzurandu: med = 8,38 i estymate jej odchylenia standardo-
wego s(z,) = 0,39.

Obliczenia ocen menzurandu metodg iteracyjng
Hubera

W tabeli 2 podano obliczenia odpornosciowego wyniku pomia-
réw dla tych samych danych wg metody Hubera, nazwanej
Algorytmem-A w aneksie C normy PN-ISO 5725-5 [2].

W kolumnie 0 tej tabeli zamieszczono w porzadku rosnacym
wyniki pomiaréw otrzymane w ¢ = 1, .., 9 laboratoriach jako
dane ,,, stanu poczatkowego iteracji. Natomiast kolumny 1-4
zawieraja dane dla kolejnych krokéw iteracji Algorytmu-A.

Dla wszystkich danych poczatkowych obliczana jest:
warto$¢ érednia:

1 9
Ty == Ty = 8,340

=1

i odchylenie standardowe probki:

1 &, - s
" :\/n—l 2 (@) =)’ = 0436

i=1
gdzie: z;o — dane z kolumny 0 w tabeli 2.
Jako poczatkowe (dla surowych danych z:(o)) oszacowanie poto-
zenia centrum grupowania populacji danych przyjmuje

sie mediane:

2, =med (3”:(0)) = 95;(0) = 8,380

tworzy si¢ szereg réznic |z:<0> —zg | przyjmujacych wartosci:
0,57 045 0,25 0,24 0 0,02 0,06 0,14 0,93

iz (8) wyznacza si¢ jej odchylenie standardowe

|

Otrzymuje sie sl* =1,483 - 0,24 = 0,356 i nastepnie:

5, = 1,483 med{|x;<0) —x,

@, =15-5,=1,5-0,356 =0,53

Wartos¢ ¢, okresla granice przejécia dla odchylenl z metody
0 najmniejszej sumie kwadratéw do metody najmniejszego
modutu:
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Tabela 2. Przyktad obliczen odpornosciowego wyniku pomiaréw metoda
Algorytm-A

Table 2. Example of calculation of the robust measurement result by
Algorithm-A

Nr iteracji j 0 1 2 3 4
?; 0,53 0,56 0,55 0,54
T =, 7,85 7,74 7,74 7,75
T+, 8,91 8,86 8,84 8,83
xf(j) 7,81 7,85 7,81 7,81 7,81
Za(j) 7,93
i 513
Ty(j) 8,14
z5(5) 8,38
Zg( ;) 8,40
Z7() 8,44
Tsj) 8,52
z3(5) 9,31 8,91 8,86 8,84 8,83
—k
z; 8,340 8,300 8,290 8,288 8,287
*
5 0,436 0,326 0,322 0,317 0,315
—k
Ty 8,380 8,300 8,290 8,288 8,287
*
541 0,356 0,370 0,365 0,359 0,357

Ty —¢, =8380-0,53 =785

zy + @, =8,380 40,53 =891

* *
Poniewaz ;) < (2, — ;) oraz z;(o) > (z, + @), to wartosci
* *
Ty()» Tg() Wykraczaja poza te progi i w kolumnie 1 zmienio-
* *
nym danym Ty)s Toqy przypisuje sie wartosci progdw:

Typ) = T.85; @) =891

’ * * * * . . .. .
za$ pozostale dane o) = Zyq), -y g = &) nie zmieniajy sie.
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Po podobnych jak poprzednio obliczeniach otrzymuje sie:
wartos¢ érednia:

13
T, =— ) x. =8300
i odchylenie standardowe:
s, = 0,326 .

Do ich obliczenia uzyto wartosci 5”;(1) pobrane z kolumny 1
tabeli 2. Centrum grupowania rozktadu bedzie teraz:

2, =71, =8,300

Nastepnie wyznacza sie nowa wartosc:

sy = 1,134\/ Z(%) ;)% = 0,370

gdzie: med{|x;‘<1) - | b= 0326

Gérna i dolna granice wyniosa teraz odpowiednio:
— @, =774 oraz =, + @, = 8,86,

gdzie: o= 1,55, =1,5-0,370 = 0,555.
W drugim kroku iteracji (j = 2) otrzymuje sie wartosci zmo-
dyfikowane:

Zy(2) :xi_‘/’Q =7,74

‘TQ(Z) =T tQPo= 8,86

Wprowadza sie zmienione dane x:(z)* i z; ) do kolumny 2
i wraz z niezmodyfikowanymi danymi Ty o) (i=2, ..., 8) stosuje
sie je w tym etapie iteracji. Wyniki obliczerl umieszcza si¢ w kolej-
nej kolumnie 3 dla kroku (3) i dalej realizuje si¢ ten sam algo-
rytm jak poprzednlo Wartosci $rednie juz dla krokéw (4) i (5),
tj. 7, = 8288 i zr = 8287, praktyczme nie r6znia sie. Odporne
oceny odchylenia standardowego s wartosci Sredniej pomlarow
w laboratoriach sa tez dla tych krokow zblizone, tj. s, = 0,317
is =0315.

Analiza wynikéw obliczen
Wyniki obliczen uzyskanych réznymi metodami zestawiono do
poréwnywania w tabeli 3.

Tabela 3. Poréwnanie wynikéw dla 2 metod klasycznych i 2 metod
odpornosciowych
Table 3. Comparison of results obtained by 2 classic and 2 robust methods

Metoda wszystkie | usuniete |odpornosciowalodpornosciowa
9 danych T i1, MAD, Algorytm-A
Estymator | _ _x
. Z, =8340 |m = 8,277| med = 8,38 T, = 8287
wartosci °
Odchylenie - - _ .
standardowe | % = 0,436|s=0,213 | s(z,) = 0,39 s; = 0,315

Tradycyjne podejécie polega na zidentyfikowaniu wartosci
odstajacych jako outlieréw, np. za pomoca kryterium Grubbsa
i wyeliminowaniu ich z dalszego przetwarzania. W tym przykla-
dzie usuwa sie wartosci krancowe zf((,) = 7,81, 2y, =931 i bierze
si¢ pod uwage tylko wyniki z pozostatych n =7 laboratoriéw.

Zygmunt Lech Warsza, Evgeniy T. Volodarsky

Woéwezas dla wspélnych badan otrzymuje si¢ oszacowanie Sred-
niej wartosci m = 8,277 i jej odchylenia standardowego
s=u, =0,213. Niepewno$¢ u, bedzie mniej wiarygodna o 16%,
gdyz wg dodatku E.4 do Przewodmka GUM [1] ocene wlasnego
wzglednego odchylenia standardowego niepewnosci s(u,) dla
probck z rozkladu normalnego wyznacza si¢ z Wyrazcma
1/ V2(n . Wige dla n="71i n=9 otrzymuje si¢ odpowiednio
0,29% 10, 24%

Wartosci centrym grupowania danych med i . 5 oraz ich nie-
pewnosci s(x,) i S5 , ktére wyznaczono obiema metodami odpor-
noéciowymi, sa bardzo zblizone, gdyz oceniano je z danych tego
samego badania. Dla probki o 9 danych doktadno$¢ oceny nie-
pewnosci u, wynosi 24%. Zbieznoé¢ wynikéw uzyskanych obiema
metodami odpornosciowymi mozna w praktyce traktowaé jako
zupelna, ale tylko dla danych tego przykladu. Estymator
55 = 0,315 > 5 dla metody Algorytm-A jest najblizszy dyspersji o
populacji mozliwych wynikéw badan.

W podejsciu klasycznym, po usunigciu dwu krancowych
wynikéw badar z, i z, otrzymano najmniejsza wartos¢ odchylenia
standardowego s. Odbiega ona jednak od rzeczywistosci,
gdyz wyniki pomiaru wyidealizowano przyjmujac zatozenie,
ze wykorzystuje si¢ tylko te dane eksperymentalne, ktore sa
blisko siebie i moga naleze¢ do populacji generalnej o rozkladzie
normalnym. Zmniejszyta sie tez wiarygodnos¢ takiego wyniku.
Dla wykazania, ze teza ta jest poprawna rozpatrzony zostal
jeszcze prostszy przyklad 2.

6. Przyktad obliczeniowy 2

Pobrano prébke danych z populacji o rozkladzie normalnym
o wartodci sredniej u = 75,238 i odchyleniu standardowym
o = 13,475. Prébka zawierala tylko cztery wartosci:

75,3 76,0 76,3 102,1

Wedtug kryterium Grubbsa, najwicksza wartosé: 102,1 zosta-
taby uznana jako odstajaca, chociaz u +20=102,2. Metoda
odchylenla medianowego MAD, otrzymuje si¢ estymator

(x4) =1,0095. Odbiega on znacznie od o = 13,475 dla popu-
lacji.

Natomiast stosujac Algorytm-A otrzymuje si¢ stabilng wartosé
3;8 = 14,882 estymatora odchylenia standardowego dopiero po
28 iteracjach. Nie stanowi to problemu przy stosowaniu wspot-
czesnej techniki obliczeniowej. Wartosé 558 = 14,882 jest duzo
blizsza o i bardziej wiarygodnie opisuje mozliwy rozrzut wartosci
populacji obserwacji pomiarowych niz s. Mimo ze dla probki
o n = 4 wzgledna niepewnosé¢ odchylenia 52*8 wynosi tylko 42%,
to metoda odpornosciowa Algorytm-A uzyskano istotnie lepszy
wynik niz metoda MAD.,.

7. Podsumowanie

Zastosowana w obu przykladach metoda przeskalowanego
odchylenia medianowego MAD_ jest bardzo prosta, ale nie daje
wystarczajaco poprawnych rezultatéw, gdy warto$c¢ odstajaca
znacznie odbiega od grupy pozostatych danych. Uwidacznia
sie to szczegdlnie dla malto licznych probek.

Metoda odpornosciowa Hubera, czyli Algorytm-A [2, 3] jest
iteracyjna i bardziej skomplikowana, ale tatwa do zautomatyzo-
wania. Dzigki wprowadzeniu dla duzych odchylen od estymatora
menzurandu granic obszaréow zewnetrznych o mniejszej czutosci,
wyznacza sie oceny statystyczne odporne na dane odstajace.

Analiza obu przyktadéw liczbowych wykazala wigksza przy-
datnos$¢ metody odpornosciowej Algorytm-A do wyznacza-
nia parametréw statystycznych malo licznych prébek danych.
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Przyjeto, ze probki te sa pobrane z populacji generalnej o roz-
ktadzie normalnym, ale zawieraja nieliczne wyniki odstajace
od pozostatych, czyli outliery. Metoda ta pozwolita lepiej niz
w sposéb klasyczny oraz metoda przeskalowanego odchylenia
medianowego MAD, oceni¢ warto$¢ i doktadnosé wyniku pro-
cedury pomiarowej, ktora kalibruje sie¢ za pomoca poréwnan
miedzylaboratoryjnych.

Wystepujace w przykltadzie obliczeniowym 1. réznice mie-
dzy ocenami niepewnosci wynikow pomiaréw przeprowadzonych
metoda badana eksperymentalnie w poszczegdlnych laborato-
riach i niepewnoécia wyniku calego miedzylaboratoryjnego
eksperymentu, mozna wykorzystaé jako podstawe analizy rze-
czywistego stanu organizacji procesu badan i sposobu prowa-
dzania dziatalno$ci w tych laboratoriach, w ktérych uzyskano
wyniki odstajace.

Metoda nadaje sie do stosowania we wszystkich przypadkach,
gdy w malych prébkach danych pomiarowych wystepuja odsta-
jace odchylenia ich wartosci, niezaleznie czy powstaly one wsku-
tek rozrzutu wartosci menzurandu w obiekcie badanym, czy przy
przetwarzaniu sygnatu w systemie pomiarowym.

W czesci 2 oméwiona zostanie metoda odpornoéciowa Algo-
rytm-A i przyklad jej zastosowania w wyznaczaniu niepewnosci
wynikow eksperymentu miedzylaboratoryjnego.
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Zygmunt Lech Warsza, Evgeniy T. Volodarsky

Application of Robust Methods in Evaluation the Accuracy

of Interlaboratory Measurements

Part 1. Bases of Robust Statistics. Huber Method, i.e. Algorithm-A

Abstract: This two-part paper discusses the use of robust statistics to assess the value and
uncertainty of measurand obtained from a sample of experimental data when some of these data
differ significantly from the others, i.e. are outliers. The statistical parameters of the measurement
result are determined by robust methods from all data, but influence of outliers is treated differently.
For small sample sizes results are more reliable than obtained by classical methods with exclusions

of outliers. This is illustrated by examples from the interlaboratory key comparisons. Part 1 discusses
the basic principles of the robust statistics and the iterative robust method given by Huber, which is
called Algorithm-A in ISO 5725-5. As illustration in the simulated numerical example, the uncertainty of
some measurement method was estimated based on measurements of homogeneous object in several
accredited laboratories. The mean uncertainty of this experiment is estimated by classic method for

all data and with exclusion of outliers and by two robust methods: rescaled median deviation and by
Algorithm-A. The result of last method is the most reliable.
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