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Metody rozwi¡zywania równa« ró»nicowych oparte na analogii
do równa« ró»niczkowych

Streszczenie. Artykuª prezentuje maªo znane metody rozwi¡zywania liniowych równa« ró»-
nicowych (rekurencyjnych), opisuj¡cych klas¦ dynamicznych ukªadów dyskretnych. Metody te nie
wykorzystuj¡ poj¦cia transformaty Z czy Laplace'a�Carsona. Oparte s¡ natomiast na pewnych
analogiach do dobrze znanych metod rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych, opisuj¡cych dyna-
miczne ukªady ci¡gªe. W artykule zaprezentowano m.in. metody przewidywania i uzmienniania
staªych, zastosowane do rozwi¡zywania równa« ró»nicowych.

Sªowa kluczowe: liniowe równania ró»nicowe, równania ró»nicowe i ró»niczkowe � analogie, metoda
przewidywa«, metoda uzmienniania staªych.

1.Metody rozwi¡zywania równa« ró»nicowych liniowych o staªych
wspóªczynnikach

Równanie postaci

xn+k + a1xn+k−1 + . . .+ akxn = f(n) (1)

jest ze wzgl¦du na xn równaniem ró»nicowym liniowym rz¦du k, o staªych, rzeczywistych wspóªczynnikach

ai, gdzie n jest dyskretn¡ zmienn¡ niezale»n¡. Jego rozwi¡zaniem jest funkcja xn = x(n). W uproszczeniu,

równanie (1) jest wi¦c rekurencyjn¡ de�nicj¡ pewnego ci¡gu, a rozwi¡zanie równania sprowadza si¦ do

znalezienia tzw. jawnego wyra»enia na n-ty wyraz ci¡gu.

Powszechnie stosowan¡ i wykªadan¡ na uczelniach [1, 3] metod¡ rozwi¡zywania takich równa« ró»ni-

cowych klasy (1) jest metoda polegaj¡c¡ na wykorzystaniu transformaty schodkowej Laplace'a�Carsona

z funkcji schodkowej lub transformaty Z, okre±lonych dla fn = f(n), gdzie n ∈ N. Pierwsza z nich jest zde-

�niowana jako LC [ cdf(x)] = Fcd(p) = (1− e−p)
∞∑
i=0

f(i)e−pi, a druga jako Z [f(x)] = F ∗(z) =
∞∑
i=0

f(i)z−i.

W prezentowanym opracowaniu pokazane zostan¡ metody rozwi¡zywania równa« ró»nicowych (cz¦-

±ciowo omawiane równie» w [2]) wzorowane na metodach rozwi¡zania równa« ró»niczkowych [4]. Metody

te pozwalaj¡ rozwi¡zywa¢ równania klasy (1) bez wykorzystania poj¦cia transformaty.
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2. Rozwi¡zywanie liniowych jednorodnych równa« ró»nicowych
o staªych wspóªczynnikach

Równanie postaci

xn+k + a1xn+k−1 + . . .+ akxn = 0 (2)

jest równaniem liniowym ró»nicowym jednorodnym rz¦du k, o staªych wspóªczynnikach, a n jest dyskretn¡

zmienn¡ niezale»n¡.

Rozwi¡zanie równania (2) jest postaci (tzw. przewidywana posta¢ rozwi¡zania)

xn = C1q
n
1 + . . .+ Ckq

n
k , (3)

gdzie Ci s¡ pewnymi staªymi, których warto±¢ mo»na wyznaczy¢ uwzgl¦dniaj¡c pewne uwarunkowania

brzegowe (np. okre±lone w postaci zadanych, pocz¡tkowych warto±ci x0, x1, . . . , xk−1), natomiast qni s¡

pojedynczymi pierwiastkami tzw. równania charakterystycznego. Ka»dy ze skªadników wyst¦puj¡cych

w wyra»eniu (3) okre±laj¡cym xn speªnia równanie (2) [2]. W celu wyznaczenia warto±ci ka»dego z qi
wprowad¹my symbol Q. Przyjmuj¡c xn = CQn w równaniu (2), otrzymujemy równanie charakterystyczne

dla równania ró»nicowego (2):

Qk + a1Q
k−1 + . . .+ ak = 0. (4)

Je»eli wielomian (4) ze wzgl¦du na Q ma k pierwiastków pojedynczych, to rozwi¡zanie równania ró»nico-

wego (2) jest postaci (3), gdzie warto±ci qi w (3) s¡ warto±ciami pierwiastków równania charakterystycz-

nego.

Funkcja (3) nazywana b¦dzie sum¡ ogóln¡ równania jednorodnego � SORJ, przez analogi¦ do na-

zewnictwa w dziedzinie równa« ró»niczkowych (CORJ � caªka ogólna równania jednorodnego). Je»eli

okre±lone zostan¡ warunki brzegowe okre±laj¡ce konkretne warto±ci Ci w (3), to wówczas takie rozwi¡za-

nie b¦dzie nazywane sum¡ szczególn¡ równania jednorodnego � SSRJ (przez analogi¦ do CSRJ � caªki

szczególnej równania jednorodnego).

Przykªad 1. Przedstawiona metoda, opieraj¡ca si¦ na wzorach (3) i (4), zostanie zastosowana do znale-

zienia rozwi¡zania nast¦puj¡cego równania ró»nicowego:

xn+2 = xn+1 + xn, (5)

przy x0 = 0, x1 = 1.

Równanie to opisuje ci¡g Fibonacciego.

Równanie charakterystyczne dla (5) jest postaci Q2 − Q − 1 = 0. Pierwiastki tego równania charak-

terystycznego wynosz¡ q1 = 1+
√
5

2 , q2 = 1−
√
5

2 . SORJ ma wi¦c posta¢

xn = C1

(
1 +
√

5

2

)n
+ C2

(
1−
√

5

2

)n
. (6)

Przyjmuj¡c warunki pocz¡tkowe x0 = 0, x1 = 1, mo»na z (6) znale¹¢ warto±ci staªych C1 = 1√
5
,

C2 = − 1√
5
. St¡d rozwi¡zanie równania (5) � SSRJ � to ci¡g o wyrazie ogólnym

xn =

(
1+
√
5

2

)n
−
(

1−
√
5

2

)n
√

5
.
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Przykªad 2. Rozwi¡»my równanie ró»nicowe

yn+2 + 4yn+1 + 5yn = 0 (7)

z warunkami pocz¡tkowymi y0 = 0, y1 = 1.

Równanie charakterystyczne dla (7) ma posta¢ Q2 + 4Q + 5 = 0. Pierwiastki tego równania charak-

terystycznego wynosz¡ q1 = −2− i, q2 = −2 + i. Rozwi¡zanie � SORJ � jest wi¦c postaci:

yn = C1(−2− i)n + C2(−2 + i)n. (8)

Po wyznaczeniu C1 i C2 na podstawie y0 = 0, y1 = 1, ko«cowe rozwi¡zanie � SSRJ � ma posta¢:

yn =
i

2
(−2− i)n − i

2
(−2 + i)n.

2.1. Posta¢ trygonometryczna rozwi¡zania

Je±li w rozwi¡zaniu (3) wyst¦puj¡ pierwiastki zespolone, wygodne jest zastosowanie trygonometrycznej

postaci SORJ, w której nie wyst¦puj¡ liczby zespolone.

Rozwa»my pewne równanie jednorodne:

axn+2 + bxn+1 + cxn = 0,

o równaniu charakterystycznym aQ2+bQ+c = 0, posiadaj¡ce dwa pierwiastki zespolone, tzn.Q ∈ {q1, q2},
gdzie q1 = A−Bi, q2 = A+Bi, A i B 6= 0 s¡ liczbami rzeczywistymi, natomiast i jest jednostk¡ urojon¡,

speªniaj¡c¡ równanie i2 = −1. Na podstawie (3) rozwi¡zanie mo»na zapisa¢ w postaci:

xn = C1(A−Bi)n + C2(A+Bi)n.

Oznaczmy |q| =
√
A2 +B2, tg(α) = B

A . Wówczas

xn = C1|q|ne−iαn + C2|q|neiαn = |q|n(C1 cos(αn)− iC1 sin(αn) + C2 cos(αn) + iC2 sin(αn)),

czyli

xn = |q|n((C1 + C2) cos(αn) + i(C2 − C1) sin(αn)). (9)

Staªe C1 i C2 s¡ dowolnymi i niezale»nymi staªymi, wi¦c ich suma i ró»nica (a tak»e ró»nica pomno»ona

przez staª¡, np. i) s¡ równie» niezale»ne. Pozwala to na uproszenie postaci (9) poprzez przyj¦cie nowych

staªych: Ĉ1 = C1 + C2, Ĉ2 = i(C2 − C1). Wstawiaj¡c Ĉ1 i Ĉ2 do (9), mo»na uzyska¢ trygonometryczn¡

posta¢ rozwi¡zania:

xn = |q|n(Ĉ1 cos(αn) + Ĉ2 sin(αn)). (10)

W przykªadzie 2, przyjmuj¡c tg(α) = 1
2 , posta¢ SORJ dla (8) w wersji trygonometrycznej jest nast¦puj¡ca:

xn = (
√

5)n(C1 cos(αn) + C2 sin(αn)).
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2.2. Przypadek pierwiastków wielokrotnych

Rozwi¡zanie równania jednorodnego (2) jest postaci (3) tylko wtedy, gdy pierwiastki równania charak-

terystycznego s¡ jednokrotne. �atwo sprawdzi¢, np. poprzez wstawienie do (2), »e je±li jaki± pierwiastek

qj jest k-krotny, to do rozwi¡zania (SORJ) wnosi on k skªadników:

Cjq
n
j + nCj+1q

n
j . . .+ nk−1Cj+k−1q

n
j ,

co po uproszczeniu przyjmuje posta¢

qnj (Cj + nCj+1 + . . .+ nk−1Cj+k−1).

W przypadku, gdy równanie charakterystycznego ma k-krotne parami sprz¦»one pierwiastki zespolone

qj = A−Bi i qj+1 = A+Bi, to do rozwi¡zania (SORJ) wnosz¡ one 2k skªadników:

Cj |qj |n cos(αn) + nCj+1|qj |n cos(αn) + . . .+ nk−1Cj+k−1|qj |n cos(αn)+

+Cj+k|qj |n sin(αn) + nCj+k+1|qj |n sin(αn) + . . .+ nk−1Cj+2k−1|qj |n sin(αn),

co mo»na zapisa¢ w prostszej postaci jako:

|qj |n(Cj cos(αn) + nCj+1 cos(αn) + . . .+ nk−1Cj+k−1 cos(αn)+

+Cj+k sin(αn) + nCj+k+1 sin(αn) + . . .+ nk−1Cj+2k−1 sin(αn)).

3. Rozwi¡zywanie równa« niejednorodnych metod¡ nieoznaczonych
wspóªczynników

Rozwi¡zaniem równania niejednorodnego (1), czyli sum¡ ogóln¡ równania niejednorodnego jest

SORN = SORJ + SSRN,

gdzie SORJ jest sum¡ ogóln¡ odpowiadaj¡cego równania jednorodnego (2), a SSRN jest dowoln¡ sum¡

szczególn¡ równania niejednorodnego (1). Podobnie dla równa« ró»niczkowych liniowych mamy

CORN = CORJ + CSRN,

czyli analogia dotyczy nie tylko nazw, ale i samej formuªy rozwi¡zania.

Je»eli funkcja f(n) z (1) nale»y do pewnej klasy (funkcja wykªadnicza, wielomianowa lub ich iloczyn),

mo»liwe jest ªatwe znalezienie SSRN o postaci zbli»onej do f , przy pomocy metody nieoznaczonych

wspóªczynników. Nazwa metody wprowadzona zostaªa przez analogi¦ do podobnej metody w dziedzinie

rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych [4].

Dla ilustracji tej metody znaleziona zostanie SORN dla nast¦puj¡cego równania rz¦du pierwszego:

xn+1 − qxn = dn. (11)

SORJ dla (11) wynosi x̂n = Cqn.
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W omawianej metodzie zakªada si¦, »e pewna SSRN dla równania (11) jest postaci x̌n = Adn (dla

q 6= d). Warto±¢ A nale»y wyznaczy¢. Podstawiaj¡c x̌n do (11) i przy zaªo»eniu, »e w ten sposób uzyskane

równanie Adn+1 − qAdn = dn ma by¢ speªnione dla ka»dego n, otrzymujemy A = 1
d−q .

St¡d szukana SORN wynosi

xn = x̂n + x̌n = Cqn +
dn

d− q
.

Opisywan¡ metod¦ mo»na uogólni¢ dla równa« dowolnego rz¦du, okre±lonych wzorem (1). Zaªó»my, »e

funkcja f w (1) jest postaci f(n) = dn
m∑
j=0

Bjn
j , czyli iloczynu pewnej funkcji wykªadniczej i pot¦gowej.

Przyjmijmy, »e równanie charakterystyczne dla (1) jest postaci

(Q− q1)s1 . . . (Q− qr)sr = 0.

W równaniu wyst¦puje r pierwiastków qi, przy czym si oznacza krotno±¢ i-tego pierwiastka. Suma wszyst-

kich krotno±ci równa jest rz¦dowi równania, tzn.
r∑
i=1

si = k.

Podstawiaj¡c do (1), mo»na sprawdzi¢, »e:

• je±li d nie jest pierwiastkiem równania charakterystycznego (tzn. d 6= qi dla ka»dego i), to SSRN

wynosi x̌ = dn
m∑
j=0

Ajn
j ,

• je±li d jest pierwiastkiem równania charakterystycznego o krotno±ci si (czyli istnieje takie i, »e

d = qi), to SSRN wynosi x̌ = nsidn
m∑
j=0

Ajn
j .

Znalezienie SSRN sprowadza si¦ do wyznaczenia wspóªczynników Aj (po podstawieniu x̌n do równa-

nia (1)), zakªadaj¡c speªnialno±¢ tego równania dla ka»dego n.

4. Rozwi¡zywanie równa« niejednorodnych metod¡ uzmienniania
staªych

W niniejszym opracowaniu zaproponowano metod¦ uzmienniania staªych do rozwi¡zywania niejed-

norodnych liniowych równa« ró»nicowych opisanych wzorem (1). Nazwa metody zostaªa wprowadzona

przez analogi¦ do odpowiedniej metody znanej z rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych. Metoda ta mo»e

by¢ zastosowana dla dowolnej postaci funkcji f(n). W szczególno±ci mo»na j¡ zastosowa¢ wtedy, gdy f(n)

nie b¦dzie nale»e¢ do klasy funkcji wymaganych w metodzie nieoznaczonych wspóªczynników.

4.1. Przypadek równa« pierwszego rz¦du

Metoda zostanie zilustrowana na przykªadzie dowolnego liniowego równania ró»nicowego niejednorod-

nego pierwszego rz¦du (znalezienie SORN):

xn+1 − qxn = f(n). (12)

Rozwi¡zanie odpowiadaj¡cego (12) równania jednorodnego � SORJ � jest nast¦puj¡ce: xn = Cqn.

Metoda uzmienniania staªej polega na przyj¦ciu zaªo»enia o zale»no±ci C od n:

xn = Cnq
n (13)
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i znalezieniu postaci tej zale»no±ci. Posta¢ xn = Cnq
n jest szukan¡ SORN.

Wprowad¹my de�nicj¦ operacji przyrostu ∆ tak¡, »e dla dowolnego yn obowi¡zuje

∆yn = yn+1 − yn.

Je±li xn = Cnq
n, to xn+1 = Cn+1q

n+1 = (Cn+1 − Cn)qn+1 + Cnq
n+1, czyli

xn+1 = ∆Cnq
n+1 + Cnq

n+1. (14)

Po wstawieniu (13) i (14) do równania (12) otrzymujemy ∆Cnq
n+1 = f(n). St¡d

Cn+1 = Cn +
f(n)

qn+1
, czyli Cn+1 = Cn−1 +

f(n− 1)

qn
.

Ostatecznie

Cn = C +

n−1∑
i=0

f(i)

qi+1
,

gdzie C jest pewn¡ staª¡, któr¡ mo»na wyznaczy¢ z warunków brzegowych, np. zadaj¡c warto±¢ x0 i tym

samym znajduj¡c rozwi¡zanie szczególne dla (12).

Szukana SORN dla równania wynosi

xn =

(
C +

n−1∑
i=0

f(i)

qi+1

)
qn.

Znalezienie SORN wymaga znalezienia wyra»enia okre±laj¡cego szereg C +
n−1∑
i=0

f(i)
qi+1 , co w ogólnym

wypadku mo»e stanowi¢ trudno±¢. Trudno±¢ ta jest podobnej natury co w metodzie uzmienniania staªej

dla równa« ró»niczkowych, gdzie dla znalezienia wyra»enia okre±laj¡cego C(t) (gdzie t jest ci¡gª¡ zmienn¡

niezale»n¡) nale»y wyznaczy¢ pewn¡ caªk¦ nieoznaczon¡.

Przykªad 3. Zastosujmy metod¦ uzmienniania staªych do wyznaczenia SORN a równania

xn+1 − 2xn = n.

Równanie charakterystyczne to q− 2 = 0. Zatem SORJ wynosi xn = Cqn = C2n. St¡d SORN wynosi

xn = Cn2n, gdzie Cn = C +

n−1∑
i=0

i

2i+1
.

Znalezienie sumy szeregu mo»e przebiega¢ nast¦puj¡co:

n−1∑
i=0

i

2i+1
=

1

4

n−1∑
i=0

i

(
1

2

)i−1
=

1

4

n−1∑
i=0

ixi−1

∣∣∣∣∣
x= 1

2

=
1

4

d

dx

(
n−1∑
i=0

xi

)∣∣∣∣∣
x= 1

2

=
1

4

d

dx

(
1− xn

1− x

)∣∣∣∣
x= 1

2

= 1− n+ 1

2n
.

St¡d

xn = 2n(C + 1)− (n+ 1).
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Je±li oznaczymy C + 1 = C ′, to rozwi¡zaniem � SORN � jest ci¡g o wyrazie ogólnym

xn = 2nC ′ − (n+ 1).

4.2. Przypadek równa« wy»szego rz¦du

Metoda uzmienniania staªych mo»e by¢ wykorzystana do rozwi¡zywania równa« ró»nicowych wy»-

szych rz¦dów. Dla ilustracji takiego zastosowania, metoda ta u»yta zostanie do znalezienia SORN dla

równania ró»nicowego rz¦du drugiego o nast¦puj¡cej postaci:

xn+2 + bxn+1 + cxn = f(n). (15)

Dla uproszczenia przykªadu wykorzystania metody przyj¦to zaªo»enie o wyst¦powaniu pierwiastków po-

jedynczych q1, q2 równania charakterystycznego dla (15). St¡d SORJ wynosi xn = C1q
n
1 +C2q

n
2 , a SORN

wynosi

xn = C1,nq
n
1 + C2,nq

n
2 , (16)

zakªadaj¡c uzmiennienie C1,n, C2,n.

Wyznaczmy wyra»enie okre±laj¡ce xn+1:

xn+1 =C1,n+1q
n+1
1 + C2,n+1q

n+1
2 = (C1,n+1−C1,n)qn+1

1 + (C2,n+1−C2,n)qn+1
2 + C1,nq

n+1
1 + C2,nq

n+1
2 ,

xn+1 =∆C1,nq
n+1
1 + ∆C2,nq

n+1
2 + C1,nq

n+1
1 + C2,nq

n+1
2 .

Przyjmuj¡c

∆C1,nq
n+1
1 + ∆C2,nq

n+1
2 = 0, (17)

otrzymujemy

xn+1 = C1,nq
n+1
1 + C2,nq

n+1
2 . (18)

Wyznaczmy wyra»enie okre±laj¡ce xn+2:

xn+2 = C1,n+2q
n+2
1 + C2,n+2q

n+2
2 = (C1,n+2 − C1,n)qn+2

1 + (C2,n+2 − C2,n)qn+2
2 + C1,nq

n+2
1 + C2,nq

n+2
2 ,

xn+2 = (C1,n+2−C1,n+1 + C1,n+1−C1,n)qn+2
1 + (C2,n+2−C2,n+1 + C2,n+1−C2,n)qn+2

2 + C1,nq
n+2
1 + C2,nq

n+2
2 ,

xn+2 = (∆C1,n+1 + ∆C1,n)qn+2
1 + (∆C2,n+1 + ∆C2,n)qn+2

2 + C1,nq
n+2
1 + C2,nq

n+2
2 ,

xn+2 = (∆C1,n+1q
n+2
1 + ∆C1,nq

n+2
1 ) + (∆C2,n+1q

n+2
2 + ∆C2,nq

n+2
2 ) + C1,nq

n+2
1 + C2,nq

n+2
2 .

(19)

Z warunku (17), poprzez indukcj¦ matematyczn¡ (podstawiaj¡c n+ 1→ n), otrzymujemy

∆C1,n+1q
n+2
1 + ∆C2,n+1q

n+2
2 = 0. (20)

Wykorzystuj¡c (19) i (20), uzyskujemy

xn+2 = (∆C1,nq
n+2
1 + ∆C2,nq

n+2
2 ) + (C1,nq

n+2
1 + C2,nq

n+2
2 ). (21)

Wstawiaj¡c (18) i (21) do równania (15), uzyskujemy

∆C1,nq
n+2
1 + ∆C2,nq

n+2
2 = f(n). (22)
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Uwzgl¦dniaj¡c warunki (17) i (22), otrzymujemy ukªad równa«:[
qn+2
1 qn+2

2

qn+1
1 qn+1

2

][
∆C1,n

∆C2,n

]
=

[
f(n)

0

]
. (23)

St¡d ∆C1,n = f(n)

qn+1
1 (q1−q2)

i ∆C2,n = f(n)

qn+1
2 (q2−q1)

.

Ostateczna posta¢ uzmiennionych staªych w szukanej SORN w (16) jest nast¦puj¡ca:

C1,n = C1 +

n−1∑
i=0

f(i)

qi+1
1 (q1 − q2)

i C2,n = C2 +

n−1∑
i=0

f(i)

qi+1
2 (q2 − q1)

.

Dla równania rz¦du k analogiczny do (23) ukªad równa« ma posta¢:
qn+k1 . . . qn+kk
...

. . .
...

qn+2
1 . . . qn+2

k

qn+1
1 . . . qn+1

k




∆C1,n

∆C2,n

...

∆Ck,n

 =


f(n)
...

0

0

 . (24)

Rozwi¡zanie (24) pozwala na znalezienie szukanych przyrostów uzmiennionych staªych, a przez to pro-

wadzi ostatecznie do wyznaczenie SORN równania dowolnie wysokiego rz¦du k.

5. Podsumowanie

Prezentowane w opracowaniu maªo znane metody pozwalaj¡ efektywnie rozwi¡zywa¢ pewne ró»nicowe

równania liniowe niejednorodne o staªych wspóªczynnikach. Nie wykorzystuj¡ one poj¦cia transformaty

(przez co s¡ pod tym wzgl¦dem prostsze � nie wymagaj¡ dodatkowego aparatu matematycznego). Przed-

stawione metody przewidywa« (nieoznaczonych wspóªczynników) i uzmienniania staªych zostaªy cz¦±cio-

wo omówione w pozycji [2] i s¡ pewnymi analogami do swoich odpowiedników w zakresie rozwi¡zywania

równa« ró»niczkowych.

Autor tego opracowania wyra»a nadziej¦, »e przedstawione metody w pewnym zakresie (w cz¦±ci

dotycz¡cej metody uzmienniania staªych) stanowi¡ wkªad do metod rozwi¡zywania równa« ró»nicowych

i mog¡ uªatwi¢ proces ich rozwi¡zywania.
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