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Metody rozwigzywania réwnan réznicowych oparte na analogii
do réwnan rézniczkowych

Streszczenie. Artykul prezentuje mato znane metody rozwigzywania liniowych rownan roz-
nicowych (rekurencyjnych), opisujacych klase dynamicznych ukladow dyskretnych. Metody te nie
wykorzystuja pojecia transformaty Z czy Laplace’a—Carsona. Oparte sg natomiast na pewnych
analogiach do dobrze znanych metod rozwiazywania réwnan rézniczkowych, opisujacych dyna-
miczne uklady ciaglte. W artykule zaprezentowano m.in. metody przewidywania i uzmienniania
statych, zastosowane do rozwigzywania réwnan réznicowych.

Stowa kluczowe: liniowe réwnania réznicowe, réwnania réznicowe i rozniczkowe — analogie, metoda
przewidywan, metoda uzmienniania staltych.

1. Metody rozwigzywania réwnan réznicowych liniowych o statych
wspolczynnikach

Rownanie postaci
Tpik + @1 Tptk—1 + ...+ apzy = f(n) (1)

jest ze wzgledu na z,, réwnaniem réznicowym liniowym rzedu k, o statych, rzeczywistych wspoétczynnikach
a;, gdzie n jest dyskretna zmienna niezalezna. Jego rozwigzaniem jest funkcja x,, = x(n). W uproszczeniu,
rownanie (1) jest wiec rekurencyjna definicja pewnego ciggu, a rozwigzanie rownania sprowadza sie do
znalezienia tzw. jawnego wyrazenia na n-ty wyraz ciagu.

Powszechnie stosowana i wyktadana na uczelniach [1,3] metoda rozwiazywania takich réwnar rozni-
cowych klasy (1) jest metoda polegajaca na wykorzystaniu transformaty schodkowej Laplace’a—Carsona
7 funkcji schodkowej lub transformaty Z, okreslonych dla f,, = f(n), gdzie n € N. Pierwsza 7 nich jest zde-

finiowana jako L¢ [ [ f(x)] = Fy(p) = (1 —e™P) 3 f(i)e ", a druga jako Z [f(z)] = F*(z) = Y f(i)z~".
i=0 i=0
W prezentowanym opracowaniu pokazane zostana metody rozwigzywania réwnan réznicowych (cze-

$ciowo omawiane rowniez w [2]) wzorowane na metodach rozwiazania rownan rézniczkowych [4]. Metody
te pozwalaja rozwiazywaé rownania klasy (1) bez wykorzystania pojecia transformaty.
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2. Rozwiagzywanie liniowych jednorodnych réwnan réznicowych
o stalych wspétczynnikach

Roéwnanie postaci
Tnik T @1Tpyk—1+ ... +agz, =0 (2)

jest rownaniem liniowym réznicowym jednorodnym rzedu k, o stalych wspotczynnikach, a n jest dyskretng
zmienng niezalezna.
Rozwiazanie rownania (2) jest postaci (tzw. przewidywana postaé rozwigzania)

Ty =Ciq7 + ...+ Crqy, (3)

gdzie C; s pewnymi stalymi, ktorych warto$¢ mozna wyznaczy¢ uwzgledniajac pewne uwarunkowania
brzegowe (np. okreslone w postaci zadanych, poczatkowych wartosci xg, z1, ..., 2x—1), hatomiast ¢} sa
pojedynczymi pierwiastkami tzw. rownania charakterystycznego. Kazdy ze sktadnikéw wystepujacych
w wyrazeniu (3) okreslajacym =z, speinia rownanie (2) [2]. W celu wyznaczenia wartosci kazdego z ¢;
wprowadzmy symbol Q. Przyjmujac z,, = CQ™ w réwnaniu (2), otrzymujemy rownanie charakterystyczne
dla rownania roznicowego (2):

QF + a1 QF '+ ... +a,=0. (4)

Jezeli wielomian (4) ze wzgledu na @ ma k pierwiastkow pojedynczych, to rozwiazanie réwnania réznico-
wego (2) jest postaci (3), gdzie wartosci ¢; w (3) sa warto$ciami pierwiastkow rownania charakterystycz-
nego.

Funkcja (3) nazywana bedzie suma ogolng rownania jednorodnego — SORJ, przez analogie do na-
zewnictwa w dziedzinie rownan rozniczkowych (CORJ — calka ogdlna réwnania jednorodnego). Jezeli
okreslone zostana warunki brzegowe okreslajace konkretne wartosci C; w (3), to wowczas takie rozwiaza-
nie bedzie nazywane suma szczegolng rownania jednorodnego — SSRJ (przez analogie do CSRJ — catki
szczegOlnej rownania jednorodnego).

Przyklad 1. Przedstawiona metoda, opierajaca sie na wzorach (3) i (4), zostanie zastosowana do znale-
zienia rozwigzania nastepujacego rownania réznicowego:

Tp42 = Tp41 + Tp, (5)
przy o = 0,21 = 1.
Roéwnanie to opisuje ciag Fibonacciego.
Roéwnanie charakterystyczne dla (5) jest postaci @? — @ — 1 = 0. Pierwiastki tego rownania charak-

terystycznego wynosza g, = 1+2‘/5, G = % SORJ ma wiec postaé

xn:Cl<1+\/5> +02<1_\/5> . (6)

2 2
Przyjmujac warunki poczatkowe xg = 0,21 = 1, mozna z (6) znalezé wartosci stalych Cy = %,
Cy = —%. Stad rozwiazanie rownania (5) — SSRJ — to ciag o wyrazie ogdlnym

(28)' - (=)
)

Tpn =
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Przyklad 2. Rozwiazmy réwnanie réznicowe

Yn+2 + 4yn+1 + 5yn =0 (7)

z warunkami poczatkowymi yo =0, y1 = 1.
Rownanie charakterystyczne dla (7) ma posta¢ Q? +4Q + 5 = 0. Pierwiastki tego réwnania charak-
terystycznego wynosza g1 = —2 — i, g2 = —2 + i. Rozwiazanie — SORJ — jest wiec postaci:

Yn = C1(=2 =) + Co(—2 + i)™ (8)
Po wyznaczeniu C i Cs na podstawie yo = 0,y; = 1, koricowe rozwigzanie — SSRJ — ma postaé:

b = 5(-2—1)" = (-2 +i)"

2.1. Postaé trygonometryczna rozwigzania

Jesli w rozwigzaniu (3) wystepuja pierwiastki zespolone, wygodne jest zastosowanie trygonometrycznej
postaci SORJ, w ktorej nie wystepuja liczby zespolone.
Rozwazmy pewne réwnanie jednorodne:

axpyo +bxryy + cxy, =0,

o réwnaniu charakterystycznym aQ?+bQ-+c = 0, posiadajace dwa pierwiastki zespolone, tzn. Q € {q1, ¢},
gdzie g = A— Bi, qgo = A+ Bi, Ai B # 0 sa liczbami rzeczywistymi, natomiast ¢ jest jednostka urojona,
speliajaca réwnanie i2 = —1. Na podstawie (3) rozwigzanie mozna zapisa¢ w postaci:

Ty = Ol(A — Bl)n + 02(14 + BZ)n
Oznaczmy |q| = VA% + B2, tg(a) = &. Wowczas
z, = C1]q|"e™ " 4 Cy|q|"e™™ = |q|"(Cy cos(an) — iC sin(an) + Cy cos(an) + iCy sin(an)),

czyli
xn = |q|"((Cy + C3) cos(an) + i(Cy — C1) sin(an)). (9)

State Cy i Co sa dowolnymi i niezaleznymi stalymi, wiec ich suma i réznica (a takze réznica pomnozona
przez stala, np. i) sa rowniez niezalezne. Pozwala to na uproszenie postaci (9) poprzez przyjecie nowych
statych: Cy =0+ Cy, Co = i(Cy — C1). Wstawiajac C1iCy do (9), mozna uzyskaé¢ trygonometryczna
posta¢ rozwigzania:

&n = |q|"(Cy cos(an) + Cy sin(an)). (10)

W przykladzie 2, przyjmujac tg(a) = %, posta¢ SORJ dla (8) w wersji trygonometrycznej jest nastepujaca:

x, = (V/5)"(C} cos(an) + Cy sin(an)).
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2.2. Przypadek pierwiastkéw wielokrotnych

Rozwigzanie rownania jednorodnego (2) jest postaci (3) tylko wtedy, gdy pierwiastki réwnania charak-
terystycznego sa jednokrotne. Latwo sprawdzi¢, np. poprzez wstawienie do (2), ze jesli jaki§ pierwiastek
g; jest k-krotny, to do rozwiazania (SORJ) wnosi on k sktadnikow:

Cja) +nCiaq} ... +n" ' Cipporqf,
cO po uproszczeniu przyjmuje postaé
4} (Cj +nCjipr + ...+ nF1Ch ).

W przypadku, gdy rownanie charakterystycznego ma k-krotne parami sprzezone pierwiastki zespolone
gj = A— Biigj1 = A+ Bi, to do rozwigzania (SORJ) wnoszg one 2k sktadnikow:

Cjla;|™ cos(an) +nCji1lg;|" cos(an) + ... +n*"1Cjp—1]g;|"™ cos(an)+
+Cj1klgi|" sin(an) + nCjikt1lg;|™ sin(an) + ... + nF~1C;1a—1]g;|" sin(an),

co mozna zapisa¢ w prostszej postaci jako:

lg;|"(C; cos(an) + nCjiq cos(an) + ...+ n*~1C; k1 cos(an)+
+Cx sin(an) + nCjypi1 sin(an) + ...+ nF~1C; o1 sin(an)).

3. Rozwiazywanie ro6wnan niejednorodnych metoda nieoznaczonych
wspo6tczynnikéw
Rozwigzaniem réwnania niejednorodnego (1), czyli sumg ogblng réwnania niejednorodnego jest
SORN = SORJ + SSRN,

gdzie SORJ jest suma ogolng odpowiadajacego réwnania jednorodnego (2), a SSRN jest dowolna suma
szczegOlng rownania niejednorodnego (1). Podobnie dla rownan rozniczkowych liniowych mamy

CORN = CORJ + CSRN,

czyli analogia dotyczy nie tylko nazw, ale i samej formuty rozwigzania.

Jezeli funkcja f(n) z (1) nalezy do pewnej klasy (funkcja wykltadnicza, wielomianowa lub ich iloczyn),
mozliwe jest latwe znalezienie SSRN o postaci zblizonej do f, przy pomocy metody nieoznaczonych
wspolczynnikéw. Nazwa metody wprowadzona zostala przez analogie do podobnej metody w dziedzinie
rozwigzywania rownan rézniczkowych [4].

Dla ilustracji tej metody znaleziona zostanie SORN dla nastepujacego réwnania rzedu pierwszego:

Tpt1l — T, = d". (11)

SORJ dla (11) wynosi &, = Cq¢™.



Metody rozwiazywania réwnan roéznicowych oparte na analogii do réwnan rézniczkowych 167

W omawianej metodzie zaklada sie, ze pewna SSRN dla réwnania (11) jest postaci &, = Ad™ (dla

q # d). Warto$¢ A nalezy wyznaczy¢. Podstawiajac &, do (11) i przy zalozeniu, ze w ten sposob uzyskane
rownanie Ad" ™ —gAd" = d" ma by¢ spetnione dla kazdego n, otrzymujemy A = .
Stad szukana SORN wynosi
dn

Tp =Tp + &, =C¢" + .
d—q

Opisywana metode mozna uog6lni¢ dla réwnar dowolnego rzedu, okreslonych wzorem (1). Zalozmy, ze
funkcja f w (1) jest postaci f(n) =d™ Y. Bjn/, czyli iloczynu pewnej funkcji wykladniczej i potegowej.
j=0

Przyjmijmy, ze rownanie charakterystyczne dla (1) jest postaci

Q—q1)...(Q —¢q)* =0.

W réwnaniu wystepuje r pierwiastkow g;, przy czym s; oznacza krotnosé i-tego pierwiastka. Suma wszyst-
T

kich krotnosci rowna jest rzedowi réwnania, tzn. > s; = k.
i=1
Podstawiajac do (1), mozna sprawdzi¢, ze:

e jesli d nie jest pierwiastkiem réownania charakterystycznego (tzn. d # ¢; dla kazdego i), to SSRN
m .
wynosi & =d™ ) A;jnt,
3=0

e jesli d jest pierwiastkiem rownania charakterystycznego o krotnosci s; (czyli istnieje takie 4, ze

d = g;), to SSRN wynosi & = n®d™ > Ajni.
i=0

j:
Znalezienie SSRN sprowadza si¢ do wyznaczenia wspoétczynnikow A; (po podstawieniu &, do réwna-
nia (1)), zakladajac spelnialnosé¢ tego rownania dla kazdego n.

4. Rozwiagzywanie réwnan niejednorodnych metoda uzmienniania
statych

W niniejszym opracowaniu zaproponowano metode uzmienniania stalych do rozwigzywania niejed-
norodnych liniowych rownan réznicowych opisanych wzorem (1). Nazwa metody zostala wprowadzona
przez analogie do odpowiedniej metody znanej z rozwigzywania réwnan rézniczkowych. Metoda ta moze
by¢ zastosowana dla dowolnej postaci funkcji f(n). W szczegdlnosci mozna ja zastosowac wtedy, gdy f(n)
nie bedzie nalezeé¢ do klasy funkcji wymaganych w metodzie nieoznaczonych wspoétczynnikow.

4.1. Przypadek réwnan pierwszego rzedu

Metoda zostanie zilustrowana na przyktadzie dowolnego liniowego réwnania réznicowego niejednorod-
nego pierwszego rzedu (znalezienie SORN):

Tpt1 — 4T, = f(n). (12)

Rozwiazanie odpowiadajacego (12) réwnania jednorodnego — SORJ — jest nastepujace: x,, = Cq".

Metoda uzmienniania stalej polega na przyjeciu zalozenia o zaleznosci C' od n:

Tn = Crhq"” (13)
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i znalezieniu postaci tej zaleznosci. Postaé z,, = C),q™ jest szukang SORN.

Wprowadzmy definicje operacji przyrostu A taka, ze dla dowolnego y,, obowigzuje
AYn = Ynt1 = Yn-
Jesli m, = Cpq™, t0 Tpy1 = Cry1q™ T = (Cry1 — Cn)@" M + Crg™ ™, czyli
Tpy1 = ACq" T + Crg™ . (14)
Po wstawieniu (13) i (14) do réwnania (12) otrzymujemy AC,q¢" ™! = f(n). Stad

f(n)

qn+1’

fn—1)

C’n,Jrl = Cn + CZyli Cn+1 = Cn71 —|— 7,”

Ostatecznie

n—1 .
f(@)
Cn=0C+ Z it17
i=0
gdzie C jest pewng stala, ktéra mozna wyznaczy¢ z warunkoéw brzegowych, np. zadajac wartosé xg i tym
samym znajdujac rozwiazanie szczegolne dla (12).

Szukana SORN dla réwnania wynosi

n—1 .
T = <C+ Z (‘;EQ) q".
i=0

n—1 3
Znalezienie SORN wymaga znalezienia wyrazenia okreslajacego szereg C + > ;,L-(ﬁ, co w og6lnym
i=0

wypadku moze stanowié¢ trudnoéé. Trudnosé ta jest podobnej natury co w metodzie uzmienniania stalej
dla réwnan rozniczkowych, gdzie dla znalezienia wyrazenia okreslajacego C(t) (gdzie ¢ jest ciagla zmienna
niezalezna) nalezy wyznaczy¢ pewna catke nieoznaczona.

Przyklad 3. Zastosujmy metode uzmienniania statych do wyznaczenia SORN a réwnania
T+l — 225 = N.
Roéwnanie charakterystyczne to ¢ — 2 = 0. Zatem SORJ wynosi x,, = Cq"™ = C2". Stad SORN wynosi

)
2i+1"

n—1
Ty, = CR2", gdzie C,, = C + Z
i=0

Znalezienie sumy szeregu moze przebiegaé nastepujaco:

n—1 . 1 nfl. 1 i—1 1 nfl. . 1d n—1 .
2213-1:427’(2> :12”1 1=4W<Zw>

] —1 =0
=3

=0 =0

Stad
T, =2"(C+1)—(n+1).
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Jesli oznaczymy C + 1 = C’, to rozwigzaniem — SORN — jest ciag o wyrazie ogolnym

z, =2"C" — (n+1).

4.2. Przypadek réwnan wyzszego rzedu

Metoda uzmienniania statych moze byé¢ wykorzystana do rozwiazywania réwnai réznicowych wyz-
szych rzedéw. Dla ilustracji takiego zastosowania, metoda ta uzyta zostanie do znalezienia SORN dla
réwnania réznicowego rzedu drugiego o nastepujacej postaci:

ZTpy2 + b0Tpy1 + ctn = f(n). (15)

Dla uproszczenia przykladu wykorzystania metody przyjeto zatozenie o wystepowaniu pierwiastkéw po-
jedynczych ¢1, g2 rownania charakterystycznego dla (15). Stad SORJ wynosi z,, = C1¢7 + Ca¢¥, a SORN
wynosi

Tn = C10q) + C2,na3, (16)

zakladajac uzmiennienie C1 ,,, Cs .
Wyznaczmy wyrazenie okreslajace x,1:

Tn+1 :Cl,n+1q1L+1 + 02,n+1q;+1 = (C1 41 _Cl,n)(ﬁH—l + (Co s _CQ,n)q;H_l + C'l,ni]IH_1 + Oz,nq§+1,
Tn+1 :Acl,nq;ﬂrl + AC2,nqg+l + Cl,nQ?H + C2,nqg+1-

Przyjmujac
ACl,nQ?Jrl + ACQ,nq;+1 = O? (17)

otrzymujemy
Tn+1 = Cl,nQIL—H + C2,nqg+1- (18)

Wyznaczmy wyrazenie okrelajace x,,4o:

Trnt2 = Clint2q? 2 4 Cong2qs ™ = (Cing2 — Crn)a? ™ + (Congz — Con)@y ™ + C1ng? ™ + Congy 2,

Znt2 = (C1,n+2—C1ng1 + Crnt1 _Cl,n)q;H—Q + (Con42—C2 g1 + Cont1 —Cz,n)q;L+2 + Cl,nq?+2 + C2,nqg+2,
Tni2 = (AC1Ln+1 + AC1LR) G + (AC2m41 + AC2,,)q5 ™ + C1ng? ™ + Cangy 2,

Tnto = (AC1Ln1167 2 + AC G ) + (ACo 16512 + AC2ng5 ™) + Crngy P2 + Congy ™2

19
Z warunku (17), poprzez indukcje matematyczna (podstawiajac n + 1 — n), otrzymujemy "
ACt n1q) T + ACo 10572 = 0. (20)

Wykorzystujac (19) i (20), uzyskujemy
Tniz = (ACL g2 + ACo s ™) + (Crngi ™ + Congy ™). (21)

Wstawiajac (18) i (21) do réwnania (15), uzyskujemy

AC1 a7 + AC2ng5 ™ = [f(n). (22)
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Uwzgledniajac warunki (17) i (22), otrzymujemy uktad rownan:

@t gnt? ACi, | | f(n)
n+1 n+1 o . (23)
a1 a2 ACon 0
O - _fn
Stad ACy, = @ q1—q2) 1Ay, = a3t (g2—aq1)”

Ostateczna posta¢ uzmiennionych statych w szukanej SORN w (16) jest nastepujaca:

n—1 . n—1 .

O £)
Crn=Ci+Y s iCopn=Cat Y .
' i g —g) " T i (g — )

R AC) ., f(n)
AC; , :

qf” . q,?*z : 0

o q,’;“ ACkn 0

Rozwiazanie (24) pozwala na znalezienie szukanych przyrostow uzmiennionych statych, a przez to pro-
wadzi ostatecznie do wyznaczenie SORN réwnania dowolnie wysokiego rzedu k.

5. Podsumowanie

Prezentowane w opracowaniu malo znane metody pozwalaja efektywnie rozwigzywacé pewne roéznicowe
réwnania liniowe niejednorodne o stalych wspétczynnikach. Nie wykorzystuja one pojecia transformaty
(przez co sa pod tym wzgledem prostsze — nie wymagaja dodatkowego aparatu matematycznego). Przed-
stawione metody przewidywan (nieoznaczonych wspoétczynnikéw) i uzmienniania statych zostaly czescio-
wo omoéwione w pozycji [2] i sa pewnymi analogami do swoich odpowiednikéw w zakresie rozwigzywania
rownan rézniczkowych.

Autor tego opracowania wyraza nadzieje, ze przedstawione metody w pewnym zakresie (w czesci
dotyczacej metody uzmienniania stalych) stanowia wktad do metod rozwiazywania réwnan réznicowych
i moga utatwi¢ proces ich rozwigzywania.
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