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1. Wprowadzenie

Globalizacja od wielu lat wymusza dynamiczny rozwój światowej 
gospodarki. Umożliwia to zarówno zakup surowców i materiałów, 
jak i możliwość sprzedaży produktów na wcześniej niedostęp-
nych rynkach. Wiąże się to jednak ze zwiększoną konkurencją, 
która zmusza małe i duże firmy do zmiany sposobu organizacji 
i zarządzania przedsiębiorstwem, a w rezultacie do planowania 
strategicznego [2, 3].

Jedną z powszechnie stosowanych strategii jest strategia niskich 
kosztów, której celem jest skrócenie czasu realizacji zamówie-
nia, zmniejszenie kosztu magazynowania zapasów oraz poprawa 
jakości obsługi klienta [2]. Dzisiejsze przedsiębiorstwa rezygnują 
z systemów typu push, które opierają swoje działanie na progno-
zowanym popycie. Chętniej stosowanym systemem jest system 
typu pull zorientowany na popyt. Jedną ze strategii systemu pull 
jest strategia Just-in-Time (ang. dokładnie na czas) [2, 4]. W ide-
alnej sytuacji tej strategii produkt dostarczany jest dokładnie 
w momencie zapotrzebowania, co umożliwia całkowitą eliminację 

zapasów, które mogą stanowić nawet 20–30% całkowitych kosz-
tów logistycznych [1].

Klasyczne metody sterowania zapasami takie jak ROP (ang. 
Re-Order Point) oraz ROC (ang. Re-Order Cycle) [5, 6] są do 
dziś udostępniane w systemach informatycznych, jednak są 
one szeroko krytykowane ze względu na słabą efektywność, 
liniowość modeli oraz wyidealizowaną formę. W realnych sys-
temach magazynowych przepływ dóbr jest skomplikowany, 
opóźnienia łańcucha dostaw są zmienne, a zapotrzebowanie 
zmienia się w dynamiczny sposób [5–7]. Przedstawione nie-
dogodności przyczyniają się do ciągłego powstawania nowych 
modeli kształtowania zapasów [8, 9].

Oprócz systemów informatycznych wspomagających obszar 
logistyki także automatycy niejednokrotnie rozważali problem 
sterowania zamówieniami. Do jego rozwiązania wykorzystywane 
były metody sterowania układami dynamicznymi [7–9, 22, 23] 
oraz optymalizacja [25, 26].

W ostatnich latach dużą popularnością cieszy się teoria 
rachunku różniczkowego ułamkowego rzędu [10–13]. Znajduje 
on zastosowania w wielu dziedzinach. W automatyce rozwija się 
nowa gałąź teorii sterowania zajmująca się regulatorami niecał-
kowitego rzędu [11, 13–15]. Regulatory PIlDμ są rozszerzeniem 
klasycznego regulatora PID. Mają one dwa dodatkowe stopnie 
swobody: całkowania l i różniczkowania μ, gdzie l i m są dowol-
nymi nieujemnymi liczbami rzeczywistymi. Stosowanie owego 
niekonwencjonalnego sposobu sterowania pozwala poprawić 
wskaźniki jakości regulacji, co zostało zaprezentowane w pra-
cach [16, 17]. Jednak wprowadzenie dodatkowych stopni swobody 
powoduje, że klasyczne metody doboru nastaw regulatora PID nie 
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są skuteczne (np. metoda Zieglera-Nicholsa). Powyższy problem 
omawiany był między innymi w pracach [18, 19], natomiast pro-
blemowi stabilności regulatorów niecałkowitego rzędu poświęcone 
były prace [13, 20, 21]. W monografii [10] zostało przedstawione 
rozszerzenie układu niecałkowitego rzędu na układ dyskretny.

2. Model matematyczny

Wykorzystany w niniejszej pracy model matematyczny opiera 
się na modelu przedstawionym w pracy [23]. Poglądową struk-
turę analizowanego systemu magazynowego przedstawiono na 
rysunku 1.

Uwzględniono tu wprowadzenie takiej zmiennej wejściowej 
do magazynu jak zapotrzebowanie d(k), generowane przez 
klienta, które jest dyskretną funkcją czasu i spełnia następu-
jącą zależność:

 
 0 ≤ h(k) ≤ d(k) ≤ dmax (1)

Zmienna h(k) stanowi o ilości sprzedanych produktów w chwili 
k. Idealna sytuacja zakłada, że w każdym momencie czasu d(k) 
= h(k) przy minimalnym, y(k) pozwalającym na spełnienie rów-
nania (1), gdzie y(k) to aktualny stan zapasów magazynowych. 
Ilość produktów w magazynie musi spełniać zależność:

 0 ≤ y(k) ≤ ymax (2)

Jeżeli h(k) < d(k) oznacza to, że ilość zapasu była niewystar-
czająca, co oznacza utracone korzyści związane z niezaspoko-
jeniem aktualnych potrzeb rynku.

W przyjętym modelu uwzględnia się zmienne w czasie opóź-
nienie spowodowane opóźnieniami produkcyjnymi oraz trans-
portowymi. W tym celu wprowadzony został współczynnik 
wysyłki w chwili czasu k, określony następująco:

  
(3)

Ilość produktów oczekujących na wysyłkę do magazynu 
w chwili k określona jest równaniem stanu:

 x(k) = q(k – 1)·x(k – 1) + u(k – tp) (4)

Powyższe równanie ukazuje, że x(k) zależne jest od u(k), 
czyli od ilości zamówionych w chwili k produktów. Zamówienie 
towaru wiąże się z opóźnieniem produkcyjnym tp.

Stan magazynu przy spełnionych warunkach x(k) ≥ 0, u(k) ≥ 0 
można zatem określić w następujący sposób:

 y(k) = y(k – 1) + (1 – q(k – ts))·x(k – ts)– h(k) (5)

gdzie ts oznacza opóźnienia spedycyjne.

3. Układ sterowania

Omawiany układ regulacji charakteryzuje się dużymi, zmien-
nymi czasami opóźnień, które mogą destabilizować układ 
i wpływać negatywnie na jakość sterowania. Zaimplementowa-
nym w pracy sposobem uniknięcia takiej sytuacji jest wykorzy-
stanie regulatora ułamkowego w sprzężeniu wyprzedzającym 
oraz zastosowanie regulatora w sprzężeniu zwrotnym z wyko-
rzystaniem zmodyfikowanego predyktora Smitha. Stosowany 
predyktor przybiera postać uproszczonego modelu systemu 
sterowania bez opóźnienia, którego zadaniem jest wyznacze-
nie żądanej wielkości zamówienia magazynowego w następu-
jącej postaci:

 ( ) ( ) ( ) ( )khkukyky −−+−= 11~~  (6)

Na rys. 2 przedstawiono schemat blokowy zastosowanego 
układu sterowania, gdzie M1 oznacza model systemu regulacji, 
a M2 model uproszczony bez opóźnienia. Zmienne od k1 do k5 są 
parametrami układu regulacji, gdzie k5 = m jest dodatkowym 
stopniem swobody akcji różniczkującej.

Stosowanym w układzie sterowania regulatorem w sprzężeniu 
w przód jest regulator proporcjonalno-różniczkujący niecał-
kowitego rzędu PDμ. Pracuje on w otwartej pętli sterowania, 
natomiast w ujemnej pętli sprzężenia zwrotnego znajduje się 
regulator proporcjonalny o wzmocnieniu k4. Rolą elementu k1 
jest predykcja referencyjnego poziomu zapasów w magazynie 
na podstawie znanego zapotrzebowania d(k). Jego transmitan-
cję operatorową w przypadku ciągłym przedstawia następująca 
funkcja przejścia:

 G(s) = kp + kd s m (7)

gdzie m > 0, kp oznacza wzmocnienie części proporcjonalnej, 
natomiast kd – wzmocnienie części różniczkującej. W przy-
padku kiedy m = 1 powyższy regulator staje się zwyczajnym 
regulatorem PD. Dokładne fizyczne odwzorowanie powyższego 
regulatora jest niemożliwe, ponieważ ukazana transmitancja 
jest funkcją niewymierną.

W niniejszej pracy rozważany jest układ dyskretny, stąd 
do praktycznej realizacji dyskretnego regulatora PDμ wyko-
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Rys. 1. Schemat poglądowy struktury analizowanego systemu 
magazynowego z układem sterowania
Fig. 1. Schematic diagram of the inventory control system

Rys. 2. Schemat blokowy układu sterowania dla systemu 
magazynowego
Fig. 2. Block diagram of the controller for the inventory system
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rzystana jest dyskretna aproksymacja transmitancji (7) 
metodą Eulera.

Do realizacji operatora różniczkowania niecałkowitego rzędu 
s m wyznacza się nowy operator:

 
( )[ ]

µ
µω 







 −=
−

−

T
zz

1
1 1  (8)

gdzie T oznacza okres impulsowania. Na podstawie zależności 
(8) można wyznaczyć dyskretną transmitancję w następują-
cej postaci [24]:
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Do wyznaczenia wymiernej transmitancji operatorowej zasto-
sowano aproksymację Eulera oraz rozwinięcie w szereg wykład-
niczy:
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gdzie: r – rząd aproksymacji oraz:
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Stąd przyjęta w pracy postać regulatora rzędu ułamkowego:
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W niniejszej pracy dodatkowy stopień swobody regulatora 
proporcjonalno-różniczkującego niecałkowitego rzędu μ repre-
zentowany jest przez zmienną k5. Dokładne odzwierciedlenie 
transmitancji (12) nie jest możliwe z uwagi na nieskończoną 
długość szeregu potęgowego. Na bazie przeprowadzonych badań 
symulacyjnych przyjęto, że dla rozpatrywanego układu regula-
cji w sprzężeniu w przód zadowalającą dokładność zapewnia 
rząd aproksymacji r ≥ 5. Na potrzeby optymalizacji układu 
sterowania celem ograniczenia złożoności obliczeniowej przy-
jęto r = 5.

4. Kryteria oceny sterowania

Zadaniem układu sterowania jest utrzymywanie zapasów maga-
zynowych na optymalnym poziomie, tzn. tak, aby minimalizo-

wać koszty utrzymywania zapasów i jednocześnie nie dopuścić 
do przestojów, tj. sytuacji kiedy d(k) ≥ 5 h(k).

Kryterium doboru parametrów układu sterowania ma na 
celu minimalizację dwóch wskaźników jakości w następują-
cych postaciach:
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gdzie n0 jest sumą opóźnień występujących w układzie sterowa-
nia dla k = 0: n0 = tp + to(tp) + ts, natomiast N jest długością 
horyzontu czasowego. Wskaźnik j1 stanowi wartość utraco-
nych korzyści, tj. różnicę między zapotrzebowaniem klientów 
a ilością sprzedanych produktów. Wielkość ta jest zawsze nie-
ujemna, co wynika z (1). Reprezentuje ona straty wynikające 
z przestojów. Wskaźnik j2 reprezentuje zajętość powierzchni 
magazynu, z definicji nieujemną, która generuje koszty logi-
styczne, związane z utrzymaniem zapasów.

Przyjęta w pracy funkcja celu jest sumą ważoną wskaźników 
jakości j1 oraz j2:

 j = w1 j1 + w2 j2 (15)

gdzie w1, w2 są współczynnikami wagowymi. 
Parametry układu regulacji od k1 do k5 są wyznaczane 

w wyniku rozwiązania następującego zadania minimalizacji:

 
j

kkkkk 54321 ,,,,
min  (16)

przy spełnionych następujących warunkach: k1 ≥ 0, k2 ≥ 0,  
k3 ≥ 0, k4 ≥ 0, k5 ≥ 0.

5. Badania symulacyjne

Przedmiotem przeprowadzanych badań symulacyjnych oraz 
wykonywanych obliczeń jest przepływ towarów w magazynie 
oraz porównanie działania regulatorów proporcjonalno-różnicz-
kującego całkowitego oraz niecałkowitego rzędu. Do symulacji 
zastosowano dyskretny, hybrydowy, niestacjonarny, liniowy 
model układu magazynowego zaimplementowany w środowisku 
MATLAB/Simulink. Ograniczenia sygnałów modelu zawarte 
są w (1)–(2). Struktura układu sterowania została przedsta-
wiona na rys. 2.

Wielość zapasów w magazynie i realizowanych zamówień 
zależy od zmiennego zapotrzebowania rynku d(k), zależno-

Rys. 3. Zapotrzebowanie rynku na produkty
Fig. 3. Market demand for products

Rys.4. Zmienne w czasie opóźnienie związane z oczekiwaniem na 
transport
Fig. 4. Time-varying delay related to waiting time for transport
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ści (6) oraz wskaźnika jakości (13)–(16). Stosowane podczas 
pierwszej części analizy niezaszumione zapotrzebowanie rynku 
przedstawione zostało na rys. 3. Przyjęte zostały następu-
jące wartości parametrów układu tp = 7, ts = 1, w2 = 1, n0 = 7, 
N  = 300, r = 5, współczynnik wagowy w1 jest zmienny w zależ-
ności od wykonywanej symulacji. Okres próbkowania wynosi 
1 dzień. Opóźnienie t0(k) układu jest periodycznie zmienne 
w czasie w sposób pokazany na rys. 4. Zamówienia są koma-
sowane, a wysyłki są realizowane cyklicznie co 7 dni, co ozna-

cza, że wielkość zapasów magazynowych musi pokryć kolejne 
siedmiodniowe zapotrzebowanie rynku.

Do rozwiązania zadania optymalizacji (16) wykorzystano 
algorytm genetyczny, który dla trzech wybranych wartości 
współczynnika w1 wyznaczył optymalne wartości parametrów 
k1, k2, k3, k4, k5 oraz odpowiadające im wartości wskaźników 
jakości j1, j2, j, które zostały przedstawione w tabelach 1 i 2.

Celem porównania wyników z klasycznym regulatorem PD, 
zadanie optymalizacji (16) zostało uzupełnione o dodatkowe 
ograniczenie równościowe:

 
 k5 = 1 (17)

Na podstawie analizy danych zawartych w tabelach 1 
oraz 2 można wywnioskować, że dla przyjętego zapotrzebo-
wania rynku oba regulatory wykazują się podobną skuteczno-
ścią działania.

W drugiej części analizy poddano symulacji układ, w którym 
założono, że zapotrzebowanie rynku nie jest znane dokładnie. 
W celu symulacji owej sytuacji do zapotrzebowania rynku 
wprowadzono addytywny szum o rozkładzie normalnym 
N(0, s2), gdzie s2 jest wariancją szumu, pokazaną na rys. 3. 
Następnie zbadano wpływ wariancji wprowadzonego szumu na 
wartość zdefiniowanych wcześniej wartości wskaźników (13)–
(15). Na potrzeby symulacji posłużono się wartościami zmien-
nych k1 – k5 obliczonymi w pierwszej części analizy.

Na rys. 5 widać, że dla kryterium (13) oraz w1 = 1000 stała 
przewaga regulatora PDμ nad regulatorem PD zachodzi dla 
s2 > 22,5, w przypadku w1 = 2000 taka sytuacja ma miejsce dla 
s2 > 25,5. Natomiast, gdy w1 = 500, wartość (13) jest mniej-
sza dla regulatora PDμ dla s2 > 5. Wartość kryterium (14) 
jest mniejsza dla regulatora niecałkowitego rzędu dla wszyst-
kich badanych wag, przy czym wielkość tej różnicy rośnie pra-
wie liniowo ze wzrostem wariancji szumu, co widoczne jest 
na rys.  6. Na rysunku 7 można zaobserwować, że dla mniej-
szych wartości wagi ω1 wskaźnik (16) osiąga mniejsze wartości 
w szerszym zakresie wariancji szumu, tj.: dla w1 = 500 gdy 
s2 > 5,5, dla ω1 = 1000 gdy s2 > 24, dla w1 = 2000 gdy s 2 > 25,5. 

Dla w1 = 500 i s 2 = 200, w przypadku zastosowania regula-
tora niecałkowitego rzędu, jedynym występującym przestojem 
był przestój trwający do czasu pierwszej dostawy, natomiast 
regulator proporcjonalno-różniczkujący spowodował dodatkowy 
całodniowy brak przepływu towaru (rys. 8). Wartość sygnału 
sterującego, czyli wielkość dokonywanych zamówień, została 
przedstawiona na rys. 9.

Rys. 5. Porównanie wskaźników jakości j1 dla regulatorów całkowitego 
i niecałkowitego rzędu dla różnych wartości ω1
Fig. 5. Comparison of cost function j1 for fractional and integer order controller 
for different values ω1

Rys. 6. Porównanie wskaźników jakości j2 dla regulatorów całkowitego 
i niecałkowitego rzędu dla różnych wartości ω1
Fig. 6. Comparison of cost function j2 for fractional and integer order controller 
for different values ω1

Tabela 1. Wartości parametrów układu regulacji dla wybranych wag
Table 1. Controller parameters for selected weighting factors

w1 k1 k2 k3 k4 k5

PDμ 500 4,83 0,427 1,46 18,0 1,30

PD 500 7,26 0,416 0,466 7,73 1

PDμ 1000 8,69 1,31 1,20 20,0 1,15

PD 1000 13,6 0,743 0,0400 6,38 1

PDμ 2000 7,99 0,956 0,610 14,2 0,963

PD 2000 11,4 0,700 0,187 7,18 1

Tabela 2. Wartości wskaźników jakości dla wybranych wag
Table 2. Values of quality indicators for elected weighting factors

w1 j1·10–7 j2·10–7 j·10–7

PDμ 500 1,21·10–9 0,0239 0,0239

PD 500 0 0,0240 0,0240

PDμ 1000 0 0,0239 0,0239

PD 1000 4,17·10–11 0,0239 0,0239

PDμ 2000 0 0,0242 0,0242

PD 2000 0 0,0240 0,0240
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6. Podsumowanie

Przedstawiony w niniejszej pracy system magazynowy z auto-
matycznym układem generowania zamówień dostosowuje 
wielkość zamówienia do zapotrzebowania rynku d(k), w tym 
w przypadku występowania zakłóceń. Duża wartość wagi ω1 
w kryterium jakości wskazuje na to, że priorytetem jest mini-
malizacja przestojów. Jednocześnie minimalizowany wskaźnik 
j odzwierciedla potrzebę poszukiwania kompromisu między 
kosztami magazynowania zapasu a przestojami, które stanowią 
o poziomie obsługi klienta. Brak towaru w magazynie może 
prowadzić nie tylko do chwilowej utraty korzyści, ale może 
skutkować stałą utratą nabywców.

Zastosowany w pracy wraz ze strukturą feedback-feedforward 
oraz zmodyfikowanym predyktorem Smitha dyskretny regu-
lator niecałkowitego rzędu PDμ korzystnie wpłynął na mini-
malizowany wskaźnik jakości w porównaniu do całkowitego 
regulatora PD. Dla niezaszumionego zapotrzebowania rynku 
różnica między skutecznością pracy regulatorów była umiar-
kowana, jednak dla zaszumionego d(k) różnica ta wzrosła, co 
potwierdzają przedstawione wyniki badań symulacyjnych.
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Application of a Fractional Order PD Controller for Automatic Orders 
Control System for a Warehouse with Time-Varying Deliveries Delay

Abstract: In the paper a fractional controller is employed in the automatic control warehouse 
system. A discrete, non-stationary and dynamic model with variable time delay of the inventory 
system is assumed. The control system uses a discrete fractional order feedback-feedforward PDμ 
controller with Smith predictor. The parameters of the control system are determined using numerical 
optimization – genetic algorithm. In order to assess the control quality a two quality indicators are 
employed. First one bases on an assessment of occupancy of warehouse space and second one 
the lost benefits. The simulation results are shown for two controllers: fractional controller and for 
comparison for classical integer order PD controller. 
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