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Streszczenie: Przedstawiono podejscie w dziedzinie opraco-
wania danych pomiarach dla modeli wielowymiarowych. Podsta-
wowg metodg obliczeniowg jest propagacja niepewnosci oparta
na rachunku macierzowym. Alternatywnym sposobem oblicze-
niowym jest zastosowanie numerycznej metody Monte Carlo.
Wynikiem obliczenn jest wyznaczenie obszaru rozszerzenia
w postaci hiper-elipsy lub hiper-prostokata.
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1. Wprowadzenie

Wspblczesne podejécie w dziedzinie opracowania danych
pomiarowych ksztaltuje pakiet dokumentéw [1-3] wydanych
pod egida BIPM (Miedzynarodowe Biuro Miar) przez JCGM
(Wspdlny Komitet ds. Przewodnikéw w Metrologii). Ostat-
nim z nich jest Suplement 2 do Przewodnika [4], dotyczacego
wyrazania niepewnosci pomiaru. Przedstawia wielowymiarowy
model pomiaru, bazujacy na rachunku macierzowym i nume-
rycznej metodzie Monte Carlo. Rozszerza zastosowanie doku-
mentu [1], gdy wielko$¢ wyjsciowa zdefiniowana jest wieloma
funkcjami pomiaru i nazywana menzurandem wektorowym.

2. Zasady postepowania

Zasady postepowania dziela si¢ na trzy etapy: opis wielkosci,

obliczenia i zapis wyniku. Opis wielkoéci dotyczy:

1) definicji wielkoSci wyjsciowej Y jako menzurandu
wektorowego,

2) okreslenia wielkosci wejsciowej X, od ktérej zalezy
wielkos¢ wyjsciowa Y,

3) zbudowania modelu pomiaru lub funkecji pomiaru f
okreslajacej relacje miedzy X i Y,

4) przyjecia rozkladéw prawdopodobiefistwa (na ogol
normalnych lub prostokatnych) dla sktadowych wielkosci
wejsciowej X, a dla skorelowanych par sktadowych X
wspOlnych funkcji gestodci prawdopodobieristwa.

Obliczenia polegaja na realizacji zasady propagacji
rozktadow skladowych wielkosci wejsciowej X poprzez
model pomiaru w celu otrzymania wspélnego rozktadu dla
wielkosci wyjsciowej Y. Natomiast zapis wyniku polega na
przedstawieniu:
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1) wartoéci oczekiwanej Y jako estymaty y wielkosci
wyjséciowej,

2) macierzy kowariancji Uy wielkosci Y,

3) obszaru rozszerzenia dla wielkosci wyjsciowej Y przy
okreslonym prawdopodobienstwie.

3. Propagacja niepewnosci

Propagacja niepewnosci jest uogélnieniem prawa propagacji
niepewnosci [4] stosowanego w dziedzinie jednowymiarowych
modeli pomiaru. Opiera si¢ na rachunku macierzowym.
Propagacja niepewnoéci dla jawnych wielowymiarowych
modeli pomiaru polega na okresleniu relacji pomiedzy wiel-
koscia wyjsciowa ¥ = (Y|, .., Y
X=(X, .., X,)" wpostaci Y= f(X), gdzie f= (f,, .., )"
oznacza wielowymiarows funkcje pomiaru. Dla estymaty
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Propagacja niepewnosci dla niejawnych wielowymiaro-
wych modeli pomiaru polega na okresleniu relacji pomiedzy
wielkoscig wyjsciows Y = (Y,..,Y )T, a wielkoscia wejsciows
X =(X,,....X,)" wpostaci h(Y, X) =0, gdzie h= (h,,..,h )".
Estymata x wielkosci X i estymata y wielkosci Y spel-
nia réwnanie h(y, ) = 0. Macierz kowariancji o wymiarze
mxm, zwiazana z estymata vy, jest obliczana z réwnania

cu,cl cu.c: (4)



gdzie Cy jest macierza wrazliwosci o wymiarze mxm za-
wierajaca pochodne czgstkowe ah,/a Yj7 a C_ jest macie-
rza wrazliwosci o wymiarze mxN zawierajaca pochod-
ne czastkowe oh,/aX. Wszystkie pochodne beda obliczane
dlaX=ziY=uy

4. Obszar rozszerzenia

Miarg niepewnosci sa obszary rozszerzenia:

a) hiper-elipsa lub elipsa wielowymiarowa o liczbie wy-
miaréw m,

b) hiper-prostokat lub prostokat wielowymiarowy o licz-
bie wymiaréw m, centrowany estymata y z bokami
rownymi dlugosci oddzielnie okreslanych przedzialéw
rozszerzenia dla wymiardw YJ

Istnieje wiele dowolnych obszaréw rozszerzenia dla Y

o okreslonym prawdopodobienstwie. Kazdy z nich oparty

jest na dystrybuancie G, czyli zbiorze M punktéw losowa-

nych z rozkladu dla wielkosci Y, ktére moga by¢ otrzy-
mane przy zastosowaniu metody Monte Carlo:

a) hiper-elipsoidalny, ktéry bedzie najmniejszym obsza-
rem rozszerzenia dla Y, gdy dobrym przyblizeniem Y
jest rozklad normalny,

b) hiper-prostokatny, ktéry jest najprostsza interpretacja
tego obszaru, ale zbyt pesymistyczny,

¢) najmniejszy obszar rozszerzenia, ktéry ogélnie nie ma
szczegolnej geometrycznej definicji i jest otrzymywany
jako stopien przyblizenia zalezny od M.

Postepowanie przy wyznaczaniu najmniejszego obszaru
rozszerzenia polega na:

a) zbudowaniu hiper-prostokatnego obszaru w przestrze-
ni wielkosci wyjsciowej,

b) podzieleniu tego obszaru na sie¢ najmniejszych pro-
stokatow,

c¢) przypisaniu kazdej wartosci wielkosci wyjsciowej do
tych najmniejszych prostokatéw,

d) uzyciu czedci wartosci wielkosci wyjsciowych przypisa-
nych do kazdego prostokata jako przyblizenia prawdo-
podobienistwa, ze Y nalezy do tego prostokata,

e) wylistowaniu prostokatéw w porzadku malejacego
prawdopodobienstwa,

f) utworzeniu skumulowanej sumy prawdopodobienstw
dla tych wylistowanych prostokatéw, gdy suma ich nie

jest mniejsza od prawdopodobienstwa p,

g) przyjeciu zbioru odpowiednich prostokatéw do zdefi-
niowania najmniejszego obszaru rozszerzenia.

5. Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo moze by¢ realizowana podobnie, jak

w przypadku wielkosci jednowymiarowych [1], przez:

a) wybér liczby prébkowan M,

b) wygenerowanie M wektoréw poprzez losowanie z funk-
cji gestosci prawdopodobienstwa przypisanych wielko-
$ciom wejsciowym X,

¢) dla kazdego takiego wektora utworzenie odpowiadaja-
cych mu wartosci Y, uzyskujac M wartosci wektorowej
wielkosci wyjsciowej,

d) przyjecie reprezentacji dystrybuanty G jako zbioru
M wartosci wektorowych Y

e) uzycie G do utworzenia estymaty y wielkosci Y
i macierzy kowariancji Uy zwiazanej z v,

f) uzycie G do utworzenia odpowiedniego obszaru roz-
szerzenia dla Y z okre$lonym prawdopodobienstwem.

6. Podsumowanie

Przedstawione rozwiazania wyznaczaja nowy standard
postepowania przy opracowaniu danych pomiarowych dla
wielowymiarowych modeli pomiaru. Sa twérczym i logicz-
nym rozwinigciem podejscia, opracowanego dla jednowy-
miarowych (klasycznych) modeli pomiaru, oméwionego
juz w miedzynarodowych dokumentach metrologicznych.
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Development of the approach to evaluation
of measurement data in international
metrology documents

Abstract: The approach considering the evaluation of measure-
ment data for multivariate measurement model is presented. The
basis method is a propagation of uncertainty basis on a matrix
calculus. The alternative calculation manner is the use of a Monte
Carlo method. The result of calculation is a coverage region pre-
sented in the form of hyper-ellipsoidal or hyper-rectangular.
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