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1. Wstep

Ogoblne wiasciwosci gradientowej termomechaniki wynikaja z analizy zasad
termodynamiki, ktorej finalnym efektem jest nierdownos¢ rezydualna. Nierownosé
rezydualna stanowi esencj¢ zasad zachowania masy, pedu, energii i nierownosci wzrostu
entropii w procesach termodynamicznych. Stad tez wazna jest jej analiza. W szczegdlnosci,
analiza przyrostow niezaleznych pdl fizycznych procesu pozwala na ocene¢ stabilnosci
procesu termomechanicznego.

2. Nierownos$¢ rezydualna mieszaniny gradientowej
Wyjsciowym punktem rozwazan jest nierdwno$¢ rezydualna, przedstawiona

w przypadku mieszaniny sktadnikow, ujmujaca ograniczenia na zmiany energii wewnetrznej
u i niezaleznych pél procesu termomechanicznego (s, dij, 7, T.i, ¢ R% M%) [6]:
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Z nieréwnosci tej wynikaja nie tylko rownania konstytutywne procesu, ale takze
wlasciwosci uktadu zmierzajacego do standw roéwnowagowych. Zatézmy w tym celu, ze
w (1) zachodzi:

d .. o
%—m, dy >0, —1k 0, T, -0, ddit—m, M¢ 50, R*50. (2)

Woéwcezas z nierdwnosci (1) wynika, ze
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co oznacza, ze energia wewngtrzna uktadu maleje, a w stanie rownowagowym jest stala.

Nieréwnos¢ rezydualna moze réwniez shuzy¢ do wyznaczania warunkow stabilnosci
uktadu. Nalezy w tym celu bada¢ wariacje zmiennych pol w procesie, czyli:

5U, 53, &jij' 577"](, &a, é‘l’vi, é]\/lf, d?a, (4)

Wyznaczenie wariacji wyszczeg6élnionych poél uzyskuje sie¢ z nieréwnosci rezydualnej,
gdzie pola te doznaly przyrostow S(...). Zachodzi wtedy:
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Wariacje &(...) wyznacza si¢ z granicy pochodnej lim,_o(d(...)/de) (np. [1-5]). Wobec

tego wariacja nierownosci (1) bedzie mie¢ postac:
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Otrzymalis$my tutaj wazny wynik termomechaniki gradientowej, pozwalajacy na okreslenie
warunkow stabilnos$ci procesu narastania odksztatcen, entropii, gradientéw ciepla i masy
w procesie termomechanicznym. W powyzszych rownaniach symbolami: dij, i, Gij, Tijk Gi,
Qijy S, T, p ¢ M?% R% % 1%, oznaczono Kolejno: sktadowe tensorow predkosci
odksztafcen, gradientow odksztalcen, napr¢zen, naprgzen gradientowych, sktadowe
wektoréw gestosci strumienia ciepta (w opisie klasycznym i w opisie uwzgledniajacym
wplyw gradientéw niezaleznych pdl na przebieg procesu), entropig, temperature, gestosé
materiatu oraz w przypadku sktadnika « jego stezenie masowe, potencjat chemiczny, zrodto
masy i skladowe gestosci strumienia masy (w opisie klasycznym i w opisie
uwzgledniajacym wptyw gradientéw niezaleznych pol na proces).

Przeanalizujmy jeszcze analogiczne warunki okreslajace stany rownowagowe oraz
stabilno$ci procesu opisanego przez energie swobodng pA=pu—pST. Nierownos¢ rezydualna
przyjmuje wtedy postac
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z ktérej wynikajg tez warunki roéwnowagi termodynamicznej. Ich okreslenie wymaga
powolnego zanikania p6l, decydujacych o procesie termodynamicznym. Zachodzi wowczas:

d . a
%—I—m, d; >0, —K 0, T, 550, ddit—m, M% 50, R 0. (8)

Z wyjsciowe]j nierownosci powstaje zaleznos¢:

dA

z ktorej wynika, ze energia swobodna uktadu maleje, a w stanie rownowagowym jest stata.
Podobnie jak poprzednio, poddamy analizie rowniez warunki stabilnosci energetycznej
uktadu. Okreslimy w tym celu wariacje niezaleznych pol w procesie termodynamicznym:

5A, 5]-, &jij’ 5’7ijk’ éT'i, &a’ &\/l?, (SRa. (10)

Zgodnie z postgpowaniem wynikajacym z regul rachunku wariacyjnego wyznaczamy
wariacje pol wystepujacych w nierdwnosci rezydualnej traktowanej jako funkcjonat:
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Wariacje  &(...) Wwyznacza si¢ =z granicy pochodnej powyzszego wyrazenia
lim,_o(d(...)/da). Wtedy
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Nierownos¢ ta okresla warunki stabilnego narastania niezaleznych pdol w procesie, czyli
odksztalcen i ich gradientow, temperatur wraz z ich gradientami oraz st¢zen i gradientow
potencjatow chemicznych.

3. Podsumowanie

Przedstawione w pracy rozwazania dotyczace energetyki proceséw termomechanicznych
w teoriach gradientowych, a w tym stabilno$ci energetycznej, odnoszg si¢ do zasadniczych
zagadnien tej teorii. Wynika z nich, Ze wiele rezultatbw znanych z klasycznej
termomechaniki osrodkow sprezystych i lepkosprezystych ma swoje odpowiedniki w teorii
gradientowej. W szczegolnosci widoczne sa podobienstwa obu teorii w zakresie czysto
mechanicznym i w teoriach naprezen dystorsyjnych. Z analizy nieréwnos$ci rezydualnej
proceséw termomechaniki gradientowej wynikaja roéwniez formy bilanséw procesu,
a glownie rozszerzona posta¢ bilansu pedu teorii gradientowej w stosunku do ujecia
klasycznego.

Oznaczenia symboli

c” — stezenie masowe sktadnika «, mass concentration of constituent «, [kg/kg],

djj — sktadowa tensora predkosci odksztatcen, component of strain rate tensor, [s™],

Qi —sktadowa wektora gestosci strumienia ciepta, component of heat flux vector,
[Wi/m?]

S —entropia na jednostke masy, entropy per mass unit, [J/(K-kg)],

t —czas, time, [s],

u —energia wewnetrzna na jednostke masy, internal energy per mass unit, [J/kg],
A —energia swobodna na jednostke masy, free energy per mass unit, [J/kg],

|

— sktadowa gradientowa wektora gestosci strumienia masy sktadnika « , gradient

o
ij.J
component of mass flux vector of constituent ¢, [kg/(s-m?)],

M?  —potencjat chemiczny sktadnika « na jednostke masy, chemical potential
of constituent « per mass unit, [J/kg],

Qijj —sktadowa gradientowa wektora gestosci strumienia ciepta, gradient component
of heat flux vector, [W/m?],

R  —zrédto masy skfadnika o na jednostke masy, mass source of constituent
per mass unit, [kg/(s-kg)],

T —temperatura, temperature, [K],

a —indeks sktadnika ciata, index of constituent of a body,

&...) —wariacja, variation,

Mk  — sk%e}dowa tensora gradientow odksztatcen, component of strain gradient tensor,
[m~],

p  —gestosé masy, mass density, [kg/m®],

Oij — sktadowa tensora naprezen, component of stress tensor, [Pa],

5w  —sktadowa tensora naprezen gradientowych, component of gradient stress tensor,
[Pa-m],

(...)i —pochodna czastkowa po zmiennej przestrzennej X; (i=1,2,3), partial derivative
of the spatial variable x; (i=1,2,3).
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ANALYSIS OF RESIDUAL INEQUALITY
IN THE GRADIENT THERMOMECHANICS

Summary
In the work properties of the residual inequality of gradient thermomechanics are
analysed. As a basic result of the considerations limitations of stability for the

thermomechanical processes and for its evolution to the states of equilibrium are obtained
using the methods of calculs of variations.
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