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Uwagi o ewolucji pojecia cigglosci

Streszczenie. Pojecie funkcji ciaglej a ogdlniej ciaglosci lezy u podstaw analizy matematycznej.
W tym artykule przestawimy kréotko kilka uwag natury historycznej o ewolucji definicji ciaglosci
funkcji. Czytelnikéw bardziej zainteresowanych tym zagadnieniem zachecamy do zapoznania sie
z zalaczong literatura a w szczegdlnosci pozycjami [2], [4], [7], [12] mimo, Ze nie we wszystkich
pracach autorzy maja podobne poglady.

Slowa kluczowe: funkcje ciggte, ciggtosé

1. Wstep

Pojecia granicy i ciggtosci funkcji sa podstawowymi narzedziami analizy matematycznej, stuzacymi
do badania funkcji. W artykule bedziemy rozpatrywali tylko funkcje rzeczywiste jednej zmiennej tj. funk-
cje f: D — R, gdzie D C R. Student pierwszego roku matematyki poznaje dwie definicje ciaglosci
Cauchy’ego — nazywana otoczeniowa lub inaczej ze wzgledu na powszechnie uzywane oznaczenia &, ¢
oraz definicje Heinego — tzw. ciaggowy. Sa one sobie réwnowazne przy zalozeniu pewnej stabej wersji
aksjomatu wyboru.

Idee prowadzace do pojecia granicy i ciaglosci byly znane juz w starozytnosci, z tamtej epoki zachowa-
ly sie prace Arystotelesa [1], [9] w ktorych uzywal pojecia nieskonczenie matej zmiany i analizowal skutki
jej przetwarzania. Metoda nieskoriczenie matych legta u podstaw rozwoju matematyki w XVII i XVIII
stuleciu, gdzie chociaz formalnie niewypowiedziana byla uzywana intuicyjnie przez Fermata, Newtona,
Bernoulliego i innych, bedac narzedziem do stworzenia rachunku rézniczkowego i catkowego. D’Alembert
widzial jednak brak $cistosci w tych rozumowaniach i przy pracach nad Encyklopedig [10] postulowatl
o bardziej rygorystyczne podejscie do podstaw mechaniki [3], [7], a co sie z tym wiaze matematyki. For-
malne definicje ciaglosci byty dane dopiero w XIX wieku, gdy popularne stato sie pojecie funkcji, jej
dziedziny i powigzanie zapisu symbolicznego funkcji z jej wykresem. W pracy nie omawiany oddzielnie
pojecia granicy funkcji ale czytelnik bez watpienia dostrzeze miejsca gdzie definicja cigglosci jest powia-
zana z faktem, ze funkcja jest ciggta w danym punkcie gdy jej wartos$¢ i granica w tym punkcie sg sobie
rowne.

Autor korespondencyjny: P. Gawron (pgawron@polsl.pl).
Data wplyniecia: 30.10.2021.



256 P. Gawron

2. Definicje ciaglosci

Najlatwiejsza do zrozumienia jest definicja intuicyjna.

Definicja 1 (Intuicyjna, niepoprawna). Funkcja jest ciggta, gdy jej wykres mozna narysowaé bez
odrywania otowka od papieru.

Niestety taka definicja mimo, ze obrazowa nie jest uzyteczna, a tak naprawde jest niezgodna z wlasciwg
idea matematyczng opisang przez poézniejsze definicje formalne.

W 1817 roku B. Bolzano w pracy Rein analytischer Beweis sformutowal definicje bedaca prekursorem
wspolczesnej definicji otoczeniowej.

Definicja 2 (Bolzano). Funkcja f jest ciggla dla wszystkich wartosci x z pewnego przedziatu, gdy dla
dowolnego x mozemy uczynié réznice f(x+w)— f(x) dowolnie matq, dobierajoc odpowiednio matq wartosé
w.

Dostowne cytowanie tej oraz nastepnej definicji znajduje sie w [2], 3.2. Obie definicje sformutowalismy
wspoélczesnym jezykiem. Definicja Bolzano nie zostata powszechnie przyjeta, co wigzalo sie z ograniczo-
nym zasiegiem jego pracy.

W 1821 roku A. Cauchy w podreczniku Cours d’Analyse przedstawia dwie definicje ciggtosci, pierwsza
zblizong do definicji Bolzano (podobna juz sformutowal w swoich notatkach w 1817 roku, cho¢ wspot-
czesnie jest posadzany o plagiat z notatek Bolzano) i druga, ktéra uzywala jezyka nieskoriczenie matych
i w pewnym sensie precyzowala intuicje poprzednikow.

Definicja 3 (Cauchy’ego, wersja z nieskoiniczenie malymi). Funkcja [ jest ciggta dla wszystkich
wartosci w pewnym przedziale, gdy w dowolnym punkcie nieskonczenie mata zmiana argumentu powoduge
nieskoriczenie matqg zmiane wartosci funkcyi.

Powyzsza definicja uzywa niedookre§lonego pojecia nieskoniczenie matej, ale przez kilkadziesiat lat byta
uzytecznym narzedziem matematykéw, a znacznie dtuzej fizykow i inzynierow. Wiagzalo sie to z ogromna
popularnos$cig podrecznika Cours d’Analyse, w ktorym Cauchy zawart w sposob usystematyzowany prawie
calosé dwezesnej wiedzy z przedmiotu.

W latach 50’ XIX wieku K. Weierstrass pracowal na Uniwersytecie Berlinskim i tam w czasie wykla-
doéw wprowadzil notacje €, jednoczesnie precyzyjnie definiujac ciagtosé, bez odwotan do nieskoriczenie
matych. Nie opublikowal on swoich notatek, ale w 1861 jego student H. A. Schwarz zapisal starannie cykl
jego wyktadow. Zapiski Schwarza zostaly odnalezione 1972 r. [12] i opublikowane przez P. Dugaca [5].

Definicja 4 (Weierstrassa, wspo6lczesna notacja, w literaturze zwyczajowo nazywana definicja
Cauchy’ego). Funkcja f jest ciggta w przedziale (a,b), gdy

A AV A lwo—2l<i = |f(z0) - f(z)| <e.

zo€(a,b) €>06>0z€(a,b)

Zgota inne podejscie do granicy funkcji i zarazem jej ciaglosci zaprezentowal H. E. Heine w 1872
roku w pracy [8] w ktorej odmienne sformulowanie definicji granicy bylo tylko uzupelnieniem innych
badan. Nowa definicja mimo, ze sformutowana w jezyku ciagéw i ich zbieznosci jest rownowazna definicji
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Weierstrassa (przy zalozeniu pewnej stabej wersji aksjomatu wyboru). W wielu wypadkach postuzenie
sie definicja Heinego znaczaco upraszcza rozumowanie.

Definicja 5 (Heinego). Funkcja [ jest ciggla w przedziale (a,b), gdy dla dowolnego punktu x tego
przedziatu mamy: dla dowolnego ciggu x,, zbieinego do x, cigg wartosci f(x,) jest zbiezny do f(x).

Wspolczesny matematyk w swojej pracy moze swobodnie wybiera¢ miedzy obiema definicjami, nie
obawiajac sie o brak precyzji w swojej pracy.

Nasuwa sie jednak pytanie a co z nieskonczenie matymi? Czy jest to juz tylko historia? W roku
1966 A. Robinson w [11] przedstawil teorie analizy niestandardowej na zbiorze liczb hiperrzeczywistych,
zawierajacym realnie nieskonczenie matle i nieskoriczenie wielkie w sensie podobnym jak u klasykow
matematyki, jednak starannie skonstruowane w oparciu o teorie mnogosci. Analiza niestandardowa nie
znalazla sie jednak w gtéwnym nurcie badan matematycznych.

Powstala na poczatku XX wieku topologia ogélna uogélnita wiele poje¢ analizy klasycznej czesto za-
skakujac precyzyjnymi i lapidarnymi definicjami i twierdzeniami. Podstawowym pojeciem topologii jest
pojecie zbioru otwartego ( [6]) (znane oczywiscie takze 7z badania podzbioréw na prostej R) i w tych ter-
minach mozna podaé sformutowang przez Hausdorffa najbardziej uniwersalng definicje ciaglosci funkcji.

Definicja 6 (Topologiczna). Funkcja f: X — Y gdzie X, Y sq przestrzeniami topologicznymi jest
ciggta, gdy przeciwobraz kazdego zbioru otwartego w'Y jest podzbiorem otwartym w X.
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