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Streszczenie: W artykule opisano propagacj¢ bledéw losowych w
multiplikatywnych algorytmach przetwarzania, cechujacych si¢
mnozeniem danych pomiarowych przez siebie. Wyznaczono
réwnania propagacji btedéw dla dwdch algorytméw stuzacych do
obliczania wartosci skutecznej i mocy elektrycznej na podstawie
cyfrowych reprezentacji przebiegédw. Przeprowadzono analiz¢
propagacji btedéw kwantowania i bledéw spowodowanych
drzeniem prébek przy uzyciu réwnan propagacji btedéw oraz
metoda Monte Carlo wykorzystujac niepewno$¢ wynikow pomiaru
do poréwnywania ich niedoktadnosci.

Stowa kluczowe: algorytm przetwarzania danych pomiarowych,
btad pomiaru, niepewnos¢, pomiary warto$ci skutecznej i mocy.

1. OGOLNA STRUKTURA ALGORYTMU
MULIPLIKATYWNEGO

Algorytm jest okreSlany jako multiplikatywny, gdy
przetwarzane wyniki pomiaréw wystepuja w formie
iloczynéw [1]. Og6lnie tego rodzaju algorytm mozna
przedstawi¢ w formie macierzowej jako:

y=(ax,)'x,, (1)

gdzie y jest wynikiem realizacji algorytmu, A jest macierza
diagonalng NxN zawierajaca wspéiczynniki o statych
warto$ciach, X; wektorem wynikéw pomiaru wielko$ci x,
X, wektorem wynikéw pomiaru wielkosci x, o postaciach:

a 0 .. 0 x (1) % (1)
0 0 ... ay XI(N) X(N)

a T jest symbolem transformacji.
Po wykonaniu operacji zgodnie z (1) i (2), otrzymuje
si¢ algorytm w postaci wyrazenia:

y=a,x, (l)x2 (1) +a,x, (2)x2 (2) +...tayx, (N))c2 (N) 3)

bedacego podstawa analizy metrologicznych wlasciwosci
algorytmu. Dla szczegdblnej postaci algorytmu
multiplikatywnego obydwa wektory wynikéw sa jednakowe,
a wowczas wyrazenie (3) przyjmuje postac:

y=ax; (1) +a,x; (2)+ ot ayx (N) : )

2. PROPAGACJA BLEDOW PRZEZ ALGORYTM
Dla celéw analizy bledu przyjmuje si¢, ze wyniki
pomiaréw sg obarczone btedami addytywnymi, a zatem dane

przetwarzane przez algorytm moga by¢ zapisane jako suma
dwéch wektorow:

X, =X, +e,, e1:[61(1) 61(2) el(N)]T ®)
oraz
X, =X, *e,, ¢ :[62(1) 92(2) ez(N)]T ©)
gdzie e((1),..., e1(N), ex(1),..., ea(N), sg realizacjami biedu w
kolejnych wynikach pomiaru odpowiednich wielkosci.
Uwzgledniajac zaleznosci (5) i (6), wynik realizacji

algorytmu, obarczony btgdami powstalymi na skutek
propagacji bledéw danych przez algorytm, przyjmuje postac:

3":)’+€:(Ai1)Ti2:[A(X1+el)]T(X2+ez)’ (7N
po przeksztatceniu ktdrej uzyskuje sig:

yte= (Axl)T X, + (Axl)Tez + (sz )Tel + (Ael)Tez : ®)

Po rozdzieleniu sktadnikéw réwnania (8) otrzymuje si¢
réwnanie propagacji btedu:

e= (AXI )Tez + (sz )Tel + (Ael )Tez > (€))
ktére w postaci skalarnej ma postac:

e = a,x, (l)e2 (1) +ax, (l)e, (1) +ae, (l)e2 (1) +

: (10)
tayx, (N)ez (N)+ Ay Xy (N)el (N)+ aye (N)ez (N)
2. ALGORYTM CYFROWEGO POMIARU
WARTOSCI SKUTECZNE]
Pomiar  warto$ci  skutecznej realizowany  jest

zasadniczo dla przebiegéw okresowych zgodnie z definicja:

Y = l.T[x(t)zdt,
T

0

1)



gdzie T jest okresem przebiegu. Pomiar cyfrowy polega na
réwnomiernym probkowaniu przebiegu, kwantowaniu
prébek, po czym zgodnie z algorytmem wykonywane sa
dziatania realizujace numeryczne catkowanie kwadratu
przebiegu reprezentowanego przez prébki. Kolejny algorytm
stuzy do pierwiastkowania tak uzyskanego wyniku.

Do numerycznego catkowania stosowany jest algorytm
uzyskiwany z wyrazenia (1) przy zatozeniu, ze X; =X, = X.
Otrzymuje si¢ wyrazenie:

y=(AX)"X, 12)

ktére w postaci skalarnej mozna zapisa¢ jako réwnanie (4).

Biorac pod uwage réwno$¢ wektoréw danych pomiarowych,
réwnanie btgdu (10) przyjmuje wéwczas postac:

e= 2[11)6(1)61 (1)+ ael (1)+ St ZaNJC(N)e1 (N) +a,el (N) . (13)

Wartosci btedu obarczajace prébki sg z reguly znacznie
mniejsze niz warto§ci probek, a wéwczas wyrazenia
zawierajagce kwadraty btedu mozna pomingé. W takich
przypadkach zaleznos$¢ (13) mozna zapisaé jako:

e DZ[alx(l)el(l)+...+aNx(N)el(N)]- (14)

We wzorze (14) widoczne jest wystgpowanie wyrazen
charakterystycznych dla algorytméw multiplikatywnych, w
ktérych realizacje btgdu mnozone sa przez wyniki pomiaru
oraz przez wspdlczynniki algorytmu. W przypadku

algorytmu realizujgcego catkowanie metoda prostokatow,
wspotczynniki algorytmu majg takie same wartosci [1]:

T
@ =a,= . Fay == 5)
gdzie T, jest okresem prébkowania, T — okresem przebiegu,
a N liczba prébek na okres. Po uwzglednieniu wzoru (15),

zalezno$¢ (14) przyjmuje postac:
N

e = Lee (). w2V (W] = 2D xln)e o).

n=1

(16)

Podstawowym btedem obarczajacym prébki jest biad
kwantowania, ktéry ma rozklad jednostajny w zakresie od
-q/2 do g/2. Ponizszy przyktad ilustruje wykorzystanie
metody Monte Carlo do wyznaczania bledu kwadratu
wartosci skutecznej na podstawie ciagu probek obarczonych
btedem kwantowania.

Przykltad 1. Obliczany jest kwadrat warto$ci skutecznej
napig¢cia sinusoidalnego o amplitudzie 1 V probkowanego z
czgstotliwoscia N =20 probek na okres. Realizowany
eksperyment symulacyjny ma na celu wyznaczenie bigdu
wyniku obliczen przy zatozeniu, ze do kwantowania prébek
wykorzystywany jest 12-bitowy przetwornik A/C o wartosci
kwantu ¢ =0,5mV, ktérego zakres pomiaru wynosi od
-1,024 V do 1,024 V. Eksperyment realizowany jest w
100 000 krokach, przy czym na kazdym kroku wyznaczane
jest 20 wartoSci prébek napigcia sinusoidalnego dla
réwnooddalonych chwil o numerach od 1 do 20, po czym
prébki sa kwantowane zgodnie z zalezno$cia [1]:

. =en{x+o,5j, a7
! q

gdzie ent jest funkcja zwracajagca warto$¢ catkowita
argumentu. Skwantowane probki napigcia sg przetwarzane
zgodnie z algorytmem (12), po czym wynik jest
odejmowany od prawdziwej warto§ci kwadratu wartosci
skutecznej uzyskiwanej zgodnie z definicja (11). Tak
obliczona warto$¢ btedu wprowadzana jest do zbioru
zawierajacego realizacje btedu, ktéry w koncowej fazie
eksperymentu jest przedstawiany w postaci histogramu
pokazanego na rysunku 1.
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Rys. 1. Przyktadowy histogram btgdu wyniku obliczania kwadratu
wartosci skutecznej napigcia sinusoidalnego

Rozktad btgdu z rysunku 1 ma sktadowsg systematyczng
wynikajagcg z  zastosowanej metody przyblizonego
catkowania. Sktadowa ta moze zosta¢ wyeliminowana z
wyniku pomiaru przez dodanie poprawki. W efekcie tego
dziatania, btad uzyskuje rozklad symetryczny (o zerowej
wartosci oczekiwanej), dla ktérego moze by¢ obliczana
niepewnos$¢ U [2] jako parametr zbioru warto$ci btedu przy
wykorzystaniu funkcjonatu [3]:

J.g(e)de=ps (18)

gdzie g(e) jest funkcja gestosci prawdopodobiefistwa btedu
e, p jest poziomem ufnoéci i na ogét przyjmuje si¢ p = 0,95.
Histogram stanowi statystyczny odpowiednik funkcji
gestosci prawdopodobienstwa, w zwigzku z czym moze
stuzy¢ do wyznaczania niepewnosci po odpowiednim
przeksztalceniu wyrazenia (18) [3]. Niepewnos¢ uzyskana na
podstawie histogramu z rysunku 1 wynosi U = 1,220 V.
Niepewnos$¢  stanowi  dogodny  parametr do
poréwnywania dokladnosci wynikéw  pomiaru. Jej
wykorzystanie pozwala m. in. na analiz¢ wptywu liczby
prébek w okresie przebiegu na doktadno$¢ wyznaczania
wartosci skutecznej. Wyniki obliczen niepewnosci dla
zmieniajacej si¢ liczby prébek na okres zawarto w Tabeli 1.

Tabela 1. Niepewno$¢ kwadratu warto$ci skutecznej spowodowana
btgdem kwantowania zaleznie od wartosci liczby probek na okres N

N 10 20 30 40 50 60

U10*V | 1,72 | 1,22 | 0,96 | 0.81 | 0,74 | 0,70

Analiza btgdu moze by¢ przeprowadzona na podstawie
rOwnania propagacji bledu (14). Z centralnego twierdzenia
granicznego wynika [4], Zze rozktad bledu catkowitego dazy
do rozkladu normalnego, gdy skladana jest odpowiednio
duza liczba bledéw, z ktérych zaden nie dominuje. W
rozpatrywanej sytuacji wszystkie btedy we wzorze (14) maja
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ten sam rozklad jednostajny, a zatem mozna przyjac, ze btad
wyniku ma rozktad zblizony do normalnego o wariancji:

_o(2) % _ ¢~ (2mY
0—2 _qu(ﬁj Zx(n)z = 3N2 ZSIH[TJ .

n=1 n=1

19)

gdzie uwzgledniono, ze wariancja btedu kwantowania
wynosi aq2/12 oraz T/T, = N, T, jest okresem probkowania.
Niepewnos$¢ dla rozktadu normalnego na poziomie p = 0,95
wynosi U [ 20 [2], a zatem dla N = 20 uzyskuje si¢ zgodnie
z (19) U=9,13007.

Poréwnujac obydwa zastosowane sposoby analizy
btegdu, tj. metode Monte Carlo i metode analityczng bazujaca
na réwnaniu propagacji btedu, trudno o jednoznaczna oceng,
ktéra z tych metod jest bardziej efektywna. Metode Monte
Carlo cechuje prostota i tatwo$¢ implementacji w ztozonych
warunkach pomiarowych, co jest szczegélnie istotne w
przypadku  wystgpowania  nieliniowosci. W  takich
przypadkach ~ wyznaczanie =~ wyrazen  analitycznych,
opisujacych propagacj¢ btedu, moze by¢ trudne do realizacji.

3. ALGORYTM POMIARU MOCY CZYNNEJ

Moc czynna dla dwéch przebiegdw napigcia i pradu
elektrycznego, odpowiednio u(?) i i(f), o tym samym okresie
T definiowana jest jako:

(20)

Dla potrzeb realizacji algorytmu wyznaczania mocy w
postaci (1) obydwa przebiegi sg prébkowane w tych samych
momentach czasu roztozonych réwnomiernie w okresie T,
przy czym liczba prébek na okres wynosi N. Skwantowane
probki sa mnozone przez siebie i w przypadku zastosowania
do catkowania metody prostokatéw  wspdtczynniki
algorytmu maja takie same wartosci réwne 1/N. W zwigzku
z tym réwnanie btedu (10) przyjmuje posta uproszczong:

e D%[u(l)ei (1)+i(1)e“ (1)+... +u(N)ei (N)+i(N)e“ (N)] (21)

Przyklad 2. W celu wyznaczenia bledu pomiaru mocy
spowodowanego kwantowaniem wykonano eksperyment
metoda Monte Carlo w sposéb podobny do opisanego w
przyktadzie 1 dla N=20 prébek na okres pobieranych w
tych samych momentach dla przebiegéw napigcia i pradu o
jednostkowej amplitudzie i przesuni¢tych w fazie o kat ¢.
Prébki byly kwantowane zgodnie ze wzorem (17), mnozone
przez siebie i dodawane, a na koniec mnozone przez 1/N.
Nastepnie byt obliczany blad pomiaru jako réznica mi¢dzy
warto$cia mocy wyznaczong z definicji (20) i obliczong
zgodnie z opisanym algorytmem. Dla ¢ =0 uzyskano
histogram taki sam jak na rysunku 2. Warto$ci niepewnosci
obliczone na podstawie histograméw dla wybranych
wartosci ¢ przedstawiono w Tabeli 2.

Tabela 2. Niepewno$¢ pomiaru mocy czynnej spowodowana
btgdem kwantowania zaleznie od przesunigcia fazowego ¢ dla
liczby prébek na okres N = 20

@ 0 30 60 90
Umo” | 8,40 | 9,15 [ 9,75 | 9,40

Stosujac takie same podejécie, jak w przypadku
poprzedniego algorytmu i zgodnie z zalezno$cig (21), dla
btgdu kwantowania uzyskuje si¢ nastepujaca zaleznosé
opisujaca wariancje btedu wyniku:

o’ 0 124;2 ZN:{sin(zgl) + sin[ZTm + ¢) } > (22)

n=1

gdzie przyjeto, ze probki zaréwno napigcia, jak i pradu sa
kwantowane przetwornikami A/C o takiej samej wartos$ci
kwantu gq.

Z analizy wyrazenia (22) wynika, Ze wariancja btedu
catkowitego nie zalezy od przesuni¢cia fazowego ¢ obu
przebiegéw (sumowane s3 probki z pelnego okresu
sinusoidy). Oznacza to, ze dla przesuni¢¢ zblizonych do
¢ =90°, kiedy wynik pomiaru ma mata warto$¢, btad jest
taki sam, jak dla ¢ =0, gdy moc czynna jest najwigksza.
Zatem niepewno$¢ wzgledna wyniku ros$nie wraz ze
wzrostem przesuni¢cia, mimo ze warunki pomiaru nie
zmieniajg si¢. Wynika stad wniosek, ze w przypadku analizy
metrologicznych wilasciwosci algorytméw wilasciwg miara
niedoktadno$ci jest niepewno$¢ bezwzgledna obliczana
zgodnie ze wzorem (18).

4. PROPAGACJA BLEDU DRZENIA PROBEK

Proces kwantowania poprzedzony jest probkowaniem,
co polega na pobieraniu fizycznych przejawéw sygnatu, w
rozpatrywanych sytuacjach napigcia i pradu elektrycznego.
Charakterystycznym dla prébkowania jest zjawisko drzenia
prébek (ang. jitter) przejawiajace si¢ losowym rozrzutem
zbocza sygnalu powodujacego pobranie prébki [5].
Skutkiem tego jest btad zalezny zaréwno od przebiegu
préobkowanego, jak i samego zjawiska drzenia prébek. Btad
ten, obok btedu kwantowania, jest drugim podstawowym
btedem w procesie uzyskiwania cyfrowych reprezentacji
sygnatu analogowego.

Przebieg prostokatny taktujacy probkowanie powstaje
w generatorze, w ktorym wyst¢puja zjawiska losowe
powodujace, ze momenty wystapienia kolejnych impulséw
maja losowy rozrzut wokoét wartosci nominalnej. Ponadto
przesylanie tych impulséw przez obwody transmisyjne
zwigzane jest z wystgpowaniem szuméw dodatkowo
wplywajacych na zbocza impulséw.

Przyjmijmy, ze okres impulséw prébkujacych mozna
opisac jako:

T, =T,, +& (23)

gdzie T, jest okresem nominalnym, a ¢ rozrzutem o
okre§lonym rozktadzie. Dla prostoty przyjmijmy, ze ¢ ma
symetryczny rozktad jednostajny w zakresie od ep, do &nyx-
W tej sytuacji moment wystapienia kazdego z impulséw
prébkujacych musi by¢ rozpatrywany jako suma okreséw od
momentu rozpoczecia probkowania, czyli zachodzi:

L0)=Elt, o] =it +Sel) 29

Powoduje to kumulacj¢ rozrzutéw, czyli rozrzut w chwili n
jest sumg rozrzutdéw z chwil poprzednich i chwili aktualne;.
Rozrzut chwil prébkowania powoduje powstawanie
btgdéw prébkowania nazywanych btgdami drzenia prébek.
Blad ten zalezy zaréwno od aktualnej realizacji rozrzutu, jak
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i od przebiegu sygnatu prébkowanego, w tym przypadku
punktu na sinusoidzie. W zwiazku z tym opis analityczny
takiego btedu jest trudny do uzyskania i w tym przypadku
dobre efekty daje zastosowanie metody Monte Carlo.

Przyklad 3. Wyznaczany jest rozktad btedu drzenia prébek
pomiaru kwadratu warto$ci skutecznej sygnatu dla 20 prébek
na okres. Eksperyment symulacyjny realizowany jest w
100 000 krokach, przy czym na kazdym kroku najpierw
losowanych jest zgodnie z rozktadem jednostajnym N =20
wartoéci rozrzutu z zakresu od -10* do 10™. Nastepnie
kolejno wyznaczane s3 momenty probkowania zgodnie z
(24) przez sumowanie okres6w obarczonych rozrzutem. Dla
tak uzyskanych 20 wartoéci momentéw probkowania
obliczane sg wartosci btedu jako:

e.(n)= (2?” T, (n)j . (%” j .

(25)

Uzyskane wartoSci btedu sa przetwarzane zgodnie z
rOwnaniem propagacji bledu (16) i lokowane w zbiorze
wartosci bledu, ktéry po skompletowaniu przedstawiany jest
w postaci histogramu pokazanego na rysunku 2. Niepewno$¢
btgdu powodowanego drzeniem prébek w funkcji liczby
prébek na okres sygnatu podano w tabeli 3.

2500

Liczba
wystapien

2000

1500

1000 -

500 -

Rys. 2. Histogram btedu wyniku obliczania kwadratu wartosci
skutecznej spowodowanego drzeniem probek

Tabela 3. Niepewno$¢ pomiaru kwadratu wartosci skutecznej
spowodowana drzeniem prébek

N 10 20 30 40 50 60
U10*V | 2,89 | 428 | 530 | 6,15 | 6,90 | 7,60
5. WNIOSKI KONCOWE

Analiza propagacji réznego rodzaju btedéw z wejscia
na wyjscie algorytmu jest niezbednym elementem oceny
niedoktadno$ci wynikéw jego realizacji, gdyz pozwala na
uzyskiwane opisu btgdu wyj$ciowego dla réznych rodzajéw
btgdow wejsciowych. Moze by¢ ona wykonana w spos6b
analityczny, za pomoca réwnan propagacji btedu, jak
réwniez przy uzyciu metody Monte Carlo. Efektywno$¢ obu
metod zalezy od stopnia zloZzono$ci opisu bledu — w
ztozonych warunkach pomiarowych metoda Monte Carlo
jest bardziej efektywna, jednak jej wyniki powinny by¢
weryfikowane w sposéb analityczny dla wybranych
warunkOw przetwarzania.
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RANDOM ERRORS PROPAGATION IN MULTIPLICATIVE ALGORITHMS
OF MEASUREMENT DATA PROCESSING

Multiplicative algorithm, used for example for calculation of electrical power on the basis of digital representations of a
voltage and current signal, characterize occurrence of products of measurement results. Accuracy of the results in the output
of the algorithm can be analyzed by using error propagation equations for different kinds of the algorithm input errors. The
alternative way consist in application of Monte Carlo method especially in sophisticated measurement condition. The general
form of the multiplication algorithms is described in the paper and, for two kinds of the algorithm, the propagation equations
have been determined. Error analysis of the algorithms applied for calculation of effective value and electric power has been
performed for two basic errors caused by sampling jitter and quantization of samples.

Keywords: measurement data processing algorithm, signal sampling, quantization, measurement error, uncertainty.
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