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Streszczenie

Przedstawiono metody obliczania obj¢tosci przeplywajacej wody i masy substancji w niej zawar-
tej na podstawie pomiarow objetoSciowego natezenia przeptywu i wynikow laboratoryjnych analiz
stezen. Zaproponowano wykonywanie tych obliczen metoda prostokatow i — szczegdlnie wygodna,
chociaz mniej doktadna — metoda trapezow. Blad obliczen tymi metodami jest wprost proporcjonalny
do kwadratu okresu probkowania. Dokladno$¢ obliczen mozna poprawié, postepujac zgodnie z za-
proponowanym algorytmem.

Zwrdcono uwage na konieczno$¢ charakteryzowania wynikéw obliczen ich niepewno$cia, czyli
przedziatem warto$ci, w jakim — z okreslonym prawdopodobienstwem, np. 95% — znajduje si¢ war-
tos¢ doktadna. W przypadku pomiardéw objetosci wody lub masy substancji w niej zawartych na pod-
stawie co najmniej 15 pomiaréw czastkowych (pomiar objeto$ciowego natezenia przeptywu,
a w przypadku obliczen masy — dodatkowo ste¢zenia substancji w wodzie) podstawg obliczen niepew-
nosci moga by¢ odpowiednio: systematyczne niepewnosci standardowe pomiaru objetosciowego na-
tezenia przeptywu i dodatkowo — systematyczne niepewno$ci standardowe oznaczen st¢zenia sub-
stancji w wodzie. W przypadku obliczen objetosci wody lub masy zawartej w niej substancji na pod-
stawie mniejszej liczby pomiardw czastkowych, podstawa obliczen niepewnosci powinny by¢ nie
tylko systematyczne, lecz rowniez przypadkowe niepewnosci standardowe pomiaru objgtosciowego
natgzenia przeptywu i analiz stgzen substancji w wodzie.

Stezenie substancji w wodzie i niepewno$¢ wyniku jego pomiaru powinny by¢ okreslone przez
chemiczne laboratoria akredytowane, ktore oprocz catkowitej niepewnosci wyniku analizy, powinny
podawac jej sktadowe — niepewnos$¢ przypadkows i systematyczna.

W pracy podano przyklady obliczen, w ktorych wykorzystano pomiary prowadzone na jednym
ze stawow w kompleksie Stawow Raszynskich w Zakladzie Doswiadczalnym Instytutu Technolo-
giczno-Przyrodniczego.

Do cytowania For citation: Kaca E. 2013. Pomiar objetosci przeptywu wody i masy substancji
W niej zawartej i jego niepewno$¢ na przyktadzie stawow rybnych. Woda-Srodowisko-Obszary Wiej-
skie. T. 13. Z. 1(41) s. 31-57.
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WSTEP

Podstawa wielu ocen i decyzji dotyczacych gospodarki wodnej w rolnictwie,
w tym gospodarki wodnostawowej, sa bilanse wodne i zwigzane z nimi bilanse
masy réznego rodzaju substancji rozproszonych czy rozpuszczonych w plynacej
wodzie. Skladniki tych bilanséw traktuje si¢ jak zmienne zdeterminowane, tj.
przypisuje si¢ im konkretne warto$ci, uznajac je za pewne. Wiadomo jednak, ze
takie podejscie jest uproszczeniem. Skladniki te to zmienne losowe, charakteryzu-
jace si¢ okreslonymi rozktadami statystycznymi i operacje na tych zmiennych po-
winny prowadzi¢ do wynikow, ktore rowniez beda zmiennymi o okreslonych roz-
ktadach. Powinno to by¢ (a nie jest) zauwazone w nauce i praktyce, z korzys$cig dla
trafno$ci wypracowywanych ocen i podejmowanych decyz;ji.

W zwiazku z tym, ze warto$ci sktadnikow w bilansach sa wynikiem pomiarow,
do ich analizy mozna wykorzysta¢ teori¢ niepewnosci oraz zasady obliczen na
liczbach przyblizonych. Mozna wtedy uzyskac¢ nie tylko warto$¢ uznana za najlep-
sze przyblizenie wartoéci prawdziwej, ale rowniez przedziat liczbowy, w ktorym —
z okres$long, dostatecznie duza ufnoscig (prawdopodobienstwem) — znajduje si¢
warto$¢ prawdziwa.

ZAKRES I CEL PRACY

Celem pracy bylo wskazanie mozliwosci wykorzystania metod numerycznych,
teorii niepewnosci i obliczen na liczbach przyblizonych do posredniego pomiaru
objetosci przeplywu wody i masy substancji w niej zawartej oraz do wyznaczenia
niepewnosci tych pomiarow.

Omowiono problematyke obliczania nat¢zenia przeptywu wody i masy zawar-
tej w niej substancji oraz zagadnienie obliczania niepewnosci tych warto$ci, wyra-
zajacych granice zmienno$ci wynikow takich obliczen. Opisang metode mozna uo-
g6Ini¢ na zagadnienia bilansowania objg¢tosci wody i masy substancji, w ktorych
operuje si¢ warto§ciami pochodzacymi z obliczen (pomiaréw posrednich) z uzy-
ciem roznego rodzaju zaleznos$ci (funkcji pomiaru). Zarowno wynik sumowania
(bilans), jak i jego sktadniki s obarczone niepewnos$ciami o roznym charakterze.
Przyktadem takiego uogoélnienia moze by¢ obliczanie zapotrzebowania na wodg
w stawie w okreslonym czasie, na podstawie pomierzonego doptywu do stawu
i odptywu z niego wody lub obliczanie ilosci ro6znych substancji retencjonowanych
w wodzie stawowe;.
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METODY I MATERIAL

Obliczenia objetosci przeplywajacej wody i masy substancji w niej zawartych
oraz niepewnos$ci wynikow tych obliczen wykonano stosujgc numeryczne metody
przyblizonego obliczania calek oznaczonych, teori¢ niepewnosci oraz zasady obli-
czen na liczbach przyblizonych.

Na tej podstawie wyprowadzono stosowne zaleznosci, a nast¢pnie — na przy-
ktadach — pokazano ich zastosowanie. W przyktadach uzyto wynikoéw pomiarow
(z 2009 r.) natgzenia doptywu wody do stawu nr 9 w kompleksie Stawoéw Raszyn-
skich eksploatowanych przez Zaktad Doswiadczalny Instytutu Technologiczno-
-Przyrodniczego w Falentach i st¢zenia azotu azotanowego w niej zawartego. Do
pomiaru nat¢zenia przeptywu uzywano przelewu trojkatnego, pracujacego jako
niezatopiony, osadzonego w prowadnicach na mnichu wpustowym.

PRZEGLAD WIEDZY
POMIAR NATEZENIA PRZEPLYWU

Objetosciowe natezenie przeplywu wody mozna mierzy¢ na progach, przele-
wach, w korytach i w otworach przeptywomierczych [BOs (red.) 1978; KAcCA
1996; DABKOWSKI i in. 1997]. Sa to zazwyczaj pomiary posrednie (zlozone), czyli
takie, w ktérych najlepsze przyblizenie warto$ci mierzonej wielkosci Y oblicza si¢
wg funkcji pomiarowej Y = f(X|, X>, ..., Xi), na podstawie wynikow xi, xp, ..., Xk
bezposrednich pomiaréw wielkosci Xi, Xo, ..., Xi. Kazdy z wynikoéw x;, x, ..., Xk
uzyskuje si¢ przez pomiar bezposredni (prosty), czyli przez czynnos$ci, w wyniku
ktérych narzedzie pomiarowe wskazuje warto$¢ mierzonej wielkosci.

Przyktadem takiej zgeneralizowanej funkcji jest zalezno$¢ na objetosciowe na-
tezenie przeptywu wody [BOS (red.) 1978]:

Qu=wuffgpH" (1

gdzie:

w1 u — state liczbowe,

1 — wspotczynnik wydatku przeplywomierza,

f — wspotczynnik redukcji przeptywu (gdy przeplyw niezatopiony /= 1 1 jest
stalg liczbowa),

g — przyspieszenie ziemskie,

S — wyrazenie charakteryzujace wymiary przeptywomierza,

H — wysoko$¢ warstwy wody na przeptywomierzu lub — gdy przeptyw podto-
piony — ro6znica pozioméw wody na przeplywomierzu i ponize;j.
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State liczbowe w i u w zaleznosci (1) nie sa obcigzone niepewnos$cia, za$ po-
miary wielkos$ci 4, f, g, f, H sa nia obcigzone. Niepewno$¢ wartosci g jest mata
w stosunku do niepewnosci wartosci pozostatych wielkosci, a przez to jest pomija-
na w obliczeniach.

Masowe natgzenie przeplywu O, (wymiar np. g's ') substancji w wodzie, na-
zywane ladunkiem jednostkowym substancji, okresla si¢ ze znanej zaleznosci,
mnozac objetosciowe natgzenie przeptywu Qp (m*s™') przez stezenie C (gm™)
substancji w wodzie:

Qu =CQv 2

PRZYBLIZONE ROZWIAZYWANIE CALEK OZNACZONYCH

Do obliczen objetosci V przeptywu wody i masy M substancji w niej zawartej
wykorzystano dwie metody numerycznego rozwigzywania catek oznaczonych —
metode prostokatow i metode trapezow [DZIUBINSKI, SWIATKOWSKI (red.) 1980].
Przyjeto, ze funkcja podcatkowa jest funkcjg czasu x(f), obrazujaca np. zmiany ob-
jetosciowego lub masowego natezenia przeplywu w czasie.

Metoda prostokatéow
Calka funkcji x(¢) ciaglej w przedziale (¢, t,) moze by¢ w przyblizeniu oszaco-
wana w nastepujacy sposob

tn—to
n

Y= ["x(t)dt = Yp = 0 (y1 + ys + -+ y, 1) (3)
o 2 2 2
gdzie:
Y — objetos$¢ przepltywu wody lub masa substancji przeptywajacej w czasie (t,
t}’l>’
Yp — warto$¢ Y oszacowana metoda prostokatow.

— Letli+a _ th—to _ _
yk+§—J’( 2 —), ty =ty + - k, k=01,..,n—1.

Prawa strona wzoru (3) jest sumg pol prostokatow o podstawach (¢, — )/n
i wysoko$ciach rownych y, 1.
2

Metoda trapezow

Gdy zastapi si¢ funkcje x(¢) funkcja x"(f) ciagta, przedziatami liniowa, ktéra dla
kazdego t, =ty + t"n;tok ma warto$¢ x*(t,) = x(tr), wtedy otrzyma si¢ przybli-
zenie

tn n_ otoyn
Y:fto x(t)dthT=ﬂ(u+}’1+}’2+"'+%1—1) “4)

n 2

© ITP Woda $rod. Obsz. Wiej. 2013 (I-TIT). T. 13. Z. 1(41)



E. Kaca: Pomiar objetosci przeptywu wody i masy substancji w niej zawartej ... 35

gdzie:
Y — objetos¢ przeptywu wody lub masa substancji przeptywajacej w czasie (f,

l),
Yr— wartos$¢ Y oszacowana metoda trapezow.

Jezeli funkcja x(f) ma ciagte pochodne x(¢) i x(f) w przedziale (t, t, ) to blad
(tn—to)?
24n?

przyblizenia wynosi: w metodzie prostokatow — x(&)", za§ w metodzie

_+ 33
%x(f)”, gdzie & € (ty, t,) [BIJORCK, DAHLQUIST 1987; DzIU-

BINSKI, SWIATKOWSKI (red.) 1980]. Z poréwnania tych wzoréw wynika, ze dwu-
krotnie doktadniejsza jest metoda prostokatow.

Obliczanie obj¢tosciowego i masowego natgzenia przeptywu metodg trapezow
jest zwigzane z wyborem miedzy statym a zmiennym okresem probkowania At,
czyli czasem miedzy dwoma kolejnymi pomiarami. Problem taki nie istnieje
w przypadku stosowania metody prostokatow, w ktorej wymagany jest staty okres
probkowania At = (t,, — ty)/n. Jest to jej wada. Jezeli decydujemy si¢ na staty
okres, powstaje kwestia jego dlugosci, poniewaz od tego zalezy doktadnos$¢ obli-
czen.

Blad upraszczania (obcigcia, dyskretyzacji), zarowno w metodzie prostokgtow
(Yp — Y), jak i trapezow (Y7 — Y) zmienia si¢ w przyblizeniu odwrotnie proporcjo-
nalnie do kwadratu liczby pomiaréw n, czyli wprost proporcjonalnie do kwadratu
dlugos$ci okresu Az [BIORCK, DAHLQUIST 1987]. Im okres jest krotszy, tym mniej-
szy btad obcigcia. Na tej podstawie mozna wyprowadzi¢ wzor na poprawiong war-
to$¢ Yr obliczong metoda trapezow:

trapezow —

Y~ ¥y = Yp(80) + Y (AL) — ¥p(280)] 5)

w ktorym: YA At) i Yr (2A¢) oznaczaja przyblizone warto$ci Yr catki, obliczone me-
todg trapezow, gdy okres probkowania wynosi odpowiednio Af i 2A¢. Oznacza to,
ze mozna otrzymac znacznie lepsze przyblizenie wartosci Y przez dodanie do war-
tosci Y7(At) poprawki ;[Yr(At) — Yr(2At)]. Identyczng poprawke mozna wypro-
wadzi¢ rowniez w przypadku metody prostokatow. Wtedy we wzorze (5)
w miejsce symbolu Y7 wstawia si¢ symbol Yp.

NIEPEWNOSC POMIAROW

Z kazdym pomiarem, ktéorego wynik oznaczono symbolem x, jest zwigzana
niepewno$¢, spowodowana swiadomosciag obserwatora (uzytkownika wyniku po-
miaru), ze wyniki takich, wielokrotnie przeprowadzonych pomiarow beda si¢ r6z-
nity migdzy soba — bedg si¢ charakteryzowaty rozrzutem. Rozrzut ten, a wigc nie-
pewno$¢, mozna charakteryzowac za pomoca standardowej niepewnos$ci pomia-
ru u(x) (ang. standard uncertainty) oraz — obliczanej na jej podstawie — rozszerzo-
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nej niepewnos$ci pomiaru U(x) (ang. expanded uncertainty), bedacej iloczynem

niepewnosci standardowej i wspolczynnika rozszerzenia k: U(x) = k u(x). Niepew-

nosci te mozna przedstawia¢ w jednostkach mierzonej wielkos$ci, w procentach lub

w jednostkach niemianowanych w odniesieniu do wartosci wielkosci mierzonej

(w przypadku wielokrotnych pomiarow — do jej wartosci sredniej). W pierwszym

przypadku jest to niepewnos¢ bezwzgledna, w drugim i w trzecim za$ — niepew-

no$¢ wzgledna. Na przyktad niepewno$¢ standardowa wzgledna u'(x) jest ilora-
zem niepewnosci standardowej bezwzglednej u(x) przez wartos¢ wielkosci mie-

rzonej x, tzn. u'(x) = u(x)/x.

Wynik pomiaru x (najczeséciej wartos¢ srednia) i jego bezwzgledna niepewnosé
rozszerzona U(x) wyznaczajg przedzial (x + U(x)), w ktorym z okreslong ufnoscia
o (najczgsciej a = 95%) znajduje sie rzeczywista wartos¢ mierzonej wielkosci.
Oczywiscie pomiar jest tym bardziej wiarygodny i uzyteczny im rozstep przedziatu
liczbowego 2U(x) jest mniejszy. Zagadnienia zwigzane z obliczaniem niepewnosci
pomiaréw syntetycznie omowiono m. in. w pracy autora [KACA 2011], a szczego-
towo — w obszernej pracy ARENDARSKIEGO [2006].

Calkowita niepewno$¢ pomiaru (rozrzut) uc(x) sktada si¢ z niepewnosci przy-
padkowej ug(x) i systematycznej us(x). Pierwsza jest wywotana btedami przypad-
kowymi. Sg to btedy, wynikajace z roznych, trudnych do zidentyfikowania Zrddet,
a przez to nieprzewidywalne co do wartosci bezwzglednej i znaku. Drugg wywotu-
ja btedy systematyczne, tj. takie ktoérych warto$¢ i znak nie zmieniajg si¢ lub zmie-
niajg si¢ wraz ze zmiang warunkoéw wedtug okreslonego prawa. Niepewno$¢ przy-
padkowg mozna zmniejszy¢ (zmniejszy¢ rozrzut wynikow) przez wielokrotny po-
miar w tych samych warunkach. Taki zabieg nie bedzie skuteczny w przypadku
niepewnosci systematycznej. W teorii niepewnosci zaktada si¢, ze bledy systema-
tyczne sg rozpoznawane i eliminowane z wyniku pomiaru [ARENDARSKI 2006].
Bledy systematyczne niewyeliminowane (ale rozpoznane) podlegaja randomizacji,
tj. sa uwzgledniane w obliczeniach niepewnosci, jak bledy przypadkowe.

Omawiajac metody obliczania niepewnosci, rozréznia si¢ pomiar bezposredni,
a wiec taki, ktorego wynik zostal wskazany przez przyrzad pomiarowy, i posredni,
ktorego wynik jest rezultatem obliczen, wg odpowiedniej formuty, na podstawie
wynikow pomiaréw bezposrednich. Przykladem pomiaru bezposredniego jest od-
czyt na wodowskazie wysoko$ci warstwy przelewowej na przeplywomierzu, po-
sredniego za$ — natgzenie przeptywu obliczone z uzyciem odpowiedniej formuty
(np. wzor (1)), m.in. na podstawie wysoko$ci warstwy przelewowe;.

Standardowa niepewno$¢ pomiaru bezposredniego mozna szacowaé jedna
z dwoch metod:

— metodg typu A (niepewno$¢ przypadkowa) — na podstawie odchylenia standar-
dowego S $redniej warto$ci wynikow serii co najmniej 5 pomiardow (najlepiej
co najmniej 10 pomiardw),

— metodg typu B (niepewnos¢ przypadkowa lub systematyczna) — w oparciu
0 osad obserwatora, tj. naukowe rozpoznanie zrodet btedéw (niepewnosci) po-
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miaréw 1 wynikajacej z ich istnienia zmienno$ci wynikow pomiarow (btgdow
przypadkowych lub btgdow systematycznych). W metodzie tej wykorzystuje si¢
doswiadczenie obserwatora, certyfikaty przyrzadu pomiarowego i $wiadectwo
jego producenta, dane literaturowe, obliczenia, a w ostatecznosci — zdrowy roz-
sadek.
Wedlug metody typu A niepewnos$¢ standardowa $redniej arytmetycznej, jako
wyniku pomiaru, okresla si¢ ze znanego w statystyce wzoru:

A (6)

gdzie:
n — liczba pomiaréw (powtérzen);
x; — wartosc¢ i-tego pomiaru (wynik surowy lub skorygowany o poprawki);

X — $rednia arytmetyczna ze wszystkich wynikéw (surowych lub skorygowa-
nych) serii pomiaréw.

Podstawg obliczen metodg typu B jest rozpoznanie hipotetycznych statystycz-
nych rozktadow mozliwych wynikéw pomiaru wielko$ci mierzonej. Teoretycznie
mozna wyrézni¢ tyle rozktadow ile jest zrodet btgdow. W ocenie niepewnosci
przypadkowych (wskazan przyrzadu i poprawek) sktada si¢ rozktady spowodowa-
ne réznymi bledami przypadkowymi, otrzymujac w wyniku rozktad ztozony syme-
tryczny, zwany rozktadem normalnym (Gaussa). W przypadku niepewnosci syste-
matycznych (nieuwzglednionych poprawek), rowniez otrzymuje si¢ jeden rozktad
— zazwyczaj normalny — przez ztozenie rozkladow spowodowanych bledami sys-
tematycznymi ze zidentyfikowanych zrodet. Zazwyczaj beda to takie rozktady sy-
metryczne, jak rozktad prostokatny lub trojkatny. Cechg kazdego z tych rozktadow
jest warto$¢ graniczna niepewnosci Ax, ktorag okresla si¢ w oparciu o naukowy
osad. W przypadku rozktadu normalnego moze nig by¢ warto$¢, ktdrej przekrocze-
nie jest mato prawdopodobne (np. 5%), za§ w przypadku rozktadu prostokatnego
lub trojkatnego — warto$¢ maksymalna mozliwa (rys. 1)

Niepewnos¢ standardowa oblicza si¢ na podstawie znanej (przyjetej) wartosci
Ax, wg wzoru: u(x) = Ax/k, gdzie k — wspolczynnik rozszerzenia. W przypadku
rozktadu normalnego k = 2, prostokatnego — k = /3 = 1,73, a trojkatnego —
k =6 = 2,45.

Wzory podane na rysunku 1. mozna przedstawi¢ w bardziej ogdlnej postaci: na

przypadkowg standardowa niepewno$¢ ug (x) = /Z{zl[um(x)]z, na systematycz-

ng standardowa niepewno$¢: ug(x) = /Zle[us j (x)]2 i na catkowitg standardowg
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a) b) c)

2

us; (%) = As1%/V3 uc(x) = [[ug(x)]? + Z[usl'(x)]z

ug(x) = Agx/2 2us (x

2up(x)

I
| . ) 1 <2A51x$L Lé\ \’

' I
2hpx—> Us, (x) = Aszx/\/g

0$ warto$ci pomiarow Xs Os$ warto$ci pomiarow Xs

A Zugz (f)
/N
/ Hx

' >

25, x—>

Rys. 1. Przyktady hipotetycznych rozkladow statystycznych wynikéw x pomiaru wielkos$ci X
a) obcigzonego tylko btedami przypadkowymi, b) obciazonego tylko bledami systematycznymi
z dwoch zrodel zaklocen (rozktad prostokatny i rozklad trojkatny), c) obcigzonego btedami
przypadkowymi i systematycznymi (rozktad ztozony); u, — warto$¢ rzeczywista mierzonej wielkosci
X; Agx, up(x) — odpowiednio przypadkowa graniczna i standardowa niepewno$¢ pomiaru wielkos$ci X
(spowodowana btedami przypadkowymi); Agx, ug(x), Agx ug(x) — odpowiednio systematyczne
graniczne i standardowe niepewnosci pomiaru wielkosci X zwiazane odpowiednio z pierwszym (/)
1 drugim (2) zrédtem niepewnosci; u(x) — catkowita standardowa niepewno$¢ pomiaru wielkosci X

Fig. 1. Examples of hypothetical statistical distributions of measurements x of the X quantity
a) burden with only random errors, b) burden with only systematic errors from two sources
of disturbances (rectangle and triangle distribution), ¢) burden with random and systematic errors
(complex distribution); u, — real value of measured quantity X; Agx, uz(x) — expanded random and
standard uncertainties, respectively, of the X quantity measurement (caused by random errors); Agx,

ug(x), Asox us(x) —expanded systematic and standard uncertainties, respectively, of the X quantity

measurements associated with the first (1) and second (2) source of uncertainty, respectively;

uc(x) — total standard uncertainty of the measurement of the X quantity

niepewno$¢: uq(x) = \/uR(x)z + ug(x)?, gdzie I oznacza liczbe branych pod
uwage niepewnosci przypadkowych ug(x), za§ J — niepewnos$ci systematycznych
ugi(x).

W przypadku pomiaru posredniego wiclkosci Y, jego przypadkowa, systema-
tyczng albo catkowita niepewnos¢ standardowa, tzw. niepewno$¢ ztozona u(y), ob-
licza si¢ na podstawie standardowych (systematycznych albo przypadkowych, bez-
wzglednych albo wzglednych) niepewno$ci pomierzonych bezposrednio wartosci
X1, X2, ..., Xx wielkosci wchodzacych w sktad funkcji pomiaru ¥ = f{X3, Xo, ..., Xy):
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— niepewnos¢ standardowg ztozong bezwzgledna

w0 = [Ty (L) = [k, Gtz (7a)
¢ = :—Jf

— niepewnos¢ standardowa ztozona wzgledna

wp) =22 = 3k (S5 = (S 6ol ()

=1 1ox; y
of x;
G, =2Lxu
ox; y
gdzie:
X; — wyniki bezposrednich pomiaréw wielkosci X,

u(x;) — przypadkowe albo systematyczne niepewnosci standardowe (czastko-
we) bezwzgledne wynikdéw pomiardéw bezposrednich,

u'(x;) — przypadkowe albo systematyczne niepewnosci standardowe czastkowe

u(x;)) .

L= 1,2,..,k),

C;, G; — wspolczynniki wpltywu (wrazliwosci),

0f /0:— warto$¢ pochodnej czastkowej af /0X; funkcji Y =£X,, Xz, ..., X, ...,
X;) dla X; = x;.

wzgledne: (u'(x;) =

Przedstawione zaleznosci (7) sa stuszne, gdy wyniki pomiardw xp, x, ..., X nie
sa wzajemnie skorelowane, co jest mozliwe w przypadku braku korelacji migdzy
wielko$ciami X;, Xo, ..., Xk

W przypadku, gdy bledy wynikow sa wzajemnie skorelowane oblicza si¢ to
skorelowanie i stosuje bardziej ztozone wzory, opisane np. w pracy ARENDAR-
SKIEGO [2006].

Inng mozliwo$¢ obliczenia niepewnosci standardowej pomiaru posredniego da-
je twierdzenie wykorzystywane w obliczeniach na liczbach przyblizonych. Wedtug
tego twierdzenia kres gorny Ay bledu bezwzglednego przyblizonej wartosci funkcji
Y=f(X1, X5, ..., Xp) dla X = x1, X5 = x5, ..., X; = x; wyraza si¢ wzorem:

k
Ay = Z
i=l

A, @®)

2
ox;

gdzie:
A; — kresy gorne bezwzglednych bledéw liczb przyblizonych x;.
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Wzor (8) mozna przedstawi¢ w postaci wykorzystywanej w niniejszej pracy:
— dla niepewnosci standardowej ztozonej bezwzglednej

u () = SElcu@)l, ¢ =% (9a)

- axi

— dla niepewno$ci standardowej ztozonej wzgledne;j

! 12 6f i
uy(y) = Xl 1Gu' (x)l, G = a—xix; (9b)

gdzie oznaczenia jak we wzorach (7).

WYNIKI ANALIZ I PRZYKLADY

POMIAR OBJETOSCIOWEGO NATEZENIA PRZEPLYWU WODY
I MASOWEGO NATEZENIA PRZEPLYWU AZOTU AZOTANOWEGO

Objetosciowe nategzenie przeptywu Oy wody na przelewie trojkatnym, pracu-
jacym jako niezatopiony (zwierciadto wody dolnej ponizej najnizszego punktu
trojkatnego wyciecia przelewu) mozna obliczy¢ ze wzoru:

8
Qv = —uf2g - H*® (10)

Wzor ten jest specyficzng funkcjg pomiaru Y=fX, X, ..., Xi), w ktorej kolejne
argumenty 0znaczaja:

1 — wspotczynnik wydatku przelewu,

g — przyspieszenie ziemskie, 9,81 m's >,

a — szeroko$¢ wycigcia otworu przelewu (rys. 2),

h — gleboko$¢ wycigcia korony przelewu (rys. 2),

H — wysokos$¢ warstwy przelewowej, w m.

a=40,0cm

h=380cm \0=872

H

Rys. 2. Przelew trojkatny niezatopiony

Fig. 2. V-notch free weir
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Przyklad 1. Obliczy¢ objetosciowe natezenie przeptywu wody na przelewie
trojkatnym niezatopionym (wymiary jak na rysunku 2), gdy pomierzona bezpo-
srednio wysoko$¢ warstwy przelewowej wynosi H = 22,5 cm.

Wedhug danych WTO gdy 6 = 90° warto$¢ i« moze si¢ zmienia¢ w przedziale
od 0,6080 do 0,5855 [DABKOWSKI i in. 1997], stad w obliczeniach przyjeto
1= (0,6080 + 0,5855)/2 = 0,5968

40,0

Qv = - 0,5968 -2~ 9,81 - - H?S = 0,7420 - H2S

Qy = 0,7420-0,225%5 = 0,017819 m’'s ' = 17,819 dm’s™*

Wynik obliczen podano z nadmierng liczba cyfr, poniewaz ostateczne uzgod-
nienie liczby cyfr w wyniku nastgpi po obliczeniu jego rozszerzonej niepewnosci.

Przyklad 2. Wraz z pomiarem natgzenia przeptywu na przelewie (przyktad 1)
pobrano probe wody, w ktorej metoda spektrofotometryczng okreslono stezenie
azotu azotanowego (Cx.no3). Stezenie to wynosito 6,51 mg-dm. Obliczyé masowe
natezenie przeptywu N-NO; — Oy

O = Cnnos Oy =6,51 mg-dm™ - 17,819 dm>s™' = 116,00 mg's ™'

NIEPEWNOSC POMIARU OBJETOSCIOWEGO NATEZENIA PRZEPLYWU WODY
ZA POMOCA PRZELEWU TROJKATNEGO

Niepewnos$¢ pomiaru objetosciowego natezenia przeplywu wody na przelewie
trojkatnym mozna wyznaczy¢, postugujac si¢ zaleznosciami (7), w ktorych funkcja
fjest wyrazona wzorem (10), za$ x; oznaczajg wartosci i, a, h, H, scharakteryzo-
wane standardowymi (przypadkowymi, systematycznymi albo catkowitymi) nie-
pewnosciami bezwzglednymi u(u), u(a), u(h), u(H) lub standardowymi (przypad-
kowymi, systematycznymi albo catkowitymi) niepewno$ciami wzglednymi:
W) = u(@/m, W@ =u(@/a, w'(h) =u(h)/h, u'(H) = u(H)/H. Moina
przyjac, ze wartosci u, a, h, H nie sa ze sobg skorelowane. W zwigzku z takim za-
tozeniem, w wyniku odpowiednich przeksztatcen, otrzymuje si¢ zaleznos¢:

uz(Qy) = Iw' (W1% + [w (a]? + [w (h)]? + [2,5u (H)]? (11

ktora stuzy do obliczenia zarowno przypadkowej, systematycznej, jak i calkowitej
standardowej niepewnosci.

W przypadku gdy pomiary obj¢tosciowego natgzenia przeplywu beda stosowa-
ne do obliczenia ilo$ci przeptywu w okreslonym czasie, oddzielnie oblicza sig¢
przypadkowa niepewno$¢ standardowsa catkowita i oddzielnie systematyczng nie-
pewno$¢ standardowa catkowita. W tym celu we wzorze (11) w pierwszym przy-
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padku podstawia si¢ przypadkowe niepewnosci standardowe, w drugim zas$ — sys-
tematyczne niepewnos$ci standardowe pomiarow bezposrednich. Wyjasnienie ta-
kiego postgpowania zostanie zaprezentowane w dalszej czesci artykutu.

Przyklad 3. Obliczy¢ przypadkowa i systematyczng niepewno$¢ standardowa
wzgledng 1 bezwzgledng oraz calkowita niepewnos¢ standardowa bezwzgledng na-
tezenia objetosciowego przeptywu z przyktadu 1. Poda¢ ostateczny wynik wartosci
przeptywu, uwzgledniajac w nim niepewnos¢ rozszerzona.

Obliczenia przeprowadza si¢ w oparciu o wzor (11) i1 bilans niepewnosci po-
miaru nat¢zenia przeptywu (tab. 1, 2).

1) Przypadkowa niepewnos¢ standardowa wzgledna pomiaru objetosciowego na-
tezenia przeplywu:

uzp(Qy) = \/Z{Ll[(}i “up(x;)]? =+/0,00077490 = 0,0278  (2,78%)
2) Przypadkowa niepewno$¢ standardowa bezwzgledna:

uzr(Qy) = uyr(Qy) - Qy = 0,0278 - 17,819 = 0,495 dm3 - s~

3) Systematyczna niepewnos$¢ standardowa wzgledna pomiaru objetosciowego
natezenia przepltywu:

ul(Qy) = \/2;;1[01- ~ul(x;)]? = 0,00423831 = 0,0651  (6,51%)

4) Systematyczna niepewno$¢ standardowa bezwzgledna:
uzs(Qy) = uzs(Qy) - Qy = 0,0651 17,819 = 1,160 dm3 - s71

5) Catkowita niepewnos¢ standardowa bezwzgledna:

uzc(Qy) = Vuzr(Q)? + uzs(Qy)? = /0,4952 + 1,1602 = 1,261 dm? - s71

Niepewnos¢ rozszerzona obliczono w przyblizeniu, mnozac calkowitg niepew-
nos¢ standardowsg przez wspotczynnik rozszerzenia k, ktory w przypadku rozktadu
normalnego i poziomu ufno$ci 95% przyjmuje warto$¢ dwa. Stad Uzo(Qy) =
2u(Qy) = 2,5 dm’s™' (wynik zaokragla si¢ do dwoch cyfr znaczacych). Ostatecz-
ny wynik: Qy = (17,8+2,5) dm™s ' (liczba miejsc po przecinku w wyniku i niepew-
nosci powinna by¢ taka sama — w przyktadzie jest jedno miejsce). Przeprowadzone
obliczenia upowazniajg do stwierdzenia z ufnoscia a=95%, ze rzeczywista wartos¢
przeptywu na przelewie zawiera sie w przedziale od 15,3 do 20,3 dm’-s™".
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Table 1. Bilans przypadkowych niepewnosci standardowych pomiaru natezenia przeplywu na przelewie trojkatnym (Qp = 17,819 dm®s™)

Table 1. Balance of random standard uncertainties of the measurement of flow intensity through V-notch weir (0O = 17.819 dm*s™)

: o : . ‘2 . Wspotczynnik Niepewnos¢ standardowa Wspotezyn- | Sktadowe niepewno-
Wielk tit - .
ielkosc Quantity Oszacowanie Niepewnos¢ granicz rozszerzenia Standard uncertainty nik wptywu $ci ztozonej
- . na (rozszerzona) .
jednostka Estimate . Coefficient of | bezwzgledna | wzgledna (-) Impact Components of com-
Symbol . Expanded uncertainty . ! . .
unit expansion absolute relative (-) coefficient plex uncertainty
Xi Xi Ax; k ug(x;) u 'g(x;) G [Giu ’R(xt)]z
u - 0,59675 0 0 0,000 0,00000 1 0,00000000
a cm 40,0 0,1 2 0,050 0,00125 1 0,00000156
h cm 38,0 0,1 2 0,050 0,00132 1 0,00000173
H cm 22,5 0,5 2 0,250 0,01111 2,5 0,00077160
Suma 0,00077490

Objasnienia: u — wspotezynnik wydatku przelewu; a — szeroko$¢ wycigcia otworu przelewu; 4 — glebokos¢ wycigcia korony przelewu; H — wysoko$¢ warstwy przelewowe;.

Explanations: u — weir yield coefficient; a — breadth of weir’s notch; 4 — depth of the notch; A — height of overflow layer.

Tabela 2. Bilans systematycznych niepewnosci standardowych pomiaru natezenia przeptywu na przelewie trojkatnym (Qy = 17,819 dm*s™)

Table 2. Balance of systematic standard uncertainties of the measurement of flow intensity through V-notch weir (Qy = 17.819 dm’-s™)

Wielkos¢ Quantity .| Niepewnos¢ granicz- Wspé%czynr}ik Niepewnos$c¢ standa.rdowa Wsp(’)lczyn- Sklat?qwe qiepewno—

Oszacowanie | = (rozszerzona) rozszerzenia Standard uncertainty nik wptywu $ci ztozonej

jednostka |  Estimate . Coefficient of | bezwzgledna | wzglgdna (—) Impact Components of
Symbol . Expanded uncertainty . 3 ; s

unit expansion absolute relative (-) coefficient | complex uncertainty

X, x; Ax; k () () G, [Gu s()T”

L _ 0,59675 0,01125 1,732 0,0065 0,01088 1 0,00011845

a cm 40,0 0,1 1,732 0,0577 0,00144 1 0,00000208

h cm 38,0 0,1 1,732 0,0577 0,00152 1 0,00000231

H cm 22,5 1,0 1,732 0,5774 0,02566 2,5 0,00411547

Suma 0,00423831
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Objasnienia: jak pod tabela 1. Explanations as in Table 1.
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NIEPEWNOSC POMIARU
MASOWEGO NATEZENIA PRZEPLYWU AZOTU AZOTANOWEGO

Niepewnos$¢ pomiaru masowego natgzenia przeptywu substancji (jednostkowe-
go tadunku substancji) mozna wyznaczy¢, postugujac si¢ zaleznosciami (7), w kto-
rych funkcja fjest wyrazona wzorem (2), za$ x; oznaczaja wartosci objgto§ciowego
natezenia przeptywu Qy 1 stezenia C ptynacej w wodzie substancji. Wartosci te sg
scharakteryzowane standardowymi niepewnos$ciami bezwzglednymi u(Qy), u(C)
lub standardowymi niepewno$ciami wzglednymi: u'(Qy) = u(Qy)/Qy, u'(C) =
u(C)/C. W wyniku odpowiednich przeksztalcen uzyskuje si¢ zaleznosc:

u, (@) = VI QI + [W (O)]? (12)

Przyklad 4. Obliczy¢ przypadkows i systematyczng niepewnos¢ standardowa
wzgledng i1 bezwzgledna oraz catkowita niepewnos$¢ standardowa bezwzgledna
masowego natg¢zenia przeptywu (jednostkowego tadunku) azotu azotanowego
(N-NO;) w wodzie (przyktad 2). Poda¢ ostateczny wynik wartosci przeptywu,
uwzgledniajagc w nim niepewnos¢ rozszerzong. Przypadkowa niepewnos$¢ granicz-
ng (rozszerzong) bezwzgledna uzyskanego wyniku pomiaru st¢zenia oszacowano
na 0,23 mg-dm >, za$ systematyczng niepewnos¢ graniczna (rozszerzona) — na 0,20
mg-dm.

Obliczenia przeprowadza si¢ w oparciu o wzor (12) i bilans niepewnosci po-
miaru masowego nat¢zenia przeptywu (tab. 3, 4).

1) Przypadkowa niepewnos$¢ standardowa wzgledna pomiaru masowego nate¢zenia
przeptywu (fadunku jednostkowego substancji):

uyr(Qu) = \/zﬁgl[ai ul (x)]? = 4/0,00108540 = 0,0330  (3,30%),

2) Przypadkowa niepewnos$¢ standardowa bezwzgledna pomiaru masowego nate-
zenia przeptywu:

uZR(QM) = u,ZR(QM) QM = 0,0329 ) 116,0 = 3,822 mg - S_l

3) Systematyczna niepewnos$¢ standardowa wzgledna pomiaru masowego nateze-
nia przeptywu:

wys(Qy) = \/zile[ciug(xi)]z = ,/0,00455204 = 0,0675  (6,75%)

4) Systematyczna niepewnos$¢ standardowa bezwzgledna pomiaru masowego nate-
zenia przeptywu:
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Tabela 3. Bilans przypadkowych niepewnosci standardowych pomiaru natgzenia przeptywu azotu azotanowego na przelewie trojkatnym (Q,, =116,0

mg's’l)

Table 3. Balance of random standard uncertainties of the measurement of nitrate-nitrogen flow intensity through V-notch weir (Q,, = 116.0 mg-s™")

. iy . . o . Wspotezynnik Niepewno$¢ standardowa Wspolezyn- | Sktadowe niepewno-
Wielkos¢ Quantity Oszacowanie Nlﬁgi:‘(])r;;ii:rgz?rz)cz_ rosszerzyenia Standard uncertainty nik%vply}vlvu $ci zioZoEej
Symbol mia?o Estimate Expanded uncertainty Coefﬁmqnt of | bezwzgledna wzgle{dna, % Irrf}tpv)a.ct Components qf

unit expansion absolute relative, % coetticient complex uncertainty

X Xjs Ax; k ug(x;) u’r(xi) G; [Giu ’R(xt)]z

Oy dm’s™! 17,82 - - 0,495 0,02781 1 0,00077340

Cyn-nos mg-dm™ 6,51 0,23 2 0,115 0,01767 1 0,00031200
Suma 0,00108540

Objasnienia: Qy — objgtosciowe natezenie przeplywu; Cy.yo; — stezenie N-NO;.

Explanations: Oy — volumetric flow intensity; Cy.yo; — N-NOj; concentration.

Tabela 4. Bilans systematycznych niepewnosci standardowych pomiaru masowego nat¢zenia przeptywu na przelewie trojkatnym

Table 4. Balance of systematic standard uncertainties of the measurement of mass flow intensity through a V-notch weir

. o . . ‘2 . Wspotczynnik Niepewnos¢ standardowa Wspodtezyn- | Sktadowe niepewno-
Wielk tit - .
felkos¢ Quantity Oszacowanie leg e(mr;(;izr%?r?;)cz rozszerzenia Standard uncertainty nik wptywu $ci ztozonej
miano Estimate . Coefficient of | bezwzgledna | wzgledna, % Impact Components of
symbol . Expanded uncertainty . i . .
unit expansion absolute relative, % coefficient | complex uncertainty
Xi Xi Ax; k us(x;) u’s(x;) G [Giu ’S(xi)]Q
Oy dm’s! 17,82 - - 1,160 0,06510 1 0,00423741
Cyn-nos mg-dm™ 6,51 0,20 1,732 0,115 0,01000 1 0,00031463
Suma 0,00455204
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Objasnienia: jak pod tabela 3. Explanations as in Table 3.
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uzs(QM) = ulzs(QM) QM = 0,0675 ' 116,0 = 7,830 mg - S_l

5) Catkowita niepewnos¢ standardowa bezwzgledna:

Uzc(Qu) = Vuzr(Qa)? + uzs(Qp)?. /[3,822]2 +[7,830]2 = 8,713 mg - s~ ¢

Niepewnos¢ rozszerzong wyznacza si¢ ze wzoru Uzo(Quy) = 2uzce(QOy) = 2 -
8,713 = 17 mg's ' (wynik zaokragla si¢ do dwoch cyfr znaczacych). Ostateczny
wynik: Oy = (116x17) mg's™ (liczba miejsc po przecinku w wyniku i jego nie-
pewnosci powinna by¢ taka sama). Przeprowadzone obliczenia upowazniaja do
stwierdzenia z ufno$cia a = 95%, ze rzeczywista warto§¢ masowego nate¢zenia
przeptywu N-NO; na przelewie zawiera si¢ w przedziale od 99 do 133 mg-s ™.

OBLICZANIE OBJETOSCI LUB MASY PRZEPLYWU
Objetos¢ przeptywu wody w okresie od #, do ¢, lub mase substancji w niej za-
wartej mozna okresli¢ dwiema metodami: prostokatow i trapezow. Objetos¢ V'

przepltywu wody i mas¢ M przeplywu substancji oblicza si¢ wg zaleznosci:
— w metodzie prostokatow

n
t, —t
vear) oy (=750
i=1

(13)
- t, —t
M~ Atz L _n"lo
. QMl_% (n At )
i=1
gdzie:
Qy;_1, Q1 — objetoSciowe 1 masowe natgzenie przeptywu w Srodku okresu
2 2
<tl'717 ti>7
tit, b — dwie kolejne chwile w okresie od #, do ¢,
At =At;_4;=ti—ty =const.dlai=1,2,...,n
— w metodzie trapezow
n-—1 n
1
V=~ EZ(QVL’ + Quit1)Atiipq = Z Quilt;
i=0 i=0
(14)

n-1 n
1
~ EZ(QML' + Qmit1)Atiiq = z QmiAt;
i=0 i=0
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gdzie:
Oy, O — objetosciowe 1 masowe natgzenie przeplywu w chwili # (o numerze
i),
At At At;_q; + At
Aty = % At, = /= A= —— i 2123,..,n—1

2 T 2
Obliczone wartosci objetosci przeptywu wody ¥ i masy przeptywu zawartej
w niej substancji M mozna skorygowacé, postugujac sie zaleznoscia (5).

NIEPEWNOSC POMIARU OBJETOSCI LUB MASY PRZEPLYWU

Wyprowadzajac wzory do obliczania niepewnos$ci pomiaru objgtosci przepty-
wu wody lub masy przeptywu zawartej w niej substancji, przyjmuje si¢, ze nie-
pewnos$¢ pomiaru okresu probkowania At; jest mala, a przez to mozliwa do pomi-
ni¢cia. Zalozenie to bedzie spetnione w przypadku $cistego odnotowywania czasu
dokonywania pomiaru (miesiac, dzien, godzina, minuta). Gdy stosuje si¢ wzory ze
statym okresem probkowania (Af = const.), a tak jest w przypadku metody prosto-
katow, pomiary nat¢zenia przeplywu nalezy wykonywa¢ w rownych odstgpach
czasu (zawsze o tej samej godzinie wybranego dnia lub dni tygodnia).

Na niepewno$¢ pomiaru catkowitej objgtosci lub masy przeptywu w okresie od
to do ¢, beda si¢ sktada¢ niepewnosci kolejnych pomiarow ich czastkowych warto-
$ci, co wynika ze wzorow metody prostokatow i metody trapezoéw. Ztozenia przy-
padkowych niepewnos$ci standardowych kolejnych pomiaréw tych czastkowych
warto$ci mozna dokonaé, stosujagc prawo przenoszenia si¢ niepewnosci (wzory
(7)). Nie bedzie to mozliwe w przypadku niepewnos$ci systematycznych, ktore sg
ze soba skorelowane, poniewaz kazdy pomiar przeptywu jest wykonywany tym
samym przyrzadem (w przykladach — przelewem trojkatnym), a przez to jest obar-
czony bledem systematycznym o takim samym charakterze (znaku). W takim
przypadku bezpieczniej jest postugiwac si¢ wzorami (9).

PRZYPADKOWA NIEPEWNOSC STANDARDOWA POMIARU OBJETOSCI
LUB MASY PRZEPLYWU

Przypadkowa niepewno$¢ standardowa pomiaru objetosci V' lub masy M prze-
plywu w czasie od ¢, do ¢, oblicza si¢ za pomocg wzordéw (7), w ktorych funkcje f
stanowi: w przypadku metody prostokatow wzor (13), a w przypadku metody tra-
pezéw — wzor (14). Argumenty funkcji x; oznaczaja wartosci Q WMy i-t (W przy-

padku metody prostokatow) 1 Qumy (W przypadku metody trapezow), a u(x;)
iu’(x;) — ich przypadkowe niepewnosci standardowe odpowiednio bezwzgledne
UR(Q(V,M) i—%) i ”R(Q(V,M)i) 1 wzgledne: u;? (Q(V,M) i—%) =Up (Q(V,M) i—%)/Q(V,M) i—%’
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ur(Qw,my) = ur(Qu,m))/Q my- W wyniku odpowiednich przeksztatcen uzysku-
je sie:
— w metodzie prostokatow:

uzr(V, M) = At\/Z uR(Q(VM) l__)] (15a)

, At , 2
uzr(V, M) = VM \/Z?=1 [Q(V,M) i—3 Ug (Q(V,M) i—%)] (15b)

— w metodzie trapezow:

2
uzr(V,M) = JZ?:o[AtiuR Qw.m 1)] (16a)
! 1 n ! 2
uzp(V, M) = VM Yiso [AtiQ(V,M)i Up (Q(V,M) 1)] (16b)
gdzie:
Aty = =; Aty = =285 Ay = =S =123 01

v, M)— oznacza odniesienie si¢ odpowiednio do objetosci lub masy przeptywu.

Przypadkowa niepewno$¢ standardowa pomiaru ilo$ci przeptywu w jakims
okresie maleje wraz ze wzrostem liczby pomiaréw natezenia przeptywu. Gdy licz-
ba pomiaréw przekracza 15, niepewnos¢ ta moze by¢ pominigta [BOS (red.) 1976].
Aby uzasadni¢ to wazne spostrzezenie wezmy pod uwage wzor (16b) i dla uprosz-
czenia zaldozmy, ze wykonano n pomiardw objetosciowego natgzenia przepltywu,
uzyskujac jednakowe wartosci i jednakowe niepewno$ci standardowe, tzn.
Qyi_1 = Qy orazu’ (Qw—l) =u'(Qy)dlai =1,2,..,n. Przy tych zatozeniach

2 2

wzor (16b) mozna przedstawic nastepujaco:

I 2 I
, AtQuu(Q
we(V) = £ VR TB6Q,up (@) = [Mera@ol _ i@ ()

Podobny wzoér mozna wyprowadzi¢ dla metody trapezéw. Wynika z niego, ze
przypadkowa niepewnos¢ maleje odwrotnie proporcjonalnie do pierwiastka z licz-
by pomiarow. W przypadku systematycznej niepewnosci takie stwierdzenie nie jest
zgodne z naszg intuicjg. Niepewnosci systematycznej (btgdu systematycznego) nie
mozna zmniejszy¢ przez zwielokrotnienie liczby pomiardw.
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SYSTEMATYCZNA NIEPEWNOSC STANDARDOWA POMIARU OBJETOSCI
LUB MASY PRZEPLYWU

Systematyczng niepewno$¢ standardowg pomiaru iloci przeplywu w czasie od
t, do t, oblicza si¢ za pomocg wzordow (9), w ktorych funkcje f stanowi w przypad-
ku metody prostokatow wzor (13), a w przypadku metody trapezow — wzor (14).
Argumenty funkcji x; oznaczajg wartosci Q W.M) i (w przypadku metody prosto-

’ 2
katow) 1 O my: (W przypadku metody trapezow), a u(x;) 1 u’(x;) ich systematyczne
niepewnosci standardowe odpowiednio bezwzgledne uS(Q(V M) i—1) 1 us(Qv,myi)
4 2

1 wzgledne: ué(Q(V,M)i_%) = uS(Q(V,M)i_%)/Q(V,M)i_%a ué(Q(V,M)) = uS(Q(V,M))/
Qv my- W wyniku odpowiednich przeksztalcefi uzyskuje sig:
— w metodzie prostokatow:

uzs(V,M) = At- Y-, uS(Q(V,M) i—%) (18a)

I At I
uZS(V: M) = m ?:1 Q(V,M)i—% ’ uS(Q(V,M)i_%) (18b)

— w metodzie trapezow:

uzs(V, M) = Yo At; - us(Qe,myi) (19a)
! 1 !
uzs(V,M) = v =0 At - Qv myi * Us Qv i) (19b)
gdzie:
Aty = =2 Aty = =28 Ay = S o103 -1,

(V,M) — oznacza odniesienie si¢ odpowiednio do objgtosci lub masy przeptywu.

Wzory (18) i (19) mozna przedstawi¢ w uogdlnionej postaci:

uzs(V, M) = Yo us(Q,myi) - At; (20a)

o uk @ )-Q At
/ _ =0 “S\&E(V.M)i V,.M)i'R_ti
uzs (V. M) = = s (20Db)

Ze wzorow tych wynika, ze systematyczna niepewno$¢ standardowa wzgledna
ilosci (objetosci, masy) przeptywu jest Srednig wazona systematycznych niepewno-
sci standardowych wzglednych pomiaru nat¢zenia przeptywu. Wagami sa ilo$ci
przeptywow czastkowych V; = Qy;At; albo M; = Qp;At;. Identyczny wzor jest
zalecany do stosowania przez grup¢ robocza ds. malych budowli hydraulicznych
[BOS (red.) 1978]. Zatozmy, ze wykonano n pomiar6w natgzenia przeptywu w jed-
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Tabela S. Wyniki kolejnych pomiaréw bezposrednich i obliczen czastkowych objegtosci przeptywu wody i masy N-NO;

Table 5. Results of consecutive direct measurements and partial calculations of the water flow volume and mass of N-NO;

Wyniki pomiarow

Wiyniki obliczen Results of calculations

()1 °Z €1 "L "(IIX=X) T10T "BIM 2890 "Po1g§ BpoM dLI O

Da.ta bezposrednich
poruaru Results of direct przeptyw wody water flow przeptyw N-NO3; N-NOj; flow
Date of measurements
measure- ; T p ST
ment At H; G Oyi Vi u'zR(On) | [uze(V)]™ | u'zs(Ori) | uzs(Vi) | Omi M; | uw'zR(Omi) | [uzr(M)]" | u'25(Omi) | uzs(M;)
doby em | mgdm™ | dm’s™! m’ -) (m*)? =) m | mgs” | kg -) kg’ -) kg
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
14.04 10,5 6,49 2,65 0,060 0,138 17,20 0,062 0,139

21.04 7,0 20 6,50 13,27 4816 0,031 22723 0,073 352 86,25 31 0,036 1,266 0,075 2,35
28.04 7,0 225 6,51 17,82 9402 0,0278 68506 0,0651 612 116,00 61 0,0330 4,066 0,0675 4,13
6.05 8,0 25 6,51 23,19 14172 0,025 126193 0,059 833 151,04 92 0,031 8,006 0,061 5,67
12.05 6,0 15 6,52 6,47 7687 0,042 102769 0,097 745 42,16 50 0,045 5,142 0,098 4,93
18.05 6,0 35 6,59 53,78 15615 0,018 78554 0,043 667 354,42 103 0,025 6,621 0,046 4,74
26.05 8,0 23 6,68 18,83 25091 0,027 466962 0,064 1599 125,84 166 0,032 28,587 0,066 10,96
15.06 20,0 27 6,92 28,11 40551 0,023 886519 0,055 2214 194,51 277 0,029 62,460 0,057 15,80
23.06 8,0 25 7,73 23,19 17728 0,025 197465 0,059 1042 179,27 129 0,029 14,177 0,061 7,84
30.06 7,0 39 8,44 70,48 28326 0,016 208711 0,039 1094 59491 234 0,021 24,431 0,041 9,60
7.07 7,0 12 9,15 3,70 22433 0,052 1366833 0,121 2710 33,87 190 0,054 103,905 0,121 23,09
14.07 7,0 31 8,05 39,70 13126 0,020 70596 0,048 628 319,45 107 0,025 7,010 0,050 5,34
21.07 7,0 23 6,94 18,83 17699 0,027 232348 0,064 1128 130,69 136 0,032 18,828 0,066 8,97
28.07 7,0 40 5,84 75,09 28400 0,016 199564 0,038 1072 438,37 172 0,025 18,817 0,043 7,33
4.08 7,0 43 4,73 89,97 49913 0,015 534537 0,035 1764 42591 261 0,029 54966 0,043 11,23
11.08 7,0 19 3,63 11,68 30738 0,033 1025450 0,077 2360 42,39 142 0,046 41,894 0,083 11,77
18.08 7,0 19 3,78 11,68 7062 0,033 54127 0,077 542 44,18 26 0,045 1,377 0,083 2,16
25.08 7,0 22 3,94 16,85 8625 0,028 60283 0,067 574 66,32 33 0,041 1,857 0,073 2,43
2.09 8,0 19 4,11 11,68 9857 0,033 105456 0,077 757 48,02 40 0,044 2,916 0,082 3,23
6.09 4,0 23 4,2 18,83 5271 0,027 20605 0,064 336 79,07 22 0,039 0,719 0,069 1,52

0s
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cd. tab. 5

1 [ 2 | 3 ] 4 5 | e | 71 ] 8 9 w0 | n [r] 13 14 | 15 [ 16
16.09 10,0 32 4,2 42,98 26701 0,020 274320 0,046 1240 180,53 112 0,034 14,268 0,054 6,05
23.09 7,0 35 4,2 53,78 29260 0,018 275829 0,043 1250 225,86 123 0,033 16,188 0,051 6,24
Sumy - - - — 412473 - — — 23519 - 2508 - — - 155,38

Objasnienia: wythuszczone warto$ci stgzen pochodza z pomiardow, pozostale za§ — z interpolacji liniowej; szary wiersz zawiera dane i wyniki obliczen z przyktadow 1-4;
At — okres probkowania; H; — wysoko$¢ warstwy przelewowej; C; — stezenie N-NO;; Qy; — objetosciowe natezenie przeptywu wody; V; — objetosé przeptywu wody w cza-
sie At; u'zp(Or), u75(Or) — przypadkowa i systematyczna niepewno$é pomiaru Qyi; [uze(Vi) uzs(Vi) — sktadowa przypadkowej i systematycznej niepewnosci ztozonej
pomiaru objetoéci przeptywu wody; Qy — masowe natezenie przeplywu N-NOs; M; — masa N-NOs; 1 7(Qun), 1 75(Opi) — przypadkowa i systematyczna niepewnos$¢ pomia-
ru Ous; [uze(M)%, uzs(M;) — sktadowa przypadkowej i systematycznej niepewnosci ztozonej pomiaru masy N-NO;.

Explanations: concentrations given in bold are from measurements, other — from linear interpolation; gray row contains data and calculations from examples 1-4; A¢ —
sampling period; H; — height of overflow layer; C; — N-NOj; concentration; Qy; — volumetric flow intensity; V; — volume of water flowing in time At; U zR(Ori), U zs(Ovi) —
random and systematic uncertainty of the measurement of Qy;; [uz(V)]%, uzg(V) — component of random and systematic complex uncertainty of the measurement of water
volume; Oy — flow intensity of N-NO; mass ; M; — mass of N-NO; u'ZR(QM,) 1'75(Qui) — random and systematic uncertainty of the measurement of Qy; [uzz(M)]?, uzs(M;) —
component of random and systematic complex uncertainty of the N-NO; mass measurement.
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nakowych odstegpach czasu Az, uzyskujac jednakowe warto$ci i jednakowe niepew-
nosci standardowe, tzn. Qy; = Qy oraz u’'(Qy;) = u'(Qy) dlai = 1,2, ...,n. Zgod-
nie z tymi zatozeniami wzor (20b) przyjmie postac:

) Lo us(Qv)QuAt _ nug(Qy)QyAt /
uzs(V) = OE?_SO QZMV = SnQ‘;AtV = us(Qv) @1

Z tego wzoru wynika, ze w przeciwienstwie do przypadkowych niepewnosci,
systematyczna niepewnos¢ standardowa wzgledna nie zalezy od liczby n dokony-
wanych pomiarow.

Przyklad 5. Obliczy¢ objetos¢ doptywu wody i masg¢ doptywu azotu azotano-
wego do stawu nr 9 w kompleksie Stawow Raszynskich. Podstawg obliczen sa wy-
niki pomiarow wysokosci H warstwy przelewowej na przelewie trojkatnym o wy-
miarach jak w przyktadzie 1 oraz wyniki pomiarow stezenia C zwigzkow azotu
azotanowego w probach wody pobieranej na przelewie. Objetos¢ V przepltywu wo-
dy i mas¢ M przeplywu azotu azotanowego obliczano metoda trapezéw, poniewaz
pomiary objetosciowego natezenia przeptywu charakteryzowaty si¢ zmiennym
okresem probkowania.

Wyniki obliczen przedstawiono w tabeli podzielonej na trzy czesci (tab. 5).
W pierwszej zamieszczono wyniki pomiaréw bezposrednich, w drugiej i trzeciej
za$ — szczegotowe wyniki obliczen.

W tabeli 6. przedstawiono obliczone, a nastepnie skorygowane w oparciu
o wzor (5), wartosci V objetosci wody i M masy azotu azotanowego, doptywaja-
cych do stawu.

Zwraca uwag¢ mata warto$¢ niepewnosci przypadkowych u'zx(V), u'zr(M)
w stosunku do warto$ci niepewnosci systematycznych u'zs(V), u'zs(M). Wynika
z tego, ze gdy liczba pomiaréw jest duza (w przyktadzie — 22) obliczenia niepew-
nosci uzyskanych wynikow mozna ograniczy¢ tylko do niepewnos$ci systematycz-
nej, co wykazano teoretycznie w tej pracy (wzor (17)). Oznacza to, ze gdy liczba
pomiaréw jest duza, do obliczania niepewnosci ilosci (objetosci albo masy) prze-
pltywu nalezy dysponowac tylko warto$ciami systematycznych niepewnosci stan-
dardowych pomiaru nat¢zenia przeptywu i analiz laboratoryjnych.

Na podstawie wynikoéw zawartych w tabeli 6. mozna z ufnoscig ok. 95% twier-
dzi¢, ze w okresie odrostu ryb w 2009 r. do stawu nr 9 doptyneto (441%51) dm’
wody i (2,74+0,34) Mg azotu azotanowego. Przedstawione tu niepewno$ci moga
by¢ zanizone (lub zawyzone) ze wzgledu na uproszczenia stosowane w badaniach
i obliczeniach oraz z uwagi na specyficzne warunki pomiarow. Mozna zaliczy¢ do
nich:

— dhugi okres probkowania (Af) natgzenia przeptywu i jeszcze dluzszy — stezenia
substancji w wodzie,

— przerw¢ w probkowaniu natezenia przeptywu wody w okresie od 26.05 do
15.06.2009 .,
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Tabela 6. Podsumowanie wynikow obliczen

Table 6. Summary of calculations

Wyniki obliczen objgtos¢ przeptywu wody Results of calculations of water flow volume

14 uzr(V) uzs(V) uzc(V) u'zx(V) u'z(V) u'zc(V)
m’ m’ m® m’ % % %
412473 2526 23519 23 654 0,61 5,70 5,73
440 698 2 698 25128 25273 0,61 5,70 5,73

V = (441£51) dm®

Wyniki obliczen masy przeplywu substancji Results of calculations of mass flow

M uzr(M) uzs(M) uzc(M) u'zp(M) u'z(M) u'zc(M)

kg kg kg kg % % %
2508 21 155 157 0,83 6,20 6,25
2738 23 170 171 0,83 6,20 6,25

M = (2,74+0,34) Mg

Objasnienia: wyttuszczone liczby oznaczaja wartosci skorygowane; V' — objetos¢ przeptywu; uzr(V), uzs(V), uzc(V)
— przypadkowa, systematyczna i catkowita ztozona bezwzgledna niepewno$é pomiaru V; u'zz(V), t'zs(V), u'ze(V) —
przypadkowa, systematyczna i catkowita ztozona wzglgdna niepewno$¢ pomiaru V; M — masa przeptywu substan-
cji; uzr(M), uzs(M), uzc(M) — przypadkowa, systematyczna i catkowita ztozona bezwzgledna niepewno$¢ pomiaru
M 1 (M), u'z5(M), u'sc(M) — przypadkowa, systematyczna i catkowita ztozona wzgledna niepewnos¢ pomiaru M;

Explanations: corrected values are given in bold; V' — volume of water; uzz(V), uzs(V), uzc(V) — random, systematic
and total complex absolute uncertainty of the measurement of V; u'z(V), u'zs(V), u'2c(V) — random, systematic and
total complex relative uncertainty of the measurement of V; M — mass of a flowing substance; uz(M), uzs(M),
uzc(M) — random, systematic and total complex absolute uncertainty of the measurement of M; u',x(M), u'zs(M),
u'zc(M) — random, systematic and total complex relative uncertainty of the measurement of M;

— konieczno$¢ szacowania niepewnosci metodg typu B, a wigc w oparciu o zalo-
zenia dotyczace przypadkowych, szczegdlnie za$ systematycznych niepewnos$ci
granicznych wynikéw pomiaréw bezposrednich na przelewie trojkatnym oraz
przypadkowych, szczegdlnie za$ systematycznych niepewno$ci granicznych
analiz stezen N-NO; w nieakredytowanym laboratorium.

BILANSOWANIE WODY I MASY

Na zakonczenie oméwiono przypadek obliczania objgtosci wody albo masy
substancji zawartej w wodzie retencjonowanych w okreslonym czasie na okreslo-
nym obszarze i1 niepewnos$ci wyniku tych obliczen. W takim przypadku podstawe
obliczen stanowia pomiary doptywu wody (substancji) na ten obszar i jej odptywu
Z tego obszaru oraz niepewnosci tych wartosci.

Objetos¢ wody albo mase substancji retencjonowanej na catym obszarze obli-
cza si¢ sumujac algebraicznie (z uwzglednieniem znaku) wszystkie doptywy i od-
ptywy, tj. AV = ¥3_, V; oraz AM = Yi_, M;. Niekiedy zachodzi potrzeba odniesie-
nia objgtosci retencjonowanej wody albo masy substancji do jednostki powierzchni
F obszaru i wtedy Av = Zf:l v; oraz Am = Zis:l m;, gdzie: (vi=V/F, mi=M/F).
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Na podstawie tych zaleznosci 1 wzoréw (7) mozna wyprowadzi¢ formuly na nie-
pewnos$¢ standardowg tak uzyskanego wyniku. W przypadku niepewnosci standar-
dowej bezwzglednej przyjma one postac:

uz(AV) = / i u(V)?
(22a)
uz(AM) = / foq u(M)?
w (0) = 2 [T u(V? +u () - 2, V7
(22b)
wp(am) = 2 S8, u(MY? +u (R - T, M7
gdzie:
V, M; — odpowiednio objetos¢ 1 masa doplywu lub odpltywu na i-tym

ujeciu lub zrzucie,

u(V;), u(M;) — niepewnos¢ standardowa bezwzgledna pomiaru objetosci V;
i masy M,

F — pole powierzchni obszaru retencjonowania wody lub masy sub-
stancji,

uw(F) — niepewnos¢ standardowa wzgledna (bez miana) pomiaru po-
wierzchni F,

Vi, m; — odpowiednio objetos¢ i masa doptywu lub odptywu na i-tym
ujeciu lub zrzucie w przeliczeniu na jednostk¢ powierzchni ob-
szaru,

S — liczba uje¢ na obszar i zrzutéw z obszaru.

Z analizy wzoréw (22) wynika, ze niepewno$¢ pomiaru ilosci doplywu rosnie
wraz ze wzrostem liczby czynnych ujeé/zrzutéw. W takich sytuacjach nie mozna
sugerowac si¢ niepewno$ciami wzglednymi, gdyz w warunkach rownowagi do-
ptywu i odptywu (AV = 0, AM = 0) niepewno$¢ wzgledna wartosci AV i AM moze
osiaga¢ bardzo duze wartosci, co wynika z definicji tej niepewnosci, np. u, (AV) =
uz (AV)/AV iu, (AM) = uz(AM)/AM.

Wzory (22) wyprowadzono zaktadajac, ze wyniki pomiaréw V;, M; (albo v;, m;)
dlai=1,2, ..., S nie sg ze sobg wzajemnie skorelowane. Zatozenie to bedzie raczej
spetnione w przypadku pomiaru (obliczania) objetosci przeplywu na réznych uje-
ciach lub zrzutach wody na podstawie pomiaré6w objetoSciowego natgzenia prze-
ptywu wykonywanych ré6znymi metodami (np. z uzyciem réznych przelewow).
Natomiast zalozenie takie moze by¢ watpliwe w przypadku pomiaru retencji masy
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na danym obszarze, na podstawie pomiaréw obj¢tosciowego natgzenia przeptywu
na wpustach i upustach wody wykonywanych réznymi metodami i pomiaréw ste-
zen substancji na tych urzadzeniach wykonywanych ta samg metoda. Przyktadem
moze by¢ pomiar retencji N-NO; w stawie na podstawie pomiar6w nat¢zenia obje-
tosciowego przeptywu wody na przelewach zainstalowanych w mnichach spusto-
wych i wpustowych oraz pomiaréw stgzenia tego pierwiastka ta sama metoda na
tych urzadzeniach. W tym przypadku systematyczna niepewnos$¢ standardowa wy-
nikow pomiaru objetosci przeptywu w wodzie i masy substancji w niej zawartej,
obliczona z wzor6éw (22) moze by¢ zawyzona. Wynika to z tego, ze r6znica migdzy
systematyczng niepewnoscig standardowa wynikéw pomiaré6w na wpustach a sys-
tematyczng niepewnoscig standardowa wynikow pomiaré6w na upustach moze by¢
mniejsza od standardowej niepewnosci wynikéw pomiardow na tych urzadzeniach
branych oddzielnie. W celu uniknigcia tego problemu nalezatoby analizy stezenia
substancji skorygowaé, wprowadzajac odpowiednie poprawki i usuwajac w ten
sposob btedy systematyczne wynikow analiz.

WNIOSKI

1. Do obliczania objgtosci przeptywu wody i masy przeptywajacych w niej
substancji mozna stosowac¢ jedng z numerycznych metod przyblizonego obliczania
catek oznaczonych — metode prostokatow lub metode trapezoéw (wzory (13) albo
(14)). Bardziej doktadna (dwa razy) jest metoda prostokatow, za§ bardziej wygod-
na — metoda trapezéw, gdyz nie zada si¢ tu stalego okresu probkowania.

2. Btlad obliczen tymi metodami jest odwrotnie proporcjonalny do kwadratu
liczby pomiarow, tj. wprost proporcjonalny do kwadratu okresu probkowania. Do-
ktadno$¢ obliczen mozna poprawi¢, na podstawie dodatkowych obliczen ilosci
przeptywu przy podwojnym okresie probkowania (wzor (5)).

3. Wynik obliczen objetosci lub masy przeptywu, uzyskany metoda prostoka-
tow albo metodg trapezow, stanowigcy najlepsze przyblizenie wartosci doktadnej,
powinien by¢ uzupeliony o jego niepewnos¢, na podstawie ktorej wyznacza si¢
przedziat liczbowy w jakim, z okre§lonym prawdopodobienstwem, np. 95%, znaj-
duje si¢ wartos¢ doktadna.

4. W pomiarach (obliczeniach) objetosci 1 masy przeptywu na podstawie co
najmniej 15 pomiarow czastkowych (pomiar natezenia przeplywu, a w przypadku
pomiaru przeptywu masy — dodatkowo pomiar stezenia substancji w wodzie) pod-
stawe obliczen niepewno$ci moga stanowi¢, w przypadku objetosci przeptywu —
systematyczne niepewnosci standardowe pomiaru natgzenia objgtosciowego prze-
ptywu, za§ w przypadku masy — dodatkowo systematyczne niepewnosci standar-
dowe pomiardéw stezenia substancji w wodzie.

5. W pomiarach (obliczeniach) objg¢tosci i masy przeptywu na podstawie
mniejszej liczby (<15) pomiaréw czastkowych podstawe obliczen niepewnosci
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powinny stanowi¢ nie tylko systematyczne, lecz rowniez przypadkowe niepewno-
$ci standardowe pomiaru nat¢zenia obj¢tosciowego przeptywu i, w przypadku po-
miaru masy — dodatkowo, przypadkowe niepewnosci pomiaréw stezen substancji
w wodzie.

6. Stezenia substancji w wodzie 1 ich niepewnosci powinny by¢ okreslone
przez chemiczne laboratoria akredytowane. Konieczne jest, aby laboratoria te,
oprocz catkowitej niepewnosci wyniku analizy, podawaly jej sktadowe — niepew-
no$¢ przypadkowsg i systematyczng. Wskazane jest, aby wyniki analiz laboratoryj-
nych byly pozbawione btgdow systematycznych, czyli charakteryzowaty si¢ zero-
wa systematyczng niepewnoscig standardowa.
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Edmund KACA

MEASUREMENT OF WATER FLOW AND MASS OF SUBSTANCES
CONTAINED THEREIN AND ITS UNCERTAINTY BASED ON FISHPONDS EXAMPLE

Key words: flow mass, flow volume, mass flow intensity, methods of calculation, uncertainty of meas-
urement, volumetric flow intensity

Summary

The paper presents methods of calculating the volume of flowing water and mass of substances it
contains based on measurements of water flow and laboratory analyses of concentrations. These cal-
culations are proposed to be made with the method of rectangles and with especially convenient
though less precise method of trapeziums. Error of calculations with these methods is proportional to
the square of the sampling period. The accuracy may be improved by following the proposed algo-
rithm.

The need was underlined of characterising the results of calculations by their uncertainty i.e. by
the range of values within which, at a certain probability e.g. 95%, falls the exact value. In case of
measurements of water volume or mass of substances it contains based on at least 15 partial meas-
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urements (measurement of volumetric flow and, for mass calculations, also the concentration of
a substance in water) calculations of uncertainty may be based on systematic standard uncertainty of
volumetric flow and systematic standard uncertainty of concentration measurements, respectively.
When the number of partial measurements is smaller, than the uncertainty should be based not only
on systematic but also on random standard uncertainties of volumetric flow measurements and anal-
yses of concentrations.

Concentrations of a substance in water and uncertainty of its measurement should be determined
by accredited chemical laboratories, which, apart from the total uncertainty of analytical result should
also give its components — random and systematic uncertainty.

The paper gives examples of calculations which used measurements made in one of ponds in the
complex Stawy Raszynskie of the Experimental Farm, Institute of Technology and Life Sciences

Adres do korespondencji: prof. dr hab. E. Kaca, Instytut Technologiczno-Przyrodniczy w Falentach,
al. Hrabska 3, 05-090 Raszyn; tel. +48 (22) 720-04-20 w. 502, e-mail: E.Kaca@itep.edu.pl
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