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O SPIRALI ARCHIMEDESA | JEJ INTERPRETACJI PRZYRODNI CZEJ
ILUSTRUJACEJ BUDOWE PAJECZYN

Streszczenie

Wstep i cel: W pracy przedstawiono zte okrglenia i wybrane wiasriai spirali Archimedesa.
Gtownym celem pracy jest interpretacja przyrodnispaali Archimedesa, a w szczegdoojej
zwigzek z budow pagczyn.

Materiat i metody: Materialem teoretycznymgswnvybranezrédia z literatury. Materialem przy-
rodniczym g zdjecia pagczyn wykonane w plenerze. W pracy zastosowano metodlityczno-
numeryczg z wykorzystaniem progranmathematica.

Wyniki: Z bada& numerycznych wynika faktzimozna w sposéb przylkiony okreli¢ przecetng
dtugcé¢ spirali pagczej oraz pole jakie ona zaki@ Istnieje zwizek geometryczny redzy spira-
la Archimedesa a budaypagczyn.

Whniosek: Znajgc wiasndci spirali Archimedesa nitiwe jest analityczne wyznaczenie przybli-
zonych wartdci parametrow pagzyny takich jak diug& tuku, pole powierzchni, promiekrzy-
wizny oraz krzywizg spirali pagczej z wykorzystaniem progranMiathematica

Stowa kluczowe:Spirala Archimedesalefinicje iwlasngci, interpretacja przyrodniczaymula-
cja, Mathematica.

(Otrzymano: 01.03.2016; Zrecenzowano: 15.03.2046kZeptowano: 31.03.2016)

ABOUT ARCHIMEDEAN SPIRAL AND ITSNATURE INTERPRETATION
ILLUSTRATING COBWEBS CONSTRUCTION

Abstract

Introduction and aim: The paper presents various terms and selectedeptiep of the spiral of
Archimedes. The main aim of this paper is integdien of the natural spiral of Archimedes, and
in particular its relationship to the constructiah cobwebs.

Material and methods: Theoretical material are selected from literatuseurces. The natural
material consists from photos, which were takendoots. The paper uses numerical and
analytical method using Mathematica program.

Results: The research shows that it is possible to apprately determine average length of
spiral spider and a field which its outlines. Thé&sesome geometric relationship between spiral of
Archimedes and the construction of cobwebs.

Conclusion: Knowing the properties of Archimedean spiral isgible analytical determination
of approximate values cobwebs such as arc lengttiace area, radius of curvature and the
curvature of the spiral spider using Mathematica.

Keywords: Spiral of Archimedes, definitions and propertiaajural interpretation, simulation,
calculations, Mathematica.
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1. Okreslenia spirali Archimedesa
1.1. Wspohzdne biegunowe

Spirala Archimedesa to krzywa w B réwnaniu we wspétezinych biegunowych o nast
pujacej postaci [1]-[3]:

p(9)=ald, 1)
gdziep to promier [m], ¢ — bezwymiarowy & miedzy pétosy uktadu wspétrzdnych biegu-
nowych a promieniem wodezym punktu spirali, natomiast a — parametr [m] élerevzor:

_P
as (2

gdziew to bezwymiarowa gdkos¢ katowa dla promienia.

Wykres krzywej, okréonej wedtug wzoru (1), sktadagst dwoch gadzi, a m mianowicie
linii odpowiadagcej dodatnim wielkéciom argumentw (Rys. 1) [1]-[3].

Program 1. Wykresy spiral Archimedesa we wspolngch biegunowych w 2D

Program Mathematica [4] Komentarz
Pol arPlot[{¢,-¢},{9,0, 6P}, ankcja i zakres
Pol ar G'i dLi nes — Aut omati c, Siatka
Pol ar Axes - Aut omat i c, Osie wspotrzdnych

Grubaosé krzywej

Pl ot Styl e - {Bl ack, Thi ckness[ 0. 008] }, Etykiety stopni (Rys. 1)

Pol ar Ti cks - {" Degrees"”, Aut ormati c}]

1.2. Wspohrzdne parametryczne

Spirala Archimedesa we wsp@dnych parametrycznych ma ngsitjaca posta [1], [3]:
x(t) =p(t) [cost), 3)
y(t) =p(t) [sin(t) , (4)
gdzie t to bezwymiarowyd, a promi@ p okreslony wzorem (2) dla zmiennej t.

Jeili we wzorach (3) i (4) uwzghnimy zalenos¢ (1) dla zmiennej t, to wtedy uktad
wspotrzdnych parametrycznych przyjmuje ngsijaca jeszcze ing znary posta:

x(t) =atlcost), (5)
y(t) = atlsin(t). (6)
gdzie t1(0,+o0) lub t(—o0,0).
Wykres krzywej, okrdonej wedtug wzordéw (3) i (4) pokazano na rysu2ki2].

Program 2. Wykresy spiral Archimedesa we wspdingch parametrycznych

Program Mathematica [4] Komentarz
ParametricPlot[{{t Cos[t],t Sin[t]}, Funkcje i zakres
{-t Cos[t],-t Sin[t]}},{t,O0,6Pi}, Funkcje i zakres
Franme - Tr ue, Ramka
G i dLi nes ~ Aut omat i c, Siatka .
Pl ot Styl e~ {{ Bl ack, Thi ckness[ 0. 004] }, Kolor, grubai¢ i styl obu
{Bl ack, Dashed, Thi ckness[ 0. 006]}}] krzywych (Rys. 2)
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Rys. 1. Spirala Archimedesa w postaci biegunowejRys. 2. Spirala Archimedesa w postaci parametryjczne

dla kata>0 (Mathematica ) dla kata t>0(Mathematica )
Zr6dio: Opracowanie wlasne Autoréw Zrédio: Opracowanie wlasne Autoréw
Fig. 1. Archimedean spiral in polar presentation Fig 2. Archimedean spiral in parametric presentatio
for anglep>0 (Mathematica ) for angle t>0(Mathematica )
Source: Elaboration of the Authors Source: Elaboration of the Authors

1.3. Wspohzdne kartezjanskie w przestrzeni 2D

Zauwamy, ze prawdziwe gnastpujgce zalenaosci (Rys. 3) [1], [3]:

p2=x2+y2, (7)

p:1/X2+y2, (8)

gdziep - promie , X oraz y — wspotene punktu na krzywej. Ponadto mamy zat&¢:

skad otrzymujemy

_Y
tg(9) = 9)
skad dostajemy
o= arctg(lj . (10)
X

Z réwnania (1) mgna otrzyma rownanie ogolne spirali Archimedesa po podstawieai-
leznosci (8) i (10). Wtedy otrzymujemy rownanie ogélnenastpujacej postaci [1], [3]:

\/x2 + y2 = a&rctg{%} : (12)

Program 3. Wykres spirali Archimedesa we wspahg/ch biegunowych w 2D

Program Mathematica [4] Komentarz
Pol arPlot[ ¢, {9, 0, 6Pi }, Funkcja, zakres zmienngj
Ti cks - None, Pl ot Styl e - Red] Bez tiksdw, kolor krzywej (Rys. 3)

Program 4. Wykres spirali Archimedesa we wspitrg/ch parametrycznych w 2D (Rys 3) [1]

Program Mathematica [4] Komentarz

ParanetricPlot[t{Cos[t],Sin[t]},{t,0,6Pi}, Funkcja, zakres zmiennej t bez tik-
Ti cks -~ None, Pl ot Styl e - Red, | mrageSi ze - 150] sow, kolor, rozmiar (Rys. 3)
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1.4. Wspohrzdne kartezjanskie w przestrzeni 3D

Biorgc pod uwag zaleznos¢ 0golmg (11) maemy uzyska przestrzenny obraz spirali Ar-
chimedesa (Rys. 4) [1], [2].

Program 5. Wykres spirali Archimedesa we wsptgich przestrzennych 3D

Program Mathematica [4] Komentarz
Pl ot 3D[ { ArcTan[ y/ x] , x"2+y"2}, Funkcje
{x,0.0001, 1. 25}, {y, 0. 0001, 1. 25}, Zakres zmiennych x oraz y
Mesh - None] Wygtadzenie powierzchni (Rys. 4)
S
¢2 s .512
“ 01 ;

Rys. 3. Spirala Archimedesa w postaci ogolnej Rys. 4. Spirala Archimedesa w postaci 3D

punkty A, B oraz kty ¢, i ¢, (Mathematica 7) Widok z gorfMathematica 7)
Zr6dio: Opracowanie wlasne Autoréw Zr6dio: Opracowanie wiasne Autoréw
Fig. 3. Archimedean spiral in genefaim Fig. 4. Archimedean spiral in 3D form
points A, B and angleg; i ¢, (Mathematica 7) Top viem(Mathematica 7)
Source: Elaboration of the Authors Source: Elaboration of the Authors

2. Wiasnaici spirali Archimedesa

» Kazda potprosta przecina wykres spirali Archimedegauwktach A, A, ... , A« spehnia-
jacych warunek [1]:
OA1 =AA; = AA3=...= AjAj4 =...= 2n = const (12)

» Dtugosé tuku OA wyraza sk nastpujaco [1], [3]:

L =%[E¢\/¢2+1+|n(¢+\/¢2+1)} (13)

» Pole wycinka AB spirali wyrza st wzorem [1], [3]:
1
Pag 2632(43% - 7). (14)

» Promie krzywizny spirali okrélony jest wzorem [3]:

3 3
n M@0+ (15)
¢*+2
» Znajc promier krzywizny mana okréli¢ rowniez krzywizre spirali [3]:
_1 (16)
R
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3. Interpretacja przyrodnicza
3.1. Sié pajecza

Ni¢ pagcza to wielofunkcyjna, diuga i cienkacnipowstagca w efekcie zakrzepggia na
powietrzu wydzieliny gruczotow pezinych niektérych stawonogéw zbudowanej z widkien
fibroinowych sklejonych serycyn Ni¢ pagcza jest elastyczna, nie rozpuszczavsiwodzie,
jest kilkadziesit razy ciéisza od ludzkiego wiosa i ma bardzo dobre wiasnmechaniczne.
Moze zwkkszy swop diugas¢ o 40% bez rozerwaniagsi

Charakteryzuje siduza wytrzymatacia mechanicza, najwyzsz wsréd naturalnych wio-
kien. Nici przdne wekszaci pagkdéw cechuje wytrzymakd dwukrotnie wysza nk wy-
trzymatai¢ stali o tym samym przekroju.

Naukowcy pokitadaj nadzieje na opracowanie wydajnych metod pozyskavari przd-
nych (doréwnujcych parametrami niciom pgizym) w manipulacjach genetycznych doko-
nanych na jedwabnikach (Rys. 5-10) [5].

/‘/ : ;::‘I=4 ks W

N oy

AN ST N\
Rys. 7. Pajczyna, widok z boku Rys. 8. Pajczyna, odsipy
Fig. 7. Cobweb, lateral view Fig. 8. Cobweb, intervals
o — . _
. i ,,_“iﬁ "
,\ Il I/l e~ -
Rys. 9. Pajczyna, widok na siatk Rys. 10. Pajczyna, widok na odspy
Fig. 9. Cobweb, net view Fig. 10. Cobweb, interval view

Photo: G.P. Skorny, Xledziowski
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3.2. Analiza numeryczna parametrow spirali pagczej
Przygte dane do analizy numerycznej parametry spirgdicaaj pokazano w tablicy 1.

Tablica 1. Wybrane parametry spirali gggej / Selected parameters of cobwebs spiral

Symbol: Objanienie: Wartg¢: Wymiar:
a odstp miedzy ramionami spirali pagzej 10 | 0,01 [mm]| [m]
n przyblizona liczba ramion spirali pgajzej 25 -
[0) kat spirali pagczej 0,291 [rad]
o | 0:0,29180m 0; 0,297(n [°]; [rad]
kat tk k |
91,92 | Kat poczikowy I koncowy spirall pajcze] 0,298025=1305° | 0,29725=22,7765

Zr6dto: Opracowanie Autorow / Source: Elaborationtbé Authors

Program 6. Obliczenie numeryczne parametrowagzgny (spierali Archimedesa)

Program Mathematica [4] Komentarz
a:=0.01 n:=25 ¢:=0.29*Pi*n ¢,:=0.001 ¢ =0.29*Pi*n | Parametry pajczyny (Tab. 1)
L=0.5*a*(f*Sqrt[f~2+1] +Log[f+Sqrt[f"2+1]]) Diugas¢ tuku pagczyny
pP=an2*(f273-f1"3)/6 Pole powierzchni pagzyny
R=a*(f"3+1)"1. 5/ (f~2+2) Promiei krzywizny pajczyny
k=1/R Krzywizna pagczyny

» Dlugos¢ tuku L [m] spirali nici pagczej, obliczona wg wzoru (13) jest réwna:

L= 0’701[22,7765[{/22,T6552+1 " In(22,7765+ \/ZZ,TGSQHH = 262. (17)

> Pole powierzchni P [fih spirali nici pagczej, obliczone wg wzoru (14) jest réwne:

_ 0p7
6
» Promie krzywizny R [m] spirali nici pajczej, obliczony wg wzoru (15) ma poé&ta

P (22,7765 - 000%) = 019693 (18)

(227765 +1)°

= 246663 (19)
227765 +2

R= 0,0lD\/

> Krzywiznak [m™] spirali nici pagczej, obliczona wg wzoru (16) ma pasta
_ 227765 +2
001G/ (227765 +1)®

= 0,0405412 (20)

4. \WWniosek

Znajac wiasndci spirali Archimedesa nitiwe jest analityczne wyznaczenie przyiok
nych wartdci parametrow spirali pegzej takich jak dlug&@ tuku, pole powierzchni, promie
krzywizny oraz krzywizg stosujc program numerycznylathematica
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