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KRIGING - OD GORNICZEJ PRAKTYKI,
POPRZEZ TEORIE,
DO ZASTOSOWAN SRODOWISKOWYCH

16.1 WPROWADZENIE

Istotng cecha, ktérg posiadaja wiekszo$¢ zbiorow danych geologicznych,
geotechnicznych jest to, Ze ich elementy posiadaja okresSlone potozenie
w przestrzeni. Wazng role odgrywaja takie cechy danych przestrzennych jak np.
stopien ciggtos$ci przestrzennej, anizotropia, trend, wartos$ci nietypowe. Rozwazajac
zjawiska przestrzenne, nalezy pamietaé, ze najczesciej informacja o nich jest
otrzymywana w wyniku dyskretnych pomiaréw przeprowadzanych wedtug
zalozonego planu, ktére pokrywajag maty utamek badanego obszaru (najczesciej
wiele rzedéw wielko$ci mniejszy od niego). Z wielu praktycznych powodéw pomiary
takie podlegaja wielu ograniczeniom i nie s3 wykonywane w sieciach regularnych.
Konieczna jest wiec interpolacja (lub ekstrapolacja) uzyskanej informacji na
otoczenie punktow pomiarowych lub cato$¢ badanego obszaru. Zagadnienie to jest
kluczowe w ocenie zasobow np. geologicznych, w szczeg6lnosci gorniczych [1, 2, 3,
4, 5] oraz przyrodniczych lub w zagadnieniach zwigzanych z zanieczyszczeniem
$Srodowiska [6, 7, 8, 9]). Tymczasem jest ono bardzo trudne, gdyz zjawiska
przestrzenne np. geologiczne, gdrnicze, pedologiczne charakteryzuja sie duza
ztozonos$cia. Od wynikéw, a zatem i od jako$ci interpolacji przestrzennej
podejmowane jest wiele kluczowych decyzji np. od wtasciwej oceny zasobdw zt6z
moze zostac podjeta decyzja o budowie i konkretnej lokalizacji kopalni.

Metody interpolacji przestrzennej rozwijane byly od dawna, ale dopiero od
ostatnich kilkudziesieciu latach, przezywaja szczeg6lnie gwattowny rozwoj dzieki
wytonieniu sie geostatystyki jako petnoprawnej i praktycznej dziedziny wiedzy na
pograniczu statystyki i nauk przyrodniczych, w szczegdlnosci geologii oraz rewolucji
informatycznej. Gtéwnym celem tego artykutu jest przede wszystkim wyjasnienie
znaczenia, i mozliwosci metod krigingu. Celem dodatkowym jest przedstawienie
czytelnikowi zarysu genezy tych metod, ktore powstaty dzieki wspétpracy gérnikow
i statystykow. Artykut skupia sie na korzysciach jakie daje kriging i jest napisany
bez rozbudowanego zlozonego formalizmu matematycznego, ktory cho¢ czesto
konieczny powoduje, ze metody krigingu sg z jednej strony ciagle mato znane,
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a z drugiej strony trywializowane. Szczegétowe zalozenia, i wyprowadzenie
wybranych metod krigingu zostaly opisane w pracy [10], na ktorej niniejszy artykut
bazuje. Ze wzgledu na ograniczong objetos¢ artykutu, znaczenie i mozliwos$ci metod
krigingu bedzie wyjasnione gtéwnie na przykladzie najczeSciej stosowanego
krigingu zwyczajnego.

16.2 POCZATKI KRIGINGU

Oprécz krigingu istnieje mnogo$¢ roéznych metod interpolacji. Do najbardziej
popularnych naleza np. triangulacja zwana czasami metodg trojkatéw (ang.
triangulation), metoda wielokatéw Thiessen’a (Voronoi), (ang. Thiessen, Voronoi
polygons method), metoda minimalnej krzywizny (ang. minimum curvature),
najblizszego sasiada (ang. nearest neighbor method), naturalnych sgsiadéw (ang.
natural neighbor method), metoda odwrotnych odlegtosci (ang. inverse distance
weighting method), interpolacja wielomianowa zwana tez interpolacja Lagrange'a
(ang. polynomial regression method, Lagrange's method), metoda Sheparda (ang.
Shepard’s method), metoda funkcji sklejanych (ang. spline functions method) [10].
Rézne s3 tez sposoby Klasyfikacji metod interpolacji przestrzenne;.
Do najwazniejszych nalezy podziat na metody deterministyczne, ktore
wykorzystujac réznorakie funkcje interpolujgce tworza model jednoznacznie
okreSlonej powierzchni, ale nie uwzgledniajg informacji statystycznej dostepne;j
w zbiorach danych, oraz metody stochastyczne (niedeterministyczne), ktore ja
uwzgledniajg. Istotny jest rOdwniez podziat na estymacje lokalng (punktowsg),
w ktorej dokonujemy estymacji badanej zmiennej (lub jej wybranego parametru
statystycznego np. $redniej) wielokrotnie w wybranych, badanych punktach, lub
estymacje globalng, w ktorej dokonujemy estymacji zmiennej (albo wybranego
parametru) na wiekszym obszarze. Metody interpolacji dzielimy tez na wierne lub
wygtadzajace w zaleznoSci od tego czy uwzgledniajg SciSle dane pomiarowe.
Z powododw, ktdre zostang wyjasnione ponizej zadna z wyzej wymienionych metod
nie odniosta takiego sukcesu jak kriging.

Poczatki metod geostatystycznych, w tym ich ,motoru” - krigingu zwigzane byty
z poszukiwaniem liniowego, optymalnego estymatora przestrzennego. Podwaliny
tych metod pojawity sie juz w pierwszej potowie dwudziestego wieku i zwigzane s3
z wieloma wybitnymi matematykami i statystykami takimi jak np. H.0.A. Wold,
A. Kotmogorow, N. Wiener, AM Yaglom, L.S. Gandin, B. Matern, G. Jowett. Jednak
przetomowymi okazaty sie dopiero empiryczne prace potudniowoafrykanskiego
geologa Daniela G. Krige’a zajmujgcego sie m.in. eksploatacjg zt6z ztota w Afryce
Potudniowej, a nastepnie rozwiniete i spopularyzowane przez francuskiego
matematyka Georgesa Matherona na poczatku lat sze$c¢dziesigtych dwudziestego
wieku. D.G. Krige w latach 1938-1943 pracowat w kopalni ztota Anglovaal Group,
gdzie zdobyt praktyczne doswiadczenie w oprébowaniu, geodezji, szacowaniu z16z.
W 1951, w wieku 19 Iat, obronit prace magisterska na uniwersytecie
w Witwatersrand (Wits) pod tytutem ,A statistical approach to some mine valuations
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and allied problems at the Witwatersrand” [11]. Georges Matheron, ktéry byt
absolwentem Ecole Polytechnique oraz Ecole des Mines de Paris dostrzegl ogromny
potencjat teoretyczny i praktyczny prac Daniela G. Krige’a. Opracowana przez
Georgesa Matherona technika estymacji w nieoprébowanym miejscu zostata
w 1960r. nazwana na cze$¢ Daniela G. Krige’a po raz pierwszy krigingiem (ang.
kriging, fr. krigeage). Nalezy podkresli¢, ze to wtasnie Georges Matheron stworzyt
najbardziej spojny i przejrzysty formalizm teoretyczny geostatystyki [12, 13]
(réwniez tej nazwy tez uzyt jako pierwszy), wniost do niej wiele wtasnych idei.
Zaréwno solidne podstawy matematyczne jak i odpowiedni formalizm spowodowat,
ze metody krigingu zaczely by¢ rozwijane i stosowane w wielu krajach $wiata.

16.3 KRIGING JAKO NAJLEPSZY, LINIOWY, NIEOBCIAZONY ESTYMATOR
PRZESTRZENNY

W dowolnych punktach, gdzie nie byty wykonane pomiary badanej wielkos$ci, mozna

oszacowac jej nieznang, prawdziwg warto$¢ uzywajac wazonej, liniowej kombinacji

warto$ci zmierzonych tej wielkoSci w sasiednich potozeniach (rysunek 16.1).

Szacowania (estymacji) nieznanej warto$ci Z° w potozeniu Xo dokonuje sie

wykorzystujac zbiér wag {Ai}, wyznaczony metoda krigingu, gdzie k oznacza liczbe

punktéw pomiarowych.
Z*(Xo) = Tit1 A Z(xy) (1)
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Rys. 16.1 Szacowanie nieznanej warto$ci badanej wielkosci Z*( xo) w punkcie
xo (oznaczonym kotkiem), w ktorym nie wykonano pomiaru, przy pomocy wazonej,
liniowej kombinacji wartosci tej wielkosci Z(x;) zmierzonych w sasiednich potozeniach
) xi (0znaczonych czarnymi punktami)
Zrédto: [10]

Biad r(xo) estymowanej wartosci Z*(xo) w potozeniu xo definiuje sie jako rdéznice
miedzy estymowang i prawdziwg wartoScig badanej wielko$ci w danym potozeniu:
r(xo) = Z'(x0) - Z(xXo). Niestety powyzsze stwierdzenie, cho¢ jest prawdziwe,
z praktycznego punktu jest zupeitnie widzenia nieuzyteczne, poniewaz zawiera
nieznang wartos$¢ Z(xo), a wiec nie pozwala nam wyznaczy¢ btedu, ani jego rozktadu.
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Cele krigingu sg wiec bardzo ambitne i w sensie praktycznym nieosiggalne skoro
zaroOwno S$rednia btedéw oraz wariancja btedéw sg zawsze nieznane. Najlepsza
rzecza jaka mozna zrobi¢ w takiej sytuacji jest zbudowanie modelu zbioru danych
i badanie btedow Sredniej i wariancji modelu. W krigingu uzywa sie modelu danych
wyznaczonego przy zastosowaniu teorii funkcji losowych, w ktérym obcigzenie
i wariancja btedu moga by¢ wyliczone. Nastepnie dobiera sie tak wagi dla wartosci
otrzymanych podczas pomiaru, aby zapewni¢ zeby srednia btedéw w wybranym
modelu byta réwna zeru i aby wariancja btedéw w tym modelu byta minimalna.
Jako$¢ metod estymacji punktowej mozna okresSla¢ uzywajgc roznych kryteriow.
Metoda krigingu okreS$lana jest czesto akronimem angielskim B.L.U.E. (ang. best
linear unbiased estimator) oznaczajacym najlepszy, liniowy, nieobcigzony estymator.
Kriging jest:
1) najlepszy w tym sensie, ze minimalizuje wariancje btedéw,
2) liniowy poniewaz jego oszacowania s3 liniowymi, wazonymi, kombinacjami
dostepnych danych,
3) nieobcigzony poniewaz jego celem jest to, aby $rednia btedéw byta rowna zeru.
Tradycyjne metody estymacji punktowej takich jak np. metoda wielokatéw,
triangulacja, metoda S$redniej lokalnej oraz metoda odwrotnych odlegtos$ci sa
réwniez liniowe oraz przynajmniej teoretycznie nieobcigzone. Moze wydawac sie, ze
kriging odrdznia sie, wiec od tych metod gtéwnie minimalizacjg wariancji btedéw
i (co zostanie dalej pokazane) mozliwo$cig wyznaczenia rozktadu przestrzennego tej
wariancji btedow na badanym obszarze. Nalezy jednak tez podkresli¢, Ze Sciste
wyprowadzenie metody krigingu na podstawie teorii funkcji losowych ma réwniez
te zalete, Ze umozliwia wykorzystanie informacji statystycznej dostepnej
w empirycznych zbiorach danych w sposéb metodyczny i pozwala na dalszy rozwdj
metod geostatystycznych, w tym na mniej znane zastosowania jak np. planowanie
sieci pomiarowych. W dalszej cze$ci artykutu gtéwna uwaga zostanie skupiona na
krigingu zwyklym, gdyz jest on podstawg do zrozumienia innych metod krigingu.

16.4 ZALOZENIA I UKEAD ROWNAN KRIGINGU ZWYKLEGO

Najbardziej znang odmiang metody krigingu jest kriging ze statg (brak trendu), ale
nieznang Srednig zwany krigingiem zwyktym lub zwyczajnym (ang. ordinary kriging
system) albo po prostu krigingiem. Kriging zwykty uwaza sie za jeden z gtéwnych
filarow geostatystyki wraz z pojeciami zmiennej zregionalizowanej, hipotezy
wewnetrzng, czy semiwariancji. Jego znaczenie i popularno$¢ nie wynika jedynie
z jego zalet wymienionych powyzej w punktach 1-3, ale réwniez z tego, ze jego
stosowanie wymaga bardzo ograniczonych zatozen. Minimalnym zatozeniem
metody krigingu jest, aby funkcja losowa Z(x) (zwana w geostatystyce réwniez
funkcja zregionalizowang, dla podkreslenia korelacji przestrzennych, ktore
wykazuja opisywane przez nig zjawiska), byta tzw. funkcjg wewnetrzng, czyli aby
spetniata dwa zatozenia:
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1) istnieje warto$¢ oczekiwana funkcji zregionalizowana Z(x) niezalezna od wektora
potozenia x,
VxE{Z(x)} =m (2a)
2) dla dowolnego wektora separacji h przyrost funkcji zregionalizowanej [Z(x+h) -
Z(h)] posiada skoniczong wariancje, niezalezng od wektora potozenia x, a jedynie
od wektora separacji h.
vx SVar{Z(x + h) - Z(x)} = 3 E{[Z(x + h) - Z()]*} =y(h)  (2b)
PowyzZsze zatozenia, nazywane s3 hipotezq wewnetrzng, ktéra jest najstabszym
warunkiem jednorodnos$ci przestrzennej (zwanej czesto réwniez stacjonarnos$cia
przestrzenng) wymaganym w odniesieniu do badanego zbioru danych. Inne,
silniejsze zatozZenia sg szczeg6towo opisane w [10], ale w praktyce, ze wzgledu na
wieksze wymagania majg ograniczone znaczenie. Na przyklad zamiast
semiwariancji mozna stosowa¢ kowariancje, jednak niezbedna staje sie wowczas
znajomos$¢ Sredniej m. Hipoteze wewnetrzng stosuje sie w sytuacjach, gdy ma sie do
czynienia ze zjawiskami w ktérych nawet nie istnieje wariancja zmiennej
zregionalizowanej Z(x) natomiast mozna policzy¢ wariancje (przyrostow tej
zmiennej).
W rezultacie minimalizacji wyrazenia na wariancje btedéw krigingu, przy zatozeniu
braku obcigzenia otrzymuje sie nastepujacy uktad rownan:
f=1 Ay (X —xq) = y(Xo — Xy)
i'{=1 Liy(X;i —Xz) =y (Xp — X3)
.................................................................. (3)
Zi’c=1 Ay (X — X)) = y(Xo — Xy)
{'c=1 =1
zwany uktadem krigingu zwyktego. Wielko$¢ y(X; —Xy) jest semiwariancjg
teoretyczng (semiwariancjag) pomiedzy punktami pomiarowymi Xi oraz Xk, za$
y(Xo —Xi) jest semiwariancja pomiedzy punktem pomiarowym xk i punktem
estymacji Xo. Semiwariancja teoretyczna dana wzorem (4) jest funkcja odlegtosci
(i w przypadku badan anizotropowych kierunku) i stanowi model ciggtosci
przestrzennej (korelacji przestrzennych) droga modelowania semiwariancji
eksperymentalnej  (empirycznej), obliczanej z  wartosci  pomiarowych,
pogrupowanych wedtug ich wspétrzednych z pewng tolerancja.
Estymatorem funkcji semiwariancji jest potowa S$redniej kwadratow réznic
pomiedzy sparowanymi danymi:
Y(h) = 5155 Zeiny=r@ () = Z(x + )Y, @
gdzie:
N(h) oznacza liczbe par punktéw, odlegtych o (swobodny) wektor separacji h = xi-x;.
Wykres semiwariancji nazywany jest zwyczajowo wariogramem (lub poprawniej
semiwariogramem). Warto$ci wariogramu zalezg od dtugosci oraz kierunku
wektora h. Na rysunku 16.2 przedstawiono przyktadowy (klasyczny) ksztatt
wariogramu.
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Rys. 16.2 Przykladowy wariogram empiryczny (czarne punkty), czyli wykres zaleznosci
semiwariancji empirycznej od odleglo$ci pomiedzy punktami pomiarowymi h.
Linig ciagla zaznaczono réwniez model teoretyczny wariogramu
(semiwariancje teoretyczna), ktéry stanowi aproksymacje wariogram empirycznego.
Na wykresie zaznaczono najwazniejsze parametry modelu wariogramu:
model samorodkéw (ang. nugget effect), zwany réwniez modelem losowym, co,
zaKkres (ang. range), a oraz prog (ang. sill), ¢
Zrédto: [10]

Obliczenia i sposéb modelowania semiwariancji eksperymentalnej, ktére prowadza
do wyznaczenia semiwariancji teoretycznej zostaly szczegdétowo opisane w pracy
[10], wiec nie bedzie tutaj omawiane. NajczeSciej wykonuje sie to przy pomocy
odpowiedniego programu komputerowego takich jak Surfer, ArcGIS, ISATIS, QGIS,
GS+ i wielu innych. Dla zrozumienia dalszej czeSci wystarczy zapamietad, Zze po
wykonaniu modelowania warto$ci semiwariancji teoretycznej (i wariogramu) sa
wytacznie funkcja odlegtosci (oraz ewentualnie kierunku) tj. dtugosci i kierunku
wektora h.
Oczywiscie, ukitad réwnan krigingu (3) mozna zapisaC réwniez w formie
macierzowej:

r-A=D (5
W powyzszym réwnaniu I' jest macierza semiwariancji teoretycznych pomiedzy
punktami pomiarowymi, A jest wektorem wag, za$ wektor D oznacza wektor
semiwariancji  teoretycznych pomiedzy punktem estymacji i punktami
pomiarowymi.

16.5 ZNACZENIE WARIANCJI KRIGINGU W PLANOWANIU SIECI
POMIAROWYCH

Zrozumienie metody krigingu pozwala na zaplanowanie sieci pomiarowej, w spos6b
znacznie bardziej efektywny niz byto to robione tradycyjnie.
Planowanie i doktadng analize jako$ci oprébowania przestrzennego mozna bowiem
wykonac¢ szacujac wariancje krigingu na podstawie rownania:

a6k (Xo) = Dz Ay (X — Xp) — (6)
Podobnie, jak uktad krigingu, mozna réwniez zapisa¢ réwnanie na wariancje
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krigingu w postaci macierzowej:

o6k (Xg) =4+ D (7)
We wzorze (6) znajduja sie jedynie wagi krigingu {Ai}, oraz warto$ci modelu
semiwariancji pomiedzy punktem pomiarowym Xi a punktem estymacji Xo oraz
mnoznik Lagrange’a p. Wagi krigingu oraz mnoznik Lagrange’a otrzymuje sie
rozwigzujagc uktad krigingu (réwnanie 3), korzystajac ze znajomos$ci potozenia
punktéw pomiarowych oraz odpowiedniego modelu semiwariancji (korelacji
przestrzennych). W praktyce rozktad przestrzenny estymowane wartos$ci Z*(x) oraz
wariancji krigingu o3x(X) na badanym obszarze jest wyznaczany automatycznie
przy pomocy pakietow geostatystycznych, na podstawie odpowiedniego modelu
semiwariancji.
Zatem wariancja krigingu (réwnanie 6), podobnie jak wagi krigingu (uktad rownan
3), zalezy wylacznie od:
1) konfiguracji sieci pomiarowej (rozktadu punktéw pomiarowych),
2) modelu semiwariancji.
Jednocze$nie wariancja krigingu nie zalezy bezposrednio od warto$ci zmiennej Z(x)
w punktach pomiarowych.
Oznacza to, ze znajgc model ciggtosci przestrzennej (semiwariancje teoretycznq)
badanej wielkosci mozna, dla dowolnie wybranej konfiguracji, wyliczy¢ wartos¢
wariancji krigingu a zatem doktadnos¢ estymacji przestrzennej okreslonq wartosciq
wariancji krigingu przed wykonaniem pomiaréw.
Mozna wiec, przeprowadzi¢ planowanie sieci pomiarowej w oparciu o model
semiwariancji przed wykonaniem kampanii pomiarowej [14, 15, 16].
Podstawowym zadaniem przy planowaniu sieci pomiarowej jest, wiec przede
wszystkim wyznaczenie modelu zmiennoSci przestrzennej (np. wyznaczenie modelu
semiwariancji) w oparciu o semiwariancje empiryczng [17, 18, 19].
Wyznaczenie modelu semiwariancji jest zazwyczaj znacznie latwiejsze niz
wykonanie doktadnego oprébowania, gdyz mozna ja wyznaczy¢, w oparciu
o pomiary wstepne (pilotazowe) na danym obszarze lub dobra¢ rodzaj i parametry
modelu semiwariancji w oparciu o wiedze ekspercka. Nastepnie mozna planowac
geometrie sieci pomiarowej w taki sposéb, aby zapewni¢ odpowiednio niski poziom
wariancji krigingu (dang rownaniem 4) oraz np. odpowiednio niski poziom kosztow
uwzgledniajac réwniez inne ograniczenia, jak np. geometrie badanego obszaru.
W przypadku watpliwosci co do jakoSci modelu semiwariancji ,a priori” mozna
zastosowaé podejscie posrednie pomiedzy wykonaniem petnego oprébowania
a wykonaniem tylko wstepnych pomiaréw pilotazowych. Mianowicie stopniowo
zageszczac sie¢ pomiarowa, wyliczajac i modelujac za kazdym razem semiwariancje
empiryczng. W momencie, gdy uzyska sie satysfakcjonujaca semiwariancje
empiryczng tzn. umozliwiajagca uzyskanie odpowiednio doktadnego modelu
korelacji przestrzennych mozna przerwa¢ wykonywanie pomiaréw wstepnych.
Nastepnie rozwigzujgc uktad krigingu mozna wyznaczajac kolejne wektory wag
krigingu, i odpowiadajace im rozktady przestrzenne badanej zmiennej oraz
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wariancji krigingu, dla stopniowo zageszczanych sieci.

Rysunek 16.3 przedstawia schematycznie typowa zalezno$¢ wariancji krigingu
w funkcji odlegto$ci pomiedzy punktami pomiarowymi. Taka zalezno$¢ mozna np.
otrzyma¢ majac model semiwariancji wyznaczony z pomiar6w wstepnych
(pilotazowych) i rozwazajac sieci pomiarowe o roéznych statych (lub Sredniej
odlegto$ci pomiedzy punktami pomiarowymi). Najczesciej zwiekszanie odlegtosci
pomiedzy punktami pomiarowymi (np. w celu obnizenia kosztéw oprébowania) nie
zwieksza poczatkowo w sposoéb istotny wariancji krigingu. Jednak poczynajgc od
pewnej wartosci tej odlegtos$ci wzrost warto$ci wariancji krigingu staje sie bardziej
gwattowny. Mozna wybra¢ taka warto$¢ statej sieci, dla ktérej wariancja ta nie
przekracza wyznaczonej warto$ci dopuszczalnej wyznaczonej np. w pewnej
proporcji do stalego poziomu wariancji krigingu (oznaczong, przyktadowo na
rysunku 16.3 przerywana linig).

Wartoé¢ dopuszczalna warlanc)i krigingu

Wariancja krigingu

Wartoéé optymalna
fredniej odlegltoéci

| i A '}
Srednia odlegloéé migdzy pomiarami

Rys. 16.3 Przykladowy wykres zaleznosci wariancji krigingu
; od $redniej odleglosci miedzy pomiarami
Zrédto: [10]

Czesto nie wystarcza wyliczenie jednej uniwersalnej semiwariancji dla catego
obszaru badan. Mozna jednak wstepnie podzieli¢ badany obszar na kilka
podobszarow, wewnatrz ktoérych mozna spodziewac sie rdznego charakteru
rozktadu przestrzennego badanej zmiennej i dla kazdego podobszaru wyznaczy¢
oddzielnie model semiwariancji, wykorzystywany nastepnie do obliczenn wariancji
krigingu. Obliczenia takie mozna réwniez wykona¢ np. metoda ruchomego okna.
Warto zaznaczy¢ na zakonczenie, Zze na podstawie znajomos$ci modelu korelacji
przestrzennych moze by¢ wyliczonych wiele roéznych miar doktadnosci
oprébowania (np. entropia). Jednak w zwigzku z faktem, Ze podstawowymi
narzedziami geostatystyki sg semiwariancja i metody Kkrigingu, najczesSciej
stosowang miarg jest wariancja krigingu.

16.6 UWAGI O INNYCH RODZAJACH KRIGINGU
Oprécz najczesciej stosowanego Kkrigingu zwyczajnego (zwyktego) stosuje sie
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réwniez wiele innych rodzajéw krigingu, bedacych wynikiem gwattownego rozwoju
geostatystyki stymulowanego rosngcymi potrzebami jej zastosowan. Bardziej
szczeg6towe informacje o pozostatych rodzajach krigingu mozna znalez¢ w pracach
[10, 20], ktore naleza do pierwszych, systematycznych pozycji geostatystycznych
w jezyku polskim, lub w zawartej w niej bibliografii.

Z praktycznego punktu widzenia w gérnictwie i geologii szczegélnie znaczenie ma
kriging blokowy, ktory dostarcza Sredniej wartosci badanej wielko$ci na pewnym
obszarze (powierzchni lub objetosci) oraz kriging wskaZnikowy, ktéry jest waznym
rodzajem tzw. Kkrigingu nieliniowego, stosowany m.in. do wyznaczania map
prawdopodobienstwa wystepowania badanych zjawisk.

Jak wspomniano powyzej kriging zwyczajny, zaklada stato$¢ S$redniej
(jednorodno$¢) badanego zjawiska na badanym obszarze, (cho¢ w odréznieniu od
jeszcze prostszej odmiany - krigingu prostego (ang. simple kriging)), nie wymaga
znajomosci tej Sredniej. Naturalnym rozwinieciem staty sie, wiec te rodzaje krigingu,
ktére w odrdznieniu od krigingu zwyczajnego, nie wymagaja statosci Sredniej
badanego zjawiska (jednorodnosci). Sg to gléwnie kriging z trendem (ang. kriging
with trend), zwany réwniez krigingiem uniwersalnym (ang. universal kriging) albo
kriging z dryftem zewnetrznym (ang. kriging with external drift). W przypadku
krigingu z trendem, trend Sredniej jest uwazany za sktadnik deterministyczny,
mozliwy do modelowania analitycznego. Najczestsza praktyka, jest stosowanie
wielomianéw wspotrzednych geograficznych. W przypadku krigingu z zewnetrznym
dryftem do modelowania trendu wykorzystuje sie raczej zmiennych
stowarzyszonych odzwierciedlajacych zachowanie sie trendu.

W praktyce czesto stosowane s3 techniki krigingu w ktoérych dokonuje sie
transformacji badanych zmiennych takie jak kriging lognormalny lub logarytmiczno-
normalny (ang. lognormal kriging), kriging wielo-gaussowski (ang. multi-gaussian
kriging), wspomniany powyzej kriging wskaznikowy (ang. indicator kriging),
dysjunkcyjny (ang. disjunktive kriging). Tego typu odmiany stosuje sie najczesciej
w przypadku skomplikowanych rozktadéw badanych zmiennych, lub jak np.
w przypadku krigingu wskaznikowego do wyznaczania map prawdopodobienstwa
wystepowania badanych zjawisk.

Szczegblnym rodzajem krigingu stosowanym w sytuacjach, gdy do estymacji
przestrzennej uzywa sie wiecej niz jednej zmiennej jest rowniez kokriging (ang.
cokriging). Stosowanie kokrigingu jest bardzo korzystne, gdy pomiary zmiennej
glownej sg nieliczne (gdy sa np. trudne do wykonania lub sg kosztowne), za$
pomiary zmiennej dodatkowej (pobocznej) sa liczne (fatwe do wykonania
i stosunkowo tanie). Estymacje jednej zmiennej poprawiamy, wiec wykorzystujac
pomiary drugiej zmiennej. Jednocze$nie kriging bywa zlozony i wymaga
specjalistycznej wiedzy geostatystyczne;j.

Na zakonczenie tej czeSci nalezy podkresli¢, ze liczba réznych metod krigingu jest
znacznie wieksza niz powyzej wymienione. Metody krigingu sg nadal intensywnie
rozwijane i badane, w celu réznych nowych zastosowaniach np. do zastosowan
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w zagadnieniach czasoprzestrzennych. Miedzy innymi z powodu gwaltownego
rozwoju w literaturze wystepuja pewne niespdjnosci terminologiczne w tym
zakresie metod krigingu

16.7 PODSUMOWANIE

Metody krigingu, rozwijane od potowy dwudziestego wieku, oparte o teorie funkc;ji
losowych odgrywaja podstawowa role w wielu zastosowaniach geologicznych
w szczegblnosci goérniczych oraz Srodowiskowych. Metody te s3 oparte o teorie
funkcji losowych i znalazly bardzo duze zastosowania praktyczne i nie ograniczaja
sie wylacznie do ,wykonywania map”. Jednym z waznych zastosowan metod
krigingu jest efektywne planowanie sieci pomiarowych. Sieci pomiarowe mozna
planowa¢ w bardzo réznorodnych lub ztozonych sytuacjach, np. w sytuacji
ograniczen geometrycznych, skomplikowanych ksztattach obszaréw badawczych,
ograniczonej liczby pomiaréw itd. pomiarowych [16]. Metody krigingu wykazuja
swoja wyjatkowag przydatno$¢ dzieki solidnym podstawom teoretycznym, ktore
pozwalajg zaré6wno na wilasciwe wyKkorzystywanie informacji statystycznej, jak
i przestrzennej zawartej w badanych zbiorach danych, oraz zapewniajg duza
elastyczno$¢ tych metod. Stosowanie metod krigingu nie jest trywialne, gdyz
wymaga dobrej znajomoSci réznych wariantow tych metod, oraz umiejetnosci
obliczania i modelowania semiwariancji. NajczeSciej wymagane jest duze
dosSwiadczenie w dziedzinie z ktdérej dane pochodza. Dlatego zalecana jest Scista
wspotpraca geostatystykow z fachowcami z konkretnej dziedziny. Metody krigingu
sg nadal intensywnie rozwijane i badane.
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KRIGING - OD GORNICZE] PRAKTYKI POPRZEZ TEORIE
DO ZASTOSOWAN SRODOWISKOWYCH

Streszczenie: W artykule w przystepny sposéb przedstawiono wybrane zagadnienia
zwigzane z metodg Kkrigingu zwyczajnego, szeroko wykorzystywang do estymacji zasobéw
goérniczych. W szczegdlnosci opisano te jej wtasciwosci, ktdre cho¢ zazwyczaj mniej znane to
decyduja o przydatnosSci tej metody i umozliwiajg kontrole doktadnosci uzyskanych
wynikéw. Szczeg6lng uwage poswiecono zastosowaniom roli wariancji krigingu, bedacej
miarg doktadnos$ci wynikow otrzymanych za pomocg metody krigingu, oraz mozliwosci jej
zastosowania do planowania sieci pomiarowych.

Stowa Kkluczowe: geostatystyka, kriging, wariancja krigingu, sieci pomiarowe, gornictwo,
srodowisko

KRIGING - FROM MINING PRACTICE THROUGH THEORY
TO ENVIRONMENTAL APPLICATIONS

Abstract: The article presents, in an approachable way, selected issues related to the
method of the ordinary kriging, which is widely used for the estimation of mining resources.
In particular, such properties of the ordinary kriging were described, which are usually less
known but determine its usefulness and accuracy. Particular attention was paid to the role
of kriging variance, which is a measure of the accuracy of results obtained using the
ordinary kriging. The possibility of using the kriging variance for planning measurement
networks was also discussed.

Key words: geostatistics, kriging, kriging variance, measurements networks, mining,
environment
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