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Streszczenie

W artykule opisano w sposob szczegotowy analize drgan laminowanej ptyty prostokqtnej
wymuszonych przez cisnienie akustyczne. Wychodzqc od réwnania rézniczkowego, opisujgcego
wymuszone drgania plyty prostopadle laminowanej, przedstawiono, krok po kroku, analityczne
rozwiqzanie réwnania drgan metodq Fouriera. Uzyskane przez zaprogramowanie oraz wyko-
nanie przez komputer skryptu matematycznego numeryczne rozwiqzanie pozwolito na
sporzqdzenie przebiegow czasowych wychylenia dowolnego punktu ptyty, jak réwniez animacji
odksztatcenia catej powierzchni ptyty. Dzieki temu na tréjwymiarowych wykresach zostaty przed-
stawione kolejne postacie drgan wtasnych oraz okreslono ich charakter i wielkosc.

Obliczenia i oméwienie wynikéw przeprowadzono dla dwdch przypadkéw: ptyty wykonanej
z aluminium oraz z kompozytu witékno weglowe/zywica epoksydowa. Przyjete zatozenia sq
zgodne z zatozeniami teorii ptyt Kirchhoffa, zas wspotczynniki ttumienia zostaty zaczerpniete
z literatury opisujqcej badania empiryczne przeprowadzone przez naukowcéw amerykanskich
i chinskich.

Opisany model drganiowy zostat opracowany w celu zbadania mozliwosci zrealizowania
w praktyce koncepcji aktywnej redukcji niskoczestotliwosciowego hatasu, panujgcego w kabi-
nach samolotéw z napedem turbosmigtowym. Wtérnym zrédtem tego hatasu sq - pobudzone do
drgan dzwiekiem generowanym przez smigta - cienkosciennie elementy poszycia kadtuba,
w przyblizeniu dajgce sie zamodelowad, jako prostokqtna ptyta wzbudzana cisnieniem jed-
norodnym, zmiennym w czasie jak funkcja sinus.

Stowa kluczowe: Fourier, drgania, ttumienie, hatas, cisnienie akustyczne, aluminium, kom-
pozyt, plyta

WSTEP

Niniejszy artykut stanowi opis fragmentu prac prowadzonych w Net Instytucie (pion Insty-
tutu Lotnictwa w Warszawie) w dziedzinie hatasu kabinowego. Zawiera szczegétowy opis mo-
delu analitycznego uzywanego do symulowania zjawiska przejscia przez cienkoScienne
elementy poszycia kadtuba, fali dzwiekowej z zewnatrz do wnetrza kabiny samolotu pasazer-
skiego. Jest to pierwszy etap na drodze do opracowania skutecznej metody aktywnego ttu-
mienia drgan powtokowych elementéw kadtuba samolotu, w celach wyciszeniowych.
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Rozwijana metoda opiera sie na koncepcji zastosowania macierzy naklejonych na powto-
kowe elementy kadtuba piezoaktuatoréw, ktére sterowane w aktywny sposéb, majg reduko-
wac drgania $cianek kadtuba, a tym samym ograniczac¢ hatas jaki jest przenoszony do wnetrza
samolotu. Metoda, w zatozeniu, skupia sie jedynie na hatasie niskoczestotliwo$ciowym, a dzieje
sie tak z dwoch powodow:

- gtéwnym Zrédtem bardzo uciazliwego i trudnego do wyeliminowania obecnymi metodami
hatasu jest hatas generowany przez $migta (samoloty turbo$§migtowe i o napedzie ttokowym)

- $Srednie i wysokie czestotliwo$ci sa skutecznie ttumione przez szeroko rozpowszechnione
materialy dZzwiekoizolacyjne i dZwiekochtonne.

1. WYPROWADZENIE ZALEZNOSCI

W niniejszym opracowaniu zajmiemy sie analiza wymuszonych drgan prostokatnej ptyty
kompozytowej ztozonej z n = 7 warstw laminatu wtékno weglowe - zywica epoksydowa. Kat
laminowania wynosi 90°. Wymuszenie stanowi r6wnomiernie roztozone wzdtuz wymiarow
plyty (jednorodne) ci$nienie akustyczne o warto$ci 20Pa, zmienne w czasie z czestotliwo$cig
v, symulujace hatas o natezeniu 120dB. Wymiary ptyty wynosza a = 500, b = 500.

Rys. 1. Analizowana ptyta

W rozwazaniach wykorzystamy teorie ptyt Kirchhoffa [1]. W tym celu przyjmiemy nastepu-
jace zatozenia upraszczajgce:
- proste prostopadte do powierzchni sSrodkowej ptyty pozostajg réwniez prostymi prosto-
padtymi do odksztatconej powierzchni sSrodkowej
- naprezenia w kierunku prostopadtym do powierzchni srodkowej zaniedbywalnie mate
w poréwnaniu do innych naprezen
- grubos¢ plyty jest wielokrotnie mniejsza od jej pozostatych wymiarow
- ugiecie ptyty jest tego samego rzedu wielkosci co grubos¢ ptyty
- przemieszczenia styczne do powierzchni Srodkowej sg znacznie mniejsze od ugiecia w kie-
runku prostopadtym
- sktadowe stanu odksztatcenia sg mate
- duza liczba warstw pozwala na pominiecie sprzezen gietno-skretnych w macierzy sztyw-
nosci
Model nie daje mozliwo$ci uwzglednienia w symulacjach uszkodzen laminatu typu rozwar-
stwienie czy obecno$¢ zamknietych w materiale pecherzy powietrza.
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Analizie poddajemy drgania plyty prostopadle laminowanej, wobec czego mamy do czynie-
nia z materiatem ortotropowym w skali makro, a zatem jej sztywno$¢ zalezeé bedzie tylko od
czterech wspétczynnikéw z macierzy sztywnoSci tj. D4, D5, Dy oraz Dgg. Thumienie we-
wnetrzne uwzglednimy i przyjmiemy, Ze jest zalezne od dwo6ch wspotczynnikow a oraz f cha-
rakteryzujacych warto$¢ oporéw wiskotycznych, odpowiednio przy Sciskaniu/rozcigganiu oraz
$cinaniu (a < 8). W przypadku plyty z materiatu izotropowego, réwnanie rézniczkowe opisu-
jace drgania wymuszone ma nastepujaca postac:

2
DAzw(x,y,t) +ADA? [aw(x,y,t)}_ ph 0 wlx, 1) = p(x, y,t) (D
ot or?

W naszym przypadku lewa strona ré6wnania przyjmuje postacé:

84w(x, ¥,t)

L=abn ox*ay?

84w(x, ¥,)
—x4 +aD,,

*w(x, y,t

0% w(x, 1)
+ph————">+
PR

o' w(x, ,t)
ox*

I w(x, 1)
ox*9y?

+| aDy, +2B(Dy, +2Dg) +aD,,

2
Puir)d
oy’ dt

Sztywno$ci walcowe ptyty w poszczeg6lnych kierunkach (D44, Dy», ...) sa funkcja statych ma-
teriatowych oraz liczby warstw kompozytu. Wyznaczymy je w zaleznos$ci od elementéw ma-
cierzy sztywnosci (Q77,Q72,---) -

E
Q — 1
11 I ) é
2
! (3)
E
Q12 - : E
1-v, 2
—vi=2
b @)
) = Eyvyy
b (5)
Jesli przyjmiemy, ze:
F=2 (6)
N
po ! p(n=3)(n-1)(p+2)
=T 2 3 (7)
1+u (w7 1)1+ p)

to sztywno$ci walcowe ptyty dane beda nastepujacymi zalezno$ciami:

D11:(FP_P+1)h3Q11 (8)
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3
p,="% 9)
12
Dy, =(P+F-FP)i’Q,, (10)
Dy = s (1)
66 12

Wspétczynniki a oraz § okreslajg warto$é ttumienia wewnetrznego. Doswiadczalnym wy-
znaczeniem ich wartosci zajeli sie C.C. Siu i C. W. Bert [3] oraz R. R. Clary [4]. W pierwszej z wy-
mienionych prac przeanalizowane zostaty drgania wtasne plyty kompozytowej ztoZonej z 24
warstw laminatu wiékna boru/zywica epoksydowa. Dla pierwszej czestos$ci wtasnej, przy swo-
bodnych brzegach ptyty, obliczona warto$¢ wspétczynnika ttumienia wynosi a = 0,1 (kat la-
minowania 0 stopni) za$ B = 0,8 (kat laminowania 90°) i jest podawana jako stosunek
mierzonego wspoétczynnika ttumienia do warto$ci wspétczynnika ttumienia krytycznego.
W przypadku drugiej pracy réwniez analizowane byty drgania wtasne ptyt laminowanych
z kompozytu ztoZzonego z widkien boru, zanurzonych w osnowie z zywicy epoksydowej. Liczby
warstw wynosity 6, 12, 24 za$ katy laminowania to 0, 10, 30, 46, 60 oraz 90°. Takze i w tym
przypadku ptyta miata swobodne brzegi. Dla pierwszej czestosci drgan wtasnych zmierzone
warto$ci wspotczynnika ttumienia wynosity:

Tabela 1. Warto$ci wspo6tczynnikéw thumienia w zaleznosci
od sposobu utoZenia warstw laminatu oraz postaci drgan

Opory ruchu wynikajace z lepkosci gazéw otaczajacych plyte sa uwzglednione w powyzszych
eksperymentalnie wyznaczonych wspoétczynnikach (pomiary nie byty przeprowadzane w pré-
zni), co czyni je wygodnymi do naszych obliczen. Analizujgc postacie drgan i odpowiadajace
im wspétczynniki ttumienia, zamieszczone w tabeli 1., mozemy zaobserwowac, iz wspétczyn-
nik ttumienia dla postaci, w ktérej ptyta podlega nie tylko zgieciu ale i lokalnemu skreceniu
jest srednio kilkukrotnie (od 1,4 do 20 razy) wiekszy. Prowadzi to do wniosku, iz wspoétczyn-
nik ttumienia odpowiadajgcy za ttumienie odksztatcen tngcych oraz skretnych (8) jest domi-
nujacym. Zatem, biorac pod uwage wyniki dla pieciu pierwszych postaci drgan wtasnych, jakie
uzyskali autorzy przytoczonych prac, przyjmiemy do dalszych analiz warto$¢ wspotczynnika
ttumienia B na poziomie 0,8 warto$ci wspétczynnika dla ttumienia krytycznego, za§ wspot-
czynnik a przyjmiemy 5-krotnie mniejszy dla kazdej postaci drgan. Ponadto w pracy [4] mo-
zemy znalez¢ interesujgce poréwnanie tlumienia pierwszej postaci ptytowej panelu
kompozytowego i ptyty aluminiowej. Wynika z niego, iz wspotczynnik ttumienia w przypadku
materiatu kompozytowego jest okoto dwukrotnie wiekszy przy takich samych wymiarach po-
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przecznych i grubosci badanego elementu (stosunek bokéw prostokata a/b = 6,6). Wykorzys-
tamy te informacje, by bazujgc na modelu jaki opracowat autor [5], zbada¢, przy zachowaniu
tego samego rodzaju wymuszenia i sposobu podparcia, jaki wptyw na poziom drgan ptyty ma
sama zmiana materiatu, z ktérego wykonany jest panel.

Przejdziemy teraz do prawej strony rownania (1), gdzie zapisane jest wymuszenie ze-
wnetrzne. W rozpatrywanym przypadku wymuszenie dane jest ci$nieniem akustycznym jed-
norodnym wzgledem zmiennych x, y (p,=const) za$ zmieniajacym sie w czasie z czestotliwoscia
vV W pastaci:

p(x,y,t)= p_sin(vt) (12)

Réwnanie (1) jest rGwnaniem niejednorodnym o jednorodnych warunkach brzegowych
((16), (17)). Rozwigzemy je metoda rozdzielenia zmiennych (Fouriera).

WP = DD T (O, (x,9) (13)
m=1 n=1

Funkcje wiasne W, (x,y) przewidujemy w postaci:

W, (x,y) = sin( e Jsin(m—yj

Spetniaja one dobrze przyjete zatozenia tj. zerowe przemieszczenia poprzeczne ptyty na
brzegach i brak momentu reakcyjnego na brzegach (podparcie przegubowe). Przemieszczenia
opisuje zalezno$¢ (14), natomiast momenty gngce dane sg wzorami:

2 2
M, =p| S ED) | IW )
0? ox?

(15)

2 2
M, =D 9 VI’(J2c,y)+va W(ch,y)
ox ay

Powyzsze zatozenia (15) mozemy zapisa¢ w postaci odpowiednich (jednorodnych) warun-
kéw brzegowych:

Wnl}’l(oﬂy):o Wmn(a!y):o

(16)
Wmn(o,y):O Wmn(b’y):O
oraz:
aszn(O,y) aszn(a’y)
o> 0x*
(17)
W (0.9) o WB))

oy’ o’
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Po podstawieniu zalezno$ci (13) do réwnania (1) i obliczeniu odpowiednich pochodnych czast-
kowych lewg strone réwnania mozemy zapisa¢ w postaci:

« i 7Y ma ! mr Y nm Y mr4d2
Ezlz ( j ( b ]Tmn(y) D11[7j +2(D12+2D66)[ P j ( 3 ] Dzz[ b j P — ph+

d mr \' mr ' nm e\
+d{wﬂ(a) 20(0, 20,02 | (22| vana 7 ﬂ

(18)

Rozwinmy teraz prawa strone réwnania w szereg Fouriera:

p.(x,y)= iiapm sin( mrx )sin(m;—y) (19)

m=l n=1
Jako, ze ci$nienie jest jednorodne (funkcja stata) wspoétczynniki dp mn 52 dane zalezno$cia:

p,, =__”Pz(x y)sm( )51 ( Zy)dxdy (20)

Po dwukrotnym scatkowaniu po obszarze [0,a] x [0,b], otrzymujemy:

_4p, (COS(i?T) - 1)(COS(j7l') - 1)
P mnm? (21)

Zatem mozemy zapisa¢ prawg strone rownania w nastepujgcej postaci:

P=sin(vt 224,;2 cos(im) l)gcos(jﬂ)_l)sin(mﬂstin(mTy] (22)

m=1 n=1 nr a

4 .
Pomnézmy obydwie strony réwnania przez funkcje ortogonalne —bsm(m )sm( ﬂ;y),
a a

a nastepnie dwukrotnie scatkujmy po obszarze [0,a] x [0,b], co prowadzi do warunku:

n=i

oy (23)

wobec czego lewa strona wyglada nastepujaco:
nx in ] y mm mr V( nm Y d?
b_”SIH (— —=)dxdyT,,.,(y)-| Dii| — P +2(D12 +2Dg6)| — P B +Dy B “'?P}H

Z{D(mj z/sww)["’)[bj’)[bjﬂ

(24)
a prawa strona réwnania:
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4p_(cos(im)—1)(cos 7'L' ¥
P=sin(vt) pz( ( )ijﬂz( U %IJSIH( ) [jbyjdwdy (25)

)

Catka:

ab
L o ATX, . o JTY ab
sin“ (—)sin“ (=—=)dxdy = —

M (a) (b)dy 1 (26)

Zatem réwnanie (1) przyjmuje postac:

2 2 4 2
mn mn nr nrw d
T | D,| — | +2(D,, +2D, — | +D,,| — h+
m,,(y)[ 11( P j ( 12 66)( P }(bj 22( bj i P

;lt{aDn(n;ﬂ )“ +25(D, *2066)(271)2(”;]2 +aD22( " TH _4p, (COS(iﬁ)—‘Z(COS(M)“)sin(vt)

ijr

(27)

Wstawmy do tego réwnania co nastepuje:

4 2 2 4
D“(@J +2(D12+2Dé6)(’"”) (EJ +D22(EJ =k
a a b b
mr ) mn e AN nr '
a a b b

ph=m (28)
Ty =y

4p. (cos(m)—l)(cos(j”)_l)

=F
i’

by otrzymac réwnanie oscylatora harmonicznego (bez ttumienia) z wymuszeniem:
ky+cy'+my" = Fsin(vt) (29)

Jest to rownanie niejednorodne, wobec czego jego rozwiagzanie przyjmiemy jako sume catki
ogo6lnej rownania jednorodnego i catki szczego6lnej r6wnania niejednorodnego.

y=nty (30)
Catke ogblng y; réwnania jednorodnego (29) wyznaczymy przez podstawienie Eulera:

y=e (31)
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ktoére doprowadzi nas do réwnania charakterystycznego o postaci:

mrl+er+k=0 (32)

Wyznacznik tego réwnania moze przyjmowac wszystkie trzy wartosci (ujemna, zerowg lub
dodatnig), a ktérg z nich przyjmie zaleze¢ bedzie od warto$ci wspotczynnikow a oraz 8 okre-
$lajacych rodzaj ttumienia. Rozpatrzmy te przypadki:

a) wyznacznik ujemny - ttumienie podkrytyczne
A=c*—4mk <0 (33)
Wiemy z literatury, iz wartos$ci wspétczynnika ttumienia odksztatcen skretnych/tngcych sa
$rednio kilkukrotnie wieksze, niz odksztatcen rozciggajacych/sciskajacych. Jesli wiec przyj-

miemy f=5a mozemy wyznaczy¢ zakres w jakim musza sie mie$ci¢ warto$ci wspoétczynnika
ttumienia odksztatcen, by thumienie byto podkrytyczne:

4 2 2 4
wamj oo ran 2 2 o]
y a a (34)
4 2 2 4
D”[’””) +5-2(D12+2D66)[”m) (”:j +Dzz(”lf)

wowczas otrzymujemy dwa rézne pierwiastki zespolone:

_ —c+iN4km ~c?

i

2m
(35)
.= —c —iN4km — ¢
2 2m
a zatem catka ogélna ma postac:
_c, _ 2 _ 2
Vg =€ | C“cos M, +C,“ sin MZ (36)
2m 2m
b) wyznacznik zerowy - thumienie krytyczne
A=c*—4mk=0 (37)

Przyjmujac takie samo zatozenie jak poprzednio dochodzimy do warunku na a:

4 2 2 4
\/4,){011("2’) +2(D12+2D66)(n;”j (”;’j +D22(n;r) }
= (38)

= 4 2 2 4
Dy| ™| +5-2(Dy +2Dg)| "5 | | P | + | T
a a b b
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[ woéwczas réwnanie (31) ma jeden pierwiastek podwojny:

c
P, =——
12

2m

a catka ogélna réwna sie:
_c,
Yip =€ " (Clbt + Czb)

c) wyznacznik dodatni - thtumienie nadkrytyczne

oznacza, iz sg dwa rozne pierwiastki rzeczywiste:

prowadzace do catki ogdlnej, jak nastepuje:

c—\/cz—4mkt c+\/cz—4mkt

ne=G% ™  +GCe

(39)

(40)

(4]

(43)

(44)

Znajdziemy teraz metoda przewidywan catke szczegélna y, rownania niejednorodnego (29).

¥, = Cysin(vt) + C4 cos(vt)

Po obliczeniu pochodnych i ich podstawieniu do réwnania (29) otrzymujemy wyrazenie:

(kC3 —evCy—mviC, )sin(vt) + (kC4 +evCy —mviC, )cos(vt) = F'sin(vt)

(45)

(46)

dzieki ktéremu mozemy zapisa¢ uktad dwéch réwnan pozwalajacy na wyznaczenie statych C3

oraz Cy:

kCy—evCy—mv?Cy = F

kC, +cvCy—mv?Cy =0

State te wynosza:

&= 2F cAv?
(k—mv )+k—mv2

_F v
C, = k—mv2 .
(k—mv2)+ cv 3

(47)

(48)
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a woweczas catka szczegdlna réwnania niejednorodnego (29) przyjmuje postac:

(49)

F (. cv
= sin(vt)— cos(vt
bY) (k—mv )+ czvzzk ( ) b — 2 ( ))
mv
iwraz z kazda z trzech (36), (40) oraz (44) catek ogélnych réwnania jednorodnego tworzy trzy
kompletne rozwigzania réwnania niejednorodnego. Wyznaczymy teraz brakujace state catek
ogblnych. W tym celu musimy obliczy¢ pierwsze pochodne rozwigzania réwnania (29), wszyst-
kich trzech przypadkow:

(50)
y'.= Fv (cos(vt)+ sin(vt) +
(k —mv? ) + L
—4am >tV 2 m
Cc—\/ 4mk eeAmk k Ccc+\/cz—4mk6—$f
2 2m
Przyjmujac zerowe warunki poczqtkowe:
y(t=0)=0
(51)
y'(e=0)=0
Wyznaczymy wartosci statych C4 oraz C,, dla kazdego z trzech przypadkéw a), b) oraz c):
= Fev

k2 =2kmv? + mv? + A2

Fc

Ca — \/4km—02

2
k= 2kmv? + miv* + v

(c? +2m*v? = 2km)

2
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Fv[c(c+\/cz—74km)+2m(mv2 —k)}
(e awn]

¢’ =

! k2 =2k + mv* + chv?

(52)

C b _ Fev

. k2= 2kmv? + mv* + chv?
Ce = 2Fvm?

=

\/02 —4km (c2 —C\/(32 — 4km + 2v>m? —2km)

C.c = 2Fvm*N¢? —4km

=

—4km(6c2 —eNe? —dkm + 2mA? —2km)+c2 (2m2v2 —c+eVc? —4km)

By nie komplikowac¢ notacji, zapiszmy kompletne rozwigzanie réwnania (27), nie cofajac pod-
stawien (28):

lep"dkr(t)z F o) (sin(vt)— i 2cos(vt))+
(k—mv2)+ v \ k=my
k—myv?
4km — c*
¢ | veos(—————1)+
+ Fc eiﬂt 2m
k* =2kmv? + m*v* +c*v? (e +2m*v* = 2km) sin(\/ 4km —c* )
Nakm - 2m
. F (. cv
7,7 (1) = 5| sin(ve) - Fcos(ve) |+
(ko) v U e
k—mv
Fv~e_it (c(c+\/c2—4km)+2m(mv2—k) (53)
t+c

+
k2—2kmv2+m2v4+czvzt (c—«’cz—4km)



14 MICHAL SZMIDT

Z}j”"dk’ 0= F s——| sin(ve) - 5cos(vt) |+
) cv k—mv
(k —mv ) + 3
k—mv

—Jc?—4km

2Fvm? *%’
+ e m +

\/c2 —4km (02 —C\/02 — 4 + 2v2m? —2km)
2Fvm>Nc* = 4km —”622%’

e

4km(6c2 —eNe? = dkm +2m*v? —2km)—c2 (Zmzv2 —? eV —4km)

W metodzie Fouriera poszukujemy rozwiazania bedacego iloczynem funkgcji T(t) i W(x,y).
RozwigzaliSmy zar6wno zagadnienie brzegowe ( W(x,y) ), jak i poczatkowe (T(t)), mozemy juz
jawnie zapisa¢ kompletne rozwigzanie ro6wnania opisujacego poprzeczne przemieszczenia
punktow drgajacej ptyty. W tym celu wystarczy powyzsze wyrazenia (53) uzupelnié¢ o funkcje
wlasne (14), by otrzymac:

podkr jﬂ'y
(x,y,1) = (FF)sin(L2)
w X,y ;;sm sin b

-t N 4km — c?

e 2m | v cos( £+
2m \/4km &

Fc
k2 = 2kmv? + miv?t +civ?

(c +2m%v 2km) Vakm - c*

sin(—"—1)

c
—t

T Fv-e
W (x, y,) = ZZSm( )51 (]by e >

par gy 2kmv? +mAv* v

c(c+\/c2—4km)+2m(mv2—k) (54)
(c—\/cz—4km) e

2

W (x, p,6) = ZZSm( )sm(”y)

i=l j=1

- 027
2Fvm _ci\fz‘“fm,
e " +
\/02 —4km (cz —C\/Cz —dkm + 2vim? —2km)
C VCZ— m
B 2Fvm>Nc? - 4km e—%f
4}’cm(6c2 —C\/c2 — dem +2m*v? —ka) (2m2v2 2 +C\/6’2 —4km)

Wyznaczone na drodze eksperymentu wspétczynniki ttumienia, odniesione do wspotczyn-
nika ttumienia krytycznego zastosujemy do obliczenia ich warto$ci bezwzglednych. Jesli
chcemy wykonac obliczenia dla ttumienia podkrytycznego, to iloraz h/wij musi zawierac sie
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w przedziale <0,1) (Osinski [2] str. 130). Dla ttumienia krytycznego réwna sie doktadnie jed-
nosci, natomiast w przypadku ttumienia nadkrytycznego, jest wiekszy od jednoSci. Z inzynier-
skiego punktu widzenia ttumienie w laminowanej ptycie nalezy przyjac¢ jako podkrytyczne.
Wyznaczmy wiec gérne ograniczenie przedziatu, rozpatrujac przypadek ttumienia krytycz-
nego. Wéwczas:

L, (55)

.
..
ij
gdzie:
=L (c, m - patrz podstawienia (28)) (56)
m

Podstawiajgc powyzsze do (2.55), otrzymujemy:

4 2 2 4
aD“[ﬂ) +2ﬁ<D12+ZD66)(mJ (7”) +aDzz(%) = dmoy =Amk  (57)
a a

ZatozyliSmy f=5a, wiec:

4 2 2 4
\/4,;th11(”er +2ﬂ(D12+2D66)(nZT) (’ZTJ +aD22(n;T) }
o= (58)
D) 255 (D #2050 " | (7| v 2|
1 a 12 66 a b) aly, b

Jest to doktadnie takie samo wyrazenie jak to, ktére otrzymaliSmy poprzednio (35), co po-
twierdza prawidtowo$c¢ obliczen. W tym momencie stata pelzania « staje sie funkcjg indeksow
W1, L
Dla pierwszej czestosci wtasnej, przy — =0,5 przyjmuje wartos¢ 0,00008471s.

ij
Ostatnim etapem jest obliczenie wartosci skutecznej predkosci drgan ptyty. Zdecydowano sie
na te wielko$¢, poniewaz jest wprost proporcjonalna do mocy zrédta dzwieku i pozwala bez-
posrednio analizowac¢ proces drganiowy pod wzgledem energetycznym. Wielko$¢ ta zdefinio-
wana jest jako pierwiastek ze $redniokwadratowej (w przedziale czasu od t; do t,) warto$ci
predkosci, scatkowanej po obszarze ptyty [axb].

tz ab
IIIVZ (x, y,t)dxdydt
A4 00 (59)
v =
s ab(t, —t,)

Procedura ze skryptu najpierw (numerycznie) oblicza vgys% nastepnie dzieli te warto$¢
przez mianownik wyrazenia (43), by na koricu - z wyznaczonej liczby w ten sposéb liczby - wy-
ciggna¢ pierwiastek kwadratowy. Rozwigzanie w(x,y,t) jest suma i* funkcji wiasnych. Zatem
v(xy,t) rowniez jest suma i* funkcji wtasnych. Oznacza to, ze by¢ w zgodzie z definicjg vpys, mu-
simy najpierw obliczy¢ sume ztozong z i* funkcji whasnych v(x,y,t), a dopiero potem jg pod-
nie$¢ do kwadratu i scatkowaé po dx, dy, dt. Jednak taka kolejno$¢ wykonywania dziatan
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okazuje sie by¢ znacznie bardziej czasochtonna, niz na pozér btedna metoda: obliczenia sumy
kwadratéw (zamiast kwadratu sumy). Zauwazmy, ze wszystkie catki ,mieszane” gdzie i = s
zerowe, to mamy pewno$¢, iz ten sposob obliczania vy jest poprawny.

L I [ B Iy N
Dzieje sie tak, poniewaz dla i = j funkcje SIH(TJ oraz Sln[Tj sa wzajemnie ortogonalne.
Opisane spostrzezenie zostato pozytywnie zweryfikowane numerycznym eksperymentem,
dzieki czemu uzyskano w ten sposob co najmniej o rzad wielkoS$ci krotszy czas obliczen vpyg.

2. REZULTATY OBLICZEN. SPOSTRZEZENIA I WNIOSKI

Na wszystkich ponizszych rysunkach na osiach pionowych odtozono wychylenie poprzeczne
punktéw plyty w metrach. Przebieg czasowy potozenia punktu $rodkowego ptyty przy wy-
muszeniu akustycznym 120dB o czestotliwosci 100Hz, oraz a; ; = 0,00966s - co odpowiada
silnemu ttumieniu podkrytycznemu (0,8 krytycznego), przedstawiony jest na rysunku 1.
Uwzgledniona liczba funkcji wiasnych i*j = 100, pozwolita osiggna¢ nie tylko doktadny, ale i bar-
dzo gtadki wykres. Grubo$¢ badanej ptyty to 1,05mm (przyjeto 0,15mm na warstwe laminatu).
Dane materiatowe, tj. E;= 2,11GPa, E;=0,053GPa, G;,= 0,026GPa oraz v,,=0,25, niezbedne do
wyznaczenia sztywno$ci ptytowych D4, D55, D1, oraz D44 zostaty zaczerpniete z pozycji [7].

Rys. 2. Wychylenie punktu $srodkowego ptyty w funkcji czasu
(ttumienie silne podkrytyczne)

Wykres przedstawia typowe drgania ttumione. Widoczne s szybko gasnace drgania wtasne.
Wytracona z potozenia réwnowagi ptyta juz po drugim okresie drgan zaczyna oscylowa¢ wokét
potozenia ro6wnowagi. Obwiednia amplitudy wzbudzonych drgan jednokrotnie przecina o$
czasu, poczym asymptotycznie (szybko) zbiega do zera. Drgania ustalone odbywaja sie z czes-
totliwo$cig wymuszenia a ich amplituda wynosi 50pum. Sg to duze drgania, lecz w petni uspra-
wiedliwione znacznymi gabarytami ptyty tj. 500x500mm. Posta¢ drgan ptyty dla i*j = 25 funkcji
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wlasnych obrazuje rysunek nr 2.2. Poza pierwsza postacig drgan wtasnych praktycznie nie
ujawniaja sie inne (wyzsze). Posta¢ drgan przy tej czestotliwo$ci wymuszenia nie zalezy od
warto$ci wspoétczynnikéw ttumienia.

Rys. 3. Posta¢ drgan ptyty wymuszenia bazowego (100Hz)

Postacie drgan kolejnych czestotliwosci wiasnych wygladaja nastepujaco:

Rys. 4. Pierwsza cz. wtasna 21,48Hz. Widoczne po jednej poétfali na kierunku xiy

Z przeprowadzonej symulacji odpowiedzi drganiowej ptyty, w przedziale czestotliwosci 20-
200Hz, mozemy zaobserwowac, iz dominujgcg postacig drgan jest pierwsza. Inne, wyzsze,
ujawniajg sie w sposob nieznaczny i tylko przy wymuszeniu Scisle odpowiadajacemu czestot-
liwos$ci rezonansowej. Prowadzi to do dwo6ch wnioskéw:

- trudno jest wzbudzi¢ inng niz pierwsza posta¢ drgan, poprzez wymuszenie jednorodnym
ciSnieniem akustycznym, przytozonym na catej powierzchni ptyty

- zredukowanie hatasu przenoszonego przez ptyte ograniczy sie do zredukowania jej pierw-
szej postaci drgan (przy zatozeniu niewzbudzenia wyzszych - samym uktadem regulacji), co
znacznie upraszcza zagadnienie.
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Rys. 5. Postacie drgan dla kolejnych czestotliwosci wtasnych.
0d géryiod lewej (w nawiasach liczba pétfal charakterystycznych dla danej postaci, w formacie (axb):
50.72 (1x2),70.95 (2x1),107.30 (1x3), 156.96 (3x1), 188.19 (1x4),277.93 (4x1)
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Przyjrzyjmy si¢ teraz badanemu zjawisku pod wzgledem energetycznym. Obliczenia vy ze
wzgledu na czasochtonnos$¢ ich wykonania zostaty przeprowadzone dla i* = 25 funkcji wtas-
nych, co i tak zapewnia duza doktadno$¢, gdyz réznica pomiedzy vpys liczonym dla 251 100
funkcji wlasnych, przy wymuszeniu 1000Hz, nie przekracza 2-3%. Zwigzane jest to ze znanym
faktem, iz nawet przy wyzszych czestotliwo$ciach wymuszenia, jedynie kilka pierwszych
postaci drgafh wtasnych ujawnia sie i ma wptyw na wypadkowa posta¢ drgan ptyty. Srednia
z przedziatu czasu od 10. do 12. sekundy drgan przy wymuszeniu 100Hz vgyg wynosi
0,01134m?/s% Pozostate wyniki w ponizszej tabeli:

Tabela 2. Zestawienie vy W zalezno$ci od czestotliwosci
wymuszajgcej

Widzimy, ze drgania ptyty powoli narastajg wraz ze
wzrostem czestotliwosci, az do 35Hz, gdzie ze wzgledu na
zblizanie sie czestotliwo$ci wymuszenia do pierwszej
czestotliwos$ci drgan wlasnych, mozemy zaobserwowac -
charakterystyczny dla rezonansu - szybki wzrost ampli-
tudy, ograniczony jednak przez znaczne ttumienie we-
wnetrzne. Przeprowadzenie obliczen dla powyzszych
wymiaréw plyty miato na celu wyznaczenie podstawo-
wych charakterystyk dynamicznych (tj. charakterystyki
amplitudowo czestotliwo$ciowej, oraz postaci drgan)
obiektéw, jakie moga by¢ badane na istniejgcym na Poli-
technice Warszawskiej stanowisku. Jednak z punktu wi-
dzenia  koncepcji = aktywnej redukcji drgan
cienkosSciennych elementéw kadtuba samolotu, intereso-
wac nas beda znacznie mniej rozlegte obiekty i tak, autor
po ogledzinach kilku typowych samolotéw aluminiowych
o konstrukcji nitowanej, wytypowat elementarny prosto-
kat rozpiety na podtuznicach oraz wregach kadtuba o sto-
sunku bokéw okoto 1:4 oraz wymiarach 350x90mm.
Przedstawia go ponizsza fotografia:

Fot. 1. Rozmiary i proporcje typowego elementu tworzacego poszycie kadtuba samolotu
o konstrukcji nitowanej (I-22 ,Iryda”).
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PrzejdZmy do zbadania odpowiedzi drganiowej na wymuszenie akustyczne takich wtasnie
obiektéw. W ponizszej tabeli zostaly zamieszczone wyniki obliczen dla dwoch ptyt o jednako-
wych wymiarach poprzecznych (350x90mm) i grubosci (0,59mm), lecz wykonanych z r6znych
materiatéw, tj. z duraluminium oraz z laminatu wtékno weglowe/zywica epoksydowa. Prze-
dziat zmian czestotliwo$ci wymuszajgcej zawiera sie w zakresie 1Hz do 2kHz. Utamkowe czes-
totliwosci s to kolejne rezonanse — komorki z szarym ttem. Celem takiego zestawienia jest
pokazanie jaki wptyw na zmniejszenie warto$ci skutecznej predkosci drgan powtoki cienko-
$ciennej — a tym samym, wprost proporcjonalnie, hatasu kabinowego jaki jest przez nig gene-
rowany - ma samo zastosowanie kompozytu do jej wykonania.

Tabela 2. Zestawienie vgyg w zaleznosci od czestotliwo$ci wymuszajgcej
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SPOSTRZEZENIA

— Zjawiska obserwowane do 10Hz mozemy okresli¢ jako quasi-statyczne poniewaz wptyw ttu-
mienia wewnetrznego jest niezauwazalny a odksztatcenia zalezg jedynie od sztywno$ci plyty.

— 0d okoto 70Hz zaczyna by¢ widoczna pierwsza réznica miedzy stabym, a silnym ttumieniem,
by osiagnac¢ najwiekszg warto$¢ przy pierwszym rezonansie.

— Mozemy zaobserwowa¢ duzy wptyw sztywnos$ci materiatu, gdyz nawet przy przyjeciu ta-
kiej samej warto$ci wspotczynnika ttumienia, pole pod wykresem (energia przenikajgca przez
plyte) w przypadku materiatu kompozytowego jest okoto 2-krotnie mniejsze niz w przypadku
aluminium.

— Poza rezonansami wptyw warto$ci wspétczynnikéw ttumienia na drgania jest maty.

— Zjawiska charakterystyczne dla rozruchu - np. takie jak wzbudzenie pierwszej postaci drgan

przy wymuszeniu o czestotliwos$ci znacznie wiekszej od pierwszej czestotliwosci rezonansowej,
daja sie zaobserwowac tylko w przypadku ptyty o znacznych wymiarach (patrz Rys. 1.).

— Powyzej 1kHz opracowany model zaczyna cechowac znaczny wzrost czasu obliczen (i to
uwzgledniajac w obliczeniach tylko pierwszych 25 funkcji wtasnych). Powyzej 2kHz na poje-
dynczy wynik trzeba czeka¢ okoto godziny, co wyklucza mozliwo$¢ uzycia modelu do symulo-
wania uktadu aktywnego ttumienia drgan tych czestotliwosci. Nie jest to jednak zagrozenie,
gdyz wytypowane do redukcji drgan pasmo miesci sie w przedziale 20-200Hz, w ktérym czas
obliczen spada do ok. 3s.

— W przedziale 500-1500Hz kompozyt cechujg zauwazalnie wieksze drgania - dzieje sie

tak m.in. z uwagi na liczne rezonanse potozone w tym zakresie, ktére poprzez znaczne ttumie-
nie wewnetrzne t3czg sie jedno rozciggniete na przedziale 1,5 kHz maksimum.

— W tabeli przedstawiono wyniki obliczen wszystkich czestotliwosci wiasnych kazdej z ptyt
(komorki z z6ttym ttem). Znanym faktem jest, Ze nie wszystkie z nich ujawniajg sie jako rezo-
nanse. Zostato to sprawdzone i na rys. 3. zamieszczono postacie drgan kazdej z ujawniajacych
sie czestotliwo$ci wtasnych obu ptyt do 2kHz. Uwaga: by nie zaciemniac¢ rysunku zamieszczono
obliczone postacie ptyty aluminiowej, ale przeprowadzone symulacje na modelu dowodzg, iz
kolejne rezonanse ptyty kompozytowej majg identyczny charakter.

WNIOSKI

— Zastosowanie kompozytu w sposéb znaczacy wptywa na zmniejszenie drgan ptyty. Dzieje sie
tak z dwéch powodow. Po pierwsze, znacznie wieksza sztywnos$¢ ptytowa takiego elementu
sprawia, iz odksztatcenia dla niskich oraz $§rednich czestotliwo$ci s wyraznie mniejsze. Druga
kwestig jest sam wspoétczynnik thumienia wewnetrznego, ktdry jak ustalili badacze [3], [4] dla
materiatu kompozytowego jest okoto 2-krotnie wiekszy.
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— Interesujaca jest natomiast obserwacja wyzszych (mozna zaobserwowac juz przy 2000Hz)
czestotliwos$ci, w przypadku ktorych przewaga kompozytu zanika, poniewaz zaczyna wtedy
odgrywac wazka role 3-ci czton réwnania oscylatora harmonicznego, tj. czton masowy. Przy
wysokich czestotliwos$ciach, drgajaca ptyta staje sie wibrujaca masa i nie ma znaczenia ani jej
sztywno$¢ ani ttumienie w uktadzie a przede wszystkim jej masa, ktora dla jednakowych wy-
miaréw geometrycznych, wieksza w przypadku ptyty aluminiowej (jak 2,7 do 1,6).

— Przeprowadzone analizy pokazujg, iz z punktu widzenia koncepcji aktywnej redukcji hatasu
niskoczestotliwo$ciowego (umownie do okoto 200Hz), wystarczy sie skupic¢ jedynie na pierw-
szej postaci drgan, ewentualnie z uwzglednieniem nieznacznych odksztatcen charaktery-
stycznych dla drugiej w kolejnosci, a 3-ciej ze wzgledu na wystepujacych liczbe pét-fal postac
drgan.

— Zaproponowana koncepcja redukcji hatasu kabinowego moze zosta¢ zrealizowana ponie-
waz sterowanie jedng (maksymalnie dwiema) postaciami drgan wybranych elementéw po-
szycia kadtuba mozna wykonywac na tyle szybko, by uktad w czasie rzeczywistym byt w stanie
sie dostraja¢, adaptujac tym samym do zmiennych warunkoéw lotu, takich jak ci$nienie, obroty

silnika, itp.
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ANALITYCAL VIBRATION PLATE MODEL
WITH ACOUSTIC EXCITATION

Abstract

An analytical study of the vibration characteristic of an aluminum and carbon/epoxy
orthogonally laminated composite plates has been conducted. By solving the vibration equation
with Fourier method, step by step, the analytical solution has been derivated. The numerical
solution has been achieved by developing and calculating on a computer a short program. Then
it was possible to draw a position of each point from the zero time to any time, with unlimited time
or space resolution. Also 3-dimensional plots has been developed and where used to create an
animations which shows the subsequent vibration modes.

Calculations and the discussion of the results were conducted for the two cases: the plate made
of aluminum and the plate made of carbon/epoxy composite. Assumptions which have been taken
are compatible with the assumptions of the Kirchhoff plate theory. The value of the damping
coefficients has been taken from the papers describing the experiments conducted by an American
and Chinese scientist.

Described vibration model has been developed in order to examine the possibility of realization
on a physical model an active noise reduction concept in the turbo-propeller aircrafts. This concept
is about reducing the vibration of the fuselage walls, which, excited by the propeller tonal noise,
becomes a secondary source of noise. Those walls, approximately, can be considered as
a rectangular plates excited by the pressure - homogenous and oscillating as a sinus function.

Key words: Fourier, vibrations, damping, noise, acoustic pressure, aluminum, composite, plate



