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Dzwon to narze¢dzie dzwigkowe z grupy idiofonéw,
metalofon odlewany najcze¢Sciej ze stopu w proporcjach
78% miedzi, 20% cyny oraz 2% innych metali, w ksztalcie
kielicha; uderzany umieszczonym wewnatrz wahadlem,
tzw. sercem; tyle mowi zwigzta definicja encyklopedyczna.

Inni, nadajac elementom dzwonu odpowiednie na-
zwy, poréwnuja go do czlowieka. Dzwon wieniczy korona
zlozona z uszu i klucza, ponizej sa czapka, szyja 1 boki zwa-
ne plaszczem. Wylot dzwonu niektérzy nazywaja ustami,
krawgdzZ — warga, a wewnatrz dzwonu bije serce [1].

Dzwony pochodza z Azji i znane byly juz w starozyt-
nosci. Sa $wiadectwem prestizu oraz pelnig réznorakie
funkgje kulturowe. S3 réwniez jednym z najstarszych
Srodkéw komunikowania si¢ ludzi i w znacznym stopniu
pelnia t¢ funkgje¢ do dnia dzisiejszego. ,Mowa” dzwonu
polega na réznych sposobach wydobywaniu dzwicku.
Instrukcja z 1463 roku zachowana w ko$ciele Mariackim
w Gdansku wymienia trzy sposoby: kotysanie dzwonu, bi-
cie sercem pociaganym za pomoca sznura oraz rytmiczne
uderzanie sercami kilku dzwonéw zwane bajrowaniem.
Dzwigk dzwonu mozna wydobywad réwniez za pomo-
ca uderzania mlotkiem lub mlotkami. Najczgsciej sa to
nieruchome dzwony zegarowe — tzw. typ cymbalowy [2].

Dzwigk dzwonu ma skomplikowang budowe. Wyste-
puje ton uderzeniowy i tzw. gorne alikwoty (tj. skladowe
harmoniczne, ktérych czgstotliwosci sa wielokrotno-
Sciami czg¢stotliwosci tonu podstawowego: oktawa, duo-
decyma, kwintdecyma itd.) oraz nicharmoniczne tony
sktadowe. Ton gléwny — o oktawg nizszy od tonu uderze-
niowego, dobrze styszalny w stadium nabrzmiewania, jest
tonem kombinacyjnym, wytworem subicktywnym (nie
wystgpuje w widmie dzwigku). Dzwon jako instrument
ma osobliwe brzmienie, gdyz jego tony skladowe nie zle-
waja si¢ w SciSle okreslong barwe, lecz s slyszane osobno.

A bell is a sound tool belonging to idiophone
group; it is a metallophone, usually cast from an alloy
including 78% of copper, 20% of tin and 2% of other
metals in a goblet shape. It is usually struck by an
inside-mounted tongue, i.c. the clapper. So says a brief
encyclopedia definition.

Others attribute names to bell elements comparing
it to a human body. A bell is crowned, the crown parts
are called eyes and key, below are shoulder and waist.
The lower rim is called a mouth with lips. Inside the
bell beats the heart (clapper) [1].

Bells originate from Asia and were known in ancient
times already. They are a testimony to prestige and fulfil
various cultural functions. Bells are among the oldest
means of inter-personal communication and to a great
degree play this role nowadays. The bells speach is mani-
fested in various ways of sound emission. A manual dated
at 1463 kept in Virgin Mary Church in Gdansk specifies
three such ways: swinging bells, striking by a clapper
pulled by a rope and rhythmical striking of clappers at sev-
eral bells. The bell sound may also be emitted by hammer
strokes, the situation usually occurring with immovable
clock bells — the so called chimes [2].

The bell sound has a complicated structure. It con-
sists of a strike note, higher aliquots (i.e. the harmonic
components with frequencies being multiples of the
basic note: an octave, a twelveth, a fifteenth, etc.) and
non-harmonic tones. The principal note — one octave
lower than the strike note, which is clearly heard in the
sound build-up phase is a combined note, a subjective
creation not present in the sound spectrum. A bell as
an instrument has an unusual sound because its com-
ponents do not merge into any specified note but the
components are audible separately.
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Z punktu widzenia mechaniki najciekawszym 1 za-
razem najbardziej zlozonym jest wydobywanie dzwigku
dzwonu przez jego kolysanie. Powstajace przy tym
drgania mozna podzieli¢ na dwa rodzaje: skomplikowa-
ne przestrzenne drgania czaszy dzwonu spowodowane
uderzeniem serca w wieniec dzwonu, w wyniku ktérych
powstaje dzwigk, oraz ptaskie wahadlowe drgania zawie-
szonego na osi dzwonu traktowanego jak bryla sztywna.

Przedmiotem niniejszego opracowania s3 drgania
dzwonu jako bryly sztywnej. Dzwon modeluje si¢ jako
wahadlo fizyczne, tj. cialo sztywne o masie m mogace
swobodnie obraca¢ si¢ dookola stalej poziomej osi ob-
rotu O, na ktére dzialaja jedynie sita cigzkosci G = mg
oraz reakcje V1 H tozysk w osi obrotu O (ryc. 1).

Potozenie dzwonu w chwili ¢ okreSlone jest przez
zmienny kat obrotu ¢. Réwnanie ruchu dzwonu wynika
z drugiej zasady dynamiki Newtona i ma postaé

2

dy

= +psing=0, 1
gdzie
s >

oraz | oznacza moment bezwladnosci dzwonu wzgle-
dem osi obrotu O.
Réwnanie (1) mozna zapisa¢ w postaci

d1(dpY di.,
aj49a) 4 , 3
dtZ(dt) a7 eoso) ¥
zatem calka ruchu jest
1(dy ’ 2
—|—| —p cosp=C, 4
2(wj p cosg 4)

gdzie C jest staly calkowania. Jesli @ oznacza maksymalny
kat wychylenia dzwonu, to kat ¢ zmienia si¢ w przedziale
—-a < ¢ < a. W punkcie ¢ = a predkosé katowa dzwonu
jest réwna zeru, tj. dg/dt = 0, zatem z réwnania (4)
otrzymuje si¢ warto$¢ stalej calkowania

C=-p’cosa. (5)

Po podstawieniu tej warto$ci do réwnania (4) mozna
otrzymac rOwnanie

(‘Zj =2p*(cosp—cosa). (6)

Réwnanie (6), ze wzgledu na nieliniowo$d, jest
trudne do rozwigzania w formie analitycznej o postaci
@ = ¢(t). Mozna natomiast fatwo wyznaczyé zalezno$é
odwrotna t = t(p). W tym celu, stosujac tozsamosci

O

cosp=1-2sin>? | cosa=1-2sin? %
2 2

réwnanie (6) mozna przeksztalcié do postaci

? 2 . 2 a . 2
ag | _ 4 _ 4 , 7
( ’ ) p | s > Sin 2 ( )
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As far as mechanics is concerned, the most complex
and most interesting phenomenon is the emission of
bell sound by its swinging. Vibrations resulting from
this action can be divided into two groups — complex
spatial vibration of the bell shell due to clapper strokes
at the bell rim producing acoustic waves and plane pen-
dulum rigid body vibrations of the bell about its axle.

The present paper is devoted to an analysis of rigid
body bell vibrations. The bell is modelled as a physical
pendulum, i.e. a rigid body with a mass m free to rotate
about a fixed horizontal axis of rotation O. The body
is subjected to a gravity force G = mg and reactions I/
and H at bearings in the rotation axis O (fig. 1).

The bell position at a time ¢ is determined by a vari-
able angle of rotation ¢. The equation of motion for
the bell results from Newton’s second principle and
takes the form

2

dy

+ p?sinp =0, 1
g T Psme (1)
where
, mgs
=—, 2
pP== 2

and J stands for the bell moment of inertia with respect
to the rotation axis O.
Equation (1) can be rewritten to get

2
2;(?;} = %(p2 cos (p), 3)
thus the motion integral is
1(dp)
Z(dt) —pcosp=C, G

where C is an integration constant. If a denotes the
maximum swinging angle, then ¢ is from the range
—-a < ¢ < a. For ¢ = a the bell angular velocity is equal
to zero, i.e. dp/dt = 0. Thus, the value of the integra-
tion constant

C=-p’cosa. (5)

can be obtained from (4). Substituting (5) into (4) leads
to the equation

(Z’z’j =2p*(cosp—cosa). (6)

which is difficult to solve in an analytical way ¢ = ¢(t)

due to its nonlinearity. On the other hand, one can

easily find the inverse relation t = #(p). To this end the
following identities can be used

cosp=1-2sin>? | cosa=1-2sin> %

2 2

and (6) can be transformed to the form

ap ? 2f .2 .20
=4 , 7
( [j p | Sin > Sin B ( )
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skad po rozdzieleniu zmiennych wynika réwnanie

dt:LL

2 ®)

‘S

sin® % —sin? £
2

2
Po scatkowaniu réwnania (8) stronami otrzymuje si¢

1Y du
t=t(p)=— |—o—. 9
2p J‘ sin2g—sinzz
2 2

Funkgja t = t(p) jest SciSle rosnaca, zatem istnieje
ijest jednoznacznie okre§lona rowniez funkcja odwrotna
@ = ¢(t) bedaca rozwigzaniem réwnania ruchu (6).

Catkowanie w granicach od 0 do a we wzorze (9)
daje ¥4 okresu pelnego wahnigcia. Stad okres T pelnego
wahnigcia jest rowny

(10)

Catkowanie mozna wykonaé za pomoca rozwini¢cia
funkgji podcatkowej w szereg. W tym celu wprowadza
si¢ nowa zmienng catkowania y za pomoca wzoru

u a
sin— =sin—siny . 11
2 S Sy (11)
Zatem
\/sinza—sinzu = \/sinza—sinzasinzw =
2 2 2 2
:sin%wll—sinzy/:sin%cosw,
| " u 25ingcosy/
—cos—du =sin—cosydy = du=——=——dy.
> ) ) yay u v
cosg

Wtedy wyrazenie podcatkowe we wzorze (10) mozna
przedstawi¢ w postaci

2 . a
du B | smE cosys o
.20 .U . a u
\/sm‘—sm Z  sin—cosy  cos—
2 2 2

(12)

2dy  2dy 2dy

- d u o .
cos _anl® Cain2 P a2
5 \/1 sin > \/1 sin 2sm 7

Warto$ciom u = 0 oraz u = a odpowiadajg wartosci
w = 0 oraz y = /2, zatem po uwzglednieniu (12) wzor
(10) na okres T pelnego wahnigcia dzwonu przyjmuje
postaé
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Separation of variables leads to

1 d
dl — 7—40
2p
sin? ——s1
2

(8)

S

2

Integration of both sides of equation (8) results in

4

1
t=1(p) == j—. ©
ZP"‘ sin? % —sin? %
2 2

The function t = t(p) is strictly increasing, thus
there exists a unique inverse function ¢ = ¢(t) rep-
resenting the solution of the equation of motion (6).

Determinate integration within the limits 0 and
a of the formula (9) gives ¥4 of the full swing period.
Hence, the full swing period is

T R (10)
P |6in2 2 _gin?X
2 2

The integration can be carried out using a series
expansion of the integrated function. To this end a new
integration variable y is introduced

u a
sin— =sin—siny . 11
5 5 Siny (11)
Hence,
\/sinza—sinzu = \/sin2a—sin2asin2 Y =
2 2 2 2
:sin%,/] —sin’y = sin%cosw,
. a
| " “ ZSmEcosy/
—cos—du =sin—cosydy = du=——=——dy.
) ) ) yay u v
COSE

Then the integrated function in (10) can be ex-
pressed as

2sin cosys
du _ 1 2 dy =

.o u
\/sinz % _sin?"  sin—cosy  cos—
2 2 2

_ 2dy  2dy 2dy

- u u o .
COS— _an2® Cain2 Pt a2
2 \/1 sin 5 \/1 sin 2sm 7

The values w = 0 and y = ©n/2 correspond to
u = 0 and u = a, so taking (12) into account the
formula (10) for the full swinging period T takes
the form




4 2
— T (13)
T 5[ V1 k2 sin®y

dzie k =sin . Ze wzoru na rozwiniecie w szereg dwu-
g 5 A g

mianu Newtona (1 -k sin’ ¢) 2 otrzymuje si¢
o ymuj

1

1=k sin”y

:1+lkzsin2:,z/+

(14)
—i—gk4 sin*y + I3:5 k®sin®y +...
2-4 2:4-6
1 wzdr (13) mozna przedstawié¢ w postaci
> > P
r=2 I g1/+1k2 J‘sinzq/~d¢/+£k4 Ism e
Pl 2 5 2 0
i (15)
13:5 7
dy + sin®y-dy +... .
4 246 6[ y-dy

Catki wystgpujace we wzorze (15) mozna okreslié
za pomocy ogdlnego wzoru

. 1-3-5..2n-)x
sin®"y-dy =—"-""_~“°
veay 2:4-6..2n 2

r
2
0

zatem okres T petnego wahnigcia dzwonu jest réwny

=k, (16)
p

gdzie

2
K(a) =1+(1j sin® % +
2 2

(13)2 0 (1.35)2 o
+| == sin"=+| ———| sin® = +....
2.4 2 (246 2
Dla danego wahadla fizycznego mozna okresli¢ za-
stgpcze wahadlo matematyczne o dlugosci I, wykonujace
drgania identyczne jak wahadto fizyczne (ryc. 2).
Roéwnanie ruchu wahadla matematycznego ma
postaé
d*e
dr’

+plsing =0, (18)

gdzie
=¥ (19)

z

Réwnania (1) oraz (18) maja taka samg postaé, zatem
zast¢pcze wahadlo matematyczne wykonuje ruch iden-
tyczny jak wahadlo fizyczne, gdy p* = p? tj. gdy

— 44

4z

- (13)
T J NI k2 sin®y

where k =sinZ. The formula for the Newton binomial

expansion (1 -k sin® g) ? yields

1

1=k sin’y

:1+lk2sin2y/+

(14)

+2k4 siny + I3:5 k®sin®y +...
2-4 2-4-6

and the relation (13) can be given in the following form

4 e T 13 ]
— —k> |sin’ y-diy +——k* |sin* -
|
B (15)
1.3.5 .2
-dy + sin’y-dy+...|.
e OI y-dy

The integrals in (15) can be expressed in a general
way as

13:5.2n-)

sin® w-dy =
veay 2-4-6.2n 2

>

S eI

thus, the bell full swinging period T is

= k(). (16)
p

where

2
K(a)=1+ [lj sin?% +
2 2

1.3V . ,a (135 .«
+ | — sm —+| — sin —+....
2.4 2 246 2

For an arbitrary physical pendulum one can in-
troduce an equivalent mathematical pendulum with
length I, which vibrates in the identical way (fig. 2).

The equation of motion for the mathematical pen-
dulum takes the form

2

dy

+ p?singp =0, 18
dlz pl (0 ( )

where
p=¥ (19)

z

Equations (1) and (18) have the same form, thus the
mathematical pendulum exhibits the same motion as
the physical pendulum when p* = pZ, i.e. when
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78 (20)

Stad dlugosé zastgpczego wahadla matematycznego
jest rowna

1)

Moment bezwladnosci J dzwonu (wahadta fizycz-
nego) wzgledem osi obrotu O jest réwny
J=J,+ms’, 22)

gdzie J, oznacza moment bezwladnosci dzwonu wzgle-

dem osi przechodzacej przez jego Srodek cigzkosci S.
Mozna zatem napisaé

Jy+ms® J,
=——=—"t 1y,
ms ms

/

z

(23)

co oznacza, ze [, > s. Dlugosé I, wyznacza na osi dzwo-
nu punkt C, ktéry nazywa si¢ srodkiem wahania (ryc. 3).
Jesli Jo = mrg, gdzie r, jest promieniem bezwladnosci,
to wzor (23) mozna przedstawié w postaci

L="+5
s

=l (24)

Przedstawiajac réwnanie (24) w postaci s> — sl. +
+ mr; = 0 widad, Ze jest ono spelnione przez dwie liczby
11, takie, ze s; + s, = .. Jesli zatem na ryc. 3 oznaczy
si¢ s = 51, to s, = I, — 51. Stad wynika, ze jesli wahadlo
zawieszone w punkcie O ma $rodek wahania w punkcie
C, to nawzajem wahadlo zawieszone w punkcie C ma
$rodek wahania w punkcie O.

Dla dzwonéw wprowadza si¢ parametr ¢

2
ms

(25)

nazywany wspdtczynnikiem ksztattu dzwonu. Dla dzwo-
néw o klasycznych proporcjach wspétczynnik ksztattu
jest rowny ¢ = 0,75+0,80 [6].

Dynamiczna réwnowazno$¢ wahadla fizycznego
1 zastgpczego wahadla matematycznego wystgpuje wtedy,
gdy moment bezwladno$ci masy zastgpczej m, wzglg-
dem osi obrotu O jest rowny momentowi bezwladnosci
] wahadla fizycznego: m.IZ = J. Stad i z (21) wynika, ze

_J_J1_Jms

m,=—=——= m>=c-m.
FOLL LJ

(26)

Dynamiczna réwnowazno$¢ wahadta fizycznego i za-
stepczego wahadia matematycznego oznacza, ze sily bez-
wladnosci wywolane ruchem obu wahadet sa identyczne.

Reakcje podporowe w osi obrotu dzwonu mozna
wyznaczy¢ z warunkéw rownowagi sit czynnych 1 sit
bezwladnosci dzialajacych na dzwon w trakcie jego
ruchu.

mgs _ g
78 20
Y (20)

z

Hence, the length of the equivalent mathematical
pendulum is given by

21)

The bell (physical pendulum) moment of inertia J
with respect to the rotation axis O is
J=J,+ms’, 22)

where J, denotes the bell moment of inertia with re-

spect to its central axis (S is the bell centroid). One can
write down the following relations

/ :M:Q

z

+s, (23)

ms ms

It means that /, > 5. The length /, defines a point
C on the bell axis. It is the swinging centre (fig. 3). If
Jo = mrg, where ry is the radius of gyration, then (23)
can be given as

r2
[ =2 +5.
s

: 24)

Expressing (24) in the form s* — sl. + mrg = 0
shows, that it is fulfilled by two such numbers s,
and s, that s; + s, = [.. Thus, if we denote s = s,
in fig. 3, then s, = I, — s;. Hence, if a pendulum
hanging at O has its swinging centre at C, then,
mutually, a pendulum hanging at C has a swinging
centre at O.

A certain parameter ¢ is introduced as

(25)

and it is called the bell shape coefficient. For classically
shaped bells the shape coetficient ¢ = 0,75+0,80 [6].

The dynamic equivalence of physical and math-
ematical pendula occurs when the moment of inertia
for the equivalent mass m, with respect to the rota-
tion axis O is equal to the moment of inertia J for
the physical pendulum: m_[Z = J. Thus from (21)
one gets

ms N
7=m7:C'WI.

J

m. = =

z

(26)

T
NN‘K

1_
z lz z

The dynamic equivalence of physical and math-
ematical pendula means, that the inertia forces due to
the motion of both pendula are identical.

The support reaction at the rotation axis of the bell
can be determined from the equilibrium of active and
inertia forces acting on the bell during its motion.

There are two inertia forces (fig. 4):
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Na dzwon bgdacy w ruchu dziataja dwie sity bez-
wiadnosci (ryc. 4):
— wypadkowa sil od$rodkowych dziatajaca w osi
dzwonu
N(p)=ms¢”, (27)
— wypadkowa stycznych sit bezwladnosci dzialajaca
prostopadle do osi dzwonu
T(p)=ms¢. (28)
Wypadkowy moment stycznych sil bezwladnosci
wzgledem osi obrotu O jest rowny
M(g)=J. (29)
Na podstawie wzoréw (28), (29) 1 (21) mozna obli-
czy¢ ramig dziatania sity T(p) wzglgdem O:

M(p) _ Jp _J
T(p)

_721_
msgp ms

To oznacza, ze wypadkowa stycznej sity bezwladnosci
T(¢p) przechodzi przez punkt C. Punkt C ma t¢ wlasci-
wos¢, ze jakakolwick sita zewngtrzna dzialajaca na linii
sity T(p) nie wywola reakgji osi obrotu dzwonu, gdyz
réwnowazy ona wypadkows stycznych sil bezwladnosci.
Z tego powodu $rodek wahania nazywa si¢ réwniez
Srodkiem uderzenia. Proporcje dzwonu s tak dobrane, by
serce uderzalo w dzwon w poblizu punktu uderzenia.
Interpretujac znaczenie Srodka uderzenia mozna rozwa-
zy¢ pionowy pret zawieszony na gérnym koncu, ryc. 5.

Problem ten dotyczy nie tylko dzwonu, lecz réwniez
serca dzwonu, ktére czgsto ksztattuje si¢ w postaci preta
przedtuzonego ponizej punktu uderzenia.

Korzystajac ze wzordw (1), (2), (6), (21), (26) oraz
(27), (28), sity bezwtadno$ci mozna przedstawié w po-
staci

N(p)= G%(cosq: —cos oc) =2cG(cosp—cosa), (30)

z

T(gp):—Glisin(p:—chinga. (1)

z

Z warunkéw rownowagi sit dzialajacych na dzwon,
zgodnie z ryc. 6, otrzymuje si¢

V=V(p)=G+ N(p)cosp+T(p)sing, (32)

H = H(p)=N(p)sing =T (p)cosgp. (33)

Stad, po wstawieniu wzordéw (30) i (31) otrzymuje
si¢ wzory okreslajace reakcje osi dzwonu:

V =V(p)=G+cGF,(a,9), (34)

H:H((/)):CGFH(O‘J/’), (35)

gdzie

— resultant of centrifugal forces acting along the bell
axis
N(p)=ms¢”, 27)
— resultant of tangential forces acting perpendicularly
to the bell axis
T(p)=msp. (28)
The resultant moment of tangential inertia forces
with respect to the rotation axis O is
M(p)=Jj. (29)
From (28), (29) and (21) one can compute the arm
of the force T(p) with respect to O:

M) _ Jp _J

T(p) ms¢ ms L

This means that the resultant of tangential inertia
force T(¢p) passes through the point C. This point has
such a property, that any external force acting along
the line of action of the force T(¢p) does not yield any
reaction of the bell rotation axis, because it is balanced
with the resultant of tangential inertia forces. Thus, the
swinging centre is also called the strike centre. The bell
proportion is assumed in such a way, that the clapper
strikes in the vicinity of the strike centre. To analyze the
meaning of the strike centre one can consider a vertical
rod hanging at its upper tip, fig. 5.

The problem at hand is not only related to bells
but also to clatters, which are usually formed as rods
extending below the strike centre.

Using the relations (1), (2), (6), (21), (26) and (27),
(28), the inertia forces can be given in the following
form

N(p)= G%(cosw —cos a) =2cG(cosp —cosa), (30)

z

T((p):—Glisingo:—chingo. 31)

z

The equilibrium conditions for forces acting on the
bell, according to fig. 6, are

V=V(p)=G+ N(p)cosp+T(p)sing, (32)

H = H(p)=N(p)sing =T (p)cosgp. (33)

Then, substituting the formulae (30) and (31), one
gets the values of the reactions at the bell axis:

V =V(p)=G+cGF,(a,9), (34)

HZH(@):CGFH((X’(p)’ (35)

where
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Dzwon — wahadto fizyczne
Bell — physical pendulum

Zastepcze wahadto matematyczne
Equivalent mathematical pendulum

0§ obrotu
Axis of rotation

2
i
Ryc. 1. Wahadto fizyczne — model oblicze- Ryc. 2. Zastepcze wahadio matematyczne
niowy dzwonu Fig. 2. Equivalent mathematical pendulum
Fig. 1. Physical pendulum — calculation
model of a bell
N(g) = ms§*
G=m-g G=m-g
Ryc. 3. Potozenia srodka ciezkosci S i srodka wahania C dzwonu Ryc. 4. Sity czynne i sity bezwtadno$ci dziatajace na dzwon
Fig. 3. Location of centroid S and swinging centre C for a bell Fig. 4. Active and inertia forces acting on a bell
F,(a,p)= (3 cos’ p—2cospcosa— 1), (36) » f;:“::‘.rf:nkﬁi " —p A
No suppart
3. . S Fa—
F,(a,0)= Estq)—Zsm(pcosa . (37) bt
. i L. Srodek uderzenin ® ® ®
We wzorach (34) i (35) nalezy zauwazyd, ze Strike centre :
GT =m,g, zatem reakcje osi dzwonu od sit bezwladno$-
.z . . . . . L.
ci s3 takie same jak reakcje osi od sit bezwtadnosci za- Ryc. 5. Wplyw punktu uderzenia na reakcje podporowe
stepczego Wahafﬂa matematycznf_:go. o Fig. 5. Influence of strike centre location on support reactions
Wykorzystujac wzér (10) mozna réwniez utworzyé
wykresy reakeji osi oraz wychylenia ¢ dzwonu w zalez- 3 )
notci od czasu £, F,(a,9)= (3 cos” p—2cospcosa 1), (36)
Najwigksza warto$¢ bezwzglgdna reakeji pionowej
I wystepuje dla ¢ = 0. Na przyktad dla maksymalne- F,(a,0)= (3 sin2¢ — 2sin (pcosaj ) (37)
go wychylenia dzwonu a = n/2 otrzymuje si¢ |V| = 2

= (1 + 2¢)mg. Warto$¢ ta moze ponad dwukrotnie
przekroczy¢ cigzar dzwonu. Dla o = ©/2 maksymalna
warto$¢ reakcji poziomej wystgpuje przy wychyleniu
@ =n/4ijestrowna |H| = (3/2)cmg. Jest to sita, ktora
moze znacznie przekroczy¢ cigzar dzwonu.
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Let us observe, that in the relations (34) and (35)
G = m,g, hence, the reactions at the bell axis due to

z

the inertia forces are the same as those due to the inertia
forces in the equivalent mathematical pendulum.



Funkcje wychylenia ¢ oraz reakeji osi V1 H osi
obrotu dzwonu s3 funkcjami okresowymi, lecz nie har-
monicznymi. Stad, dla celéw projektowych konstrukeji
wsporczych oraz wiez dzwonowych niezbgdna jest
analiza harmoniczna funkgji reakeji 1V'i H.

Funkgje 1 H mozna przedstawié w postaci nieskon-
czonych rozwini¢é w szereg Fouriera:

H(t,0) = cG(y1 (a)sinwt +p;(a)sin3wt +

. (38)
+ys(@)sinSor+..) = cGY .., (a)sin2i + Dot ,
i=0
T 60 _ 120’ (39)
n a

gdzie w znacza pierwsza czgsto$é kotows drgan dzwonu.

Wartosci wspélczynnikéw y oraz f w zaleznosci od
kata o maksymalnego wychylenia dzwonu przedstawio-
ne s3 naryc. 6.

Po odlaniu dzwonu ludwisarz wykonuje badania
i okreSla liczbg a uderzen serca dzwonu w ciagu 1
minuty. W ciagu jednego petnego wahnigcia serce ude-
rza w dzwon 2 razy, zatem liczba n pelnych wahnigé
dzwonu w ciagu 1 minuty (tj. czg¢sto§¢ drgan) wynosi
n = a/2 (czgstotliwos$¢ drgant f = 1/T). Stad mozna
okresli¢ okres drgan dzwonu:

_60_120

n a

T (40)

oraz pierwsza cz¢sto$é kotows drgan dzwonu

2 _ma _7wn

—=—=— (41)
T 60 30

Przeciwnie skierowane reakgcje osi obrotu dzwonu
stanowia obciazenie konstrukcji wsporczej, na ktorej
zawieszony jest dzwon i tym samym stanowia obciaze-
nia wiezy, na ktorej dzwon jest umieszczony. Z wykre-
sow przedstawionych na ryc. 6 wynika, ze najwickszy
wplyw na wielko$¢ tych obcigzen maja kilka pierwszych
sktadowych harmonicznych drgani dzwonu. Wyzsze
harmoniczne jako mate mozna pominaé. Z dostateczna
doktadnoscia dla celéw technicznych przyjmuje sig, ze
obciazenie konstrukeji wsporczej oraz wiezy od waha-
jacego si¢ dzwonu okreslone jest wzorami

H(t,0) = cG(y1 (a)sinayt + “42)

+9,(a)sin 3wt + 75 (a)sin Syt ),

V(t,a) = G+cG(B, (o) cos2ayt + @)

+ f,(a)cosdat + B (o) cos6wll).

Wprowadzajac czgstosci kotowe dla harmonicznych
i=1,2,3, ... wedlug wzoru
w, =iw

) =1 (44)

——148

Taking advantage of (10) one can also find the dis-
tributions of the axis reactions and swinging angle ¢
of the bell as functions of time ¢.

The highest absolute value of the vertical reaction
IV is found for ¢ = 0. For instance, with the maximal
swinging angle a = ©t/2 one gets |[V| = (1 + 2¢)mg.
This value can be twice as big as the bell weight. For
a = /2 the maximum value of the horizontal reac-
tion corresponds to the swinging angle ¢ = n/4 and
reaches |H| = (3/2)cmg. This force can exceed the
bell weight, too.

The functions of the swinging angle ¢ and the axis
reactions IV and H are periodic but not harmonic ones.
Thus for design purposes related to supporting struc-
tures and belfries a harmonic analysis of the reaction
functions IV and H is necessary.

The functions IV and H can be represented in the
form of infinite Fourier series:

H(t,a) = cG(yl (a)sinwt +y;(a)sin3wt +

. (38)
+ys(@)sinSwt +..) =Gy, (@)sin(2i+ Dot ,
i=0
r-80_120 (39)
n a

where w denotes the first natural frequency of the bell.

Values of the coefficients y and f as functions of the
maximum bell swinging angle a are depicted in fig. 6.

Having cast a bell a bellfounder carries out an analy-
sis and determines the number of clapper strokes a per
minute. During one full swing the clapper strikes the
bell twice, so the number of full bell swings per minute
nisn = a/2 (the vibrations frequency f = 1/T). Thus
the vibrations period for the bell:

_60_120

n a

T (40)

can be determined as well as the first natural frequency

2r  ma 7n
w=—

T 60 30 4D

Opposite reactions at the bell rotation axis form
a loading acting on the supporting structure of the
bell and, thus, are the loading for the belfry. It can be
concluded from the distributions presented in fig. 6
that only a few first harmonic components of the bell
vibration have the biggest influence on the loading
magnitude. The higher harmonics can be neglected. It
is assumed with a sufficient accuracy, that the loading
acting on the supporting structure and the belfry due
to the swinging bell can be given as

H(t,a) = (:G(y1 (a)sinayt + 42)

+,(a)sin3wt + 7, (a)sin 5wyt ),
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funkgje (42) i (43) mozna przedstawi¢ w postaci (ryc. 7)

H(t,0) = cG(y1 (a)sinwyt +
(45)
+ ;5 (a)sinw,t +ys(a)sin wst) ,

V(t,a) = G+cG(B,(a) cosw,t + 46
+ p,(a)cosw,t + B (ar) cosa)ét) . (o

Dla poszczegdlnych harmonicznych wprowadza si¢
réwniez okresy drgan okreslone wzorem
1

T=-T.
1

(47)

Oddziatywania dzwonéw na wiez¢ maja charakter
dynamiczny. W praktyce wieze mozna obliczaé na ob-
cigzenia statyczne, przyjmujac zastgpcze oddzialywania
dzwondw. Sily zast¢pcze oblicza si¢ przez pomnozenie
amplitud sil rzeczywistych okreSlonych wzorami (45)
1 (46) przez wspolczynnik dynamiczny.

Obcigzenia wywolywane przez dzwony mozna
réwniez wyznaczaé ze wzordw uproszczonych. Wedlug
Neuferta [4], o ile nie wykonuje si¢ doktadnych obli-
czen, amplitudy sit pionowych 1 poziomych wywoty-
wanych przez dzwony mozna przyjmowac nastgpujaco:
— zawieszenie dzwonu na jarzmie prostym (ryc. 8)

H=1,55G,

V=310, (48)

— zawieszenie dzwonu na jarzmie wykorbionym (ryc. 9)

V(t,a) = G+cG(p, (o) cos2yt + )

+ f,(a)cosdwt + B (ar) cos6a)lt) .

Introducing the frequencies for the harmonics i =
1,2, 3, ... according to the formula

W, =iw (44)

the functions (42) and (43) can be given in the form
(fig. 7)

H(t,a)= cG(y1 (a)sinwyt +
(45)
+y;(a)sinwyt +ys(a)sinwg),

V(t,a) = G+cG(B, (o) cosaw,t + P
+ f,(a)cosw,t + B (ar) cosa)él). 40

For the subsequent harmonics one can also intro-
duce the vibration periods according to

r=1r.

: (47)
1

H(t,a)

H=0.25G, V=1,5G. (49)
16 = Vit,a)
a \
| ‘ G
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b Ryc. 7. Wykresy funkgcji H(z,a), V(t,)
P Fig. 7. Plots of functions H(t,a), V(t,a)
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Ryc. 6. Wartosci wspotczynnikow y oraz f w zaleznosci od kata
a maksymalnego wychylenia dzwonu (wykresy z DIN 4178, April
2005 [6])

Fig. 6. Coefficients y and j as functions of the maximum bell swing-
ing angle o (according to DIN 4178, April 2005 [6])
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Ryc. 8. Jarzmo proste [4]
Fig. 8. Plain yoke [4]

Ryc. 9. Jarzmo wykorbione [4]
Fig. 9. Cranked yoke [4]



Wspotczynnik dynamiczny okreslony jest wzorem

re—te 50

n(’ - m
gdzie: n, — czgsto§é drgant wlasnych wiezy,

n, — czgsto§é danej skladowej harmonicznej
wymuszajacej drgania.

W przypadku rezonansu wspdtczynnik dynamiczny
nalezy przyjmowac n = 10.

Okres wahania dzwonu miesci si¢ na ogdt w grani-
cach 1,5s < T <3s. Dla dominujacej trzeciej sktadowe;j
harmonicznej mamy 0,5 s <T5< 1 s, a dla piatej sktado-
wej 0,3 s<T5<0,6s, gdzie s = 1 sckunda. Wymusze-
nia o okresach T3 1 T leza czesto w obszarze okresow
drgan wiasnych wiezy i powinny by¢ brane pod uwagg
w obliczeniach.

Z uwagi na stosunkowo niskie wartosci ttumienia
drgan nalezy zawsze sprawdzaé mozliwo$é powstania
rezonansu dla trzeciej skladowej harmonicznej wymu-
szenia drgan. W przypadku kilku dzwonéw wymuszaja-
cych drgania nalezy wyznaczy¢ widmo pierwszych kilku
czgstosci drgan wlasnych wiezy, najlepiej przez pomiar
na obickcie. Wielko$ci dzwondw nalezy tak dobieraé, by
pierwsza, trzecia 1 piata czgsto$ci drgait wymuszajacych
lezaty poza widmem czgstosci drgant wlasnych wiezy.
Niebezpieczenstwo rezonansu wystgpuje wtedy, gdy
czgsto§é drgan wiasnych wiezy rézni si¢ od czgstosci
najblizszej sktadowej harmonicznej o mniej niz 20%.
Wymaganie to dotyczy przede wszystkim trzeciej skla-
dowej harmonicznej wymuszenia drgani przez dzwony.

Dla kazdego odlanego dzwonu wytwdrca powinien
podaé ton dzwonu oraz nast¢pujace parametry:

d — Srednica dzwonu,

G - cigzar dzwonu,

a — maksymalny kat wychylenia dzwonu w stop-

niach,

a — liczba uderzen serca dzwonu na 1 minute,

¢ — parametr ksztattu dzwonu.

Ze wzoréw (48) i (49) wynika, ze oddziatywania
dzwonu zawieszonego na jarzmie wykorbionym sa znacz-
nie mniejsze niz oddziatywania dzwonu na jarzmie pro-
stym. Stare dzwony byly bowiem na og6t zawieszane na
jarzmach prostych, zatem wywolywaly duze oddzialywa-
nia dynamiczne na konstrukcje wsporcze i nie byty obo-
jetne dla konstrukeji wiezy. Czgsto réwniez przy dobrej
koniunkturze ekonomicznej w trakcie rozwoju parafii na
wiezach koscielnych zawiesza si¢ nowe dodatkowe dzwo-
ny, ktdre wraz z dzwonami starymi zwigkszaja obciazenia
dynamiczne wiezy. W takiej sytuacji, w celu zmniejszenia
oddzialywan dynamicznych, zaréwno stare jak i nowe
dzwony zawiesza si¢ na jarzmach wykorbionych.

Przy zmianie zawieszenia dzwonu z jarzma prostego
na wykorbione zmniejszenie poziomych oddzialywan
dynamicznych na ogél nie jest tak korzystne jak podaje
pierwszy wzér Neuferta (49). Z do$wiadczenia autora
niniejszej pracy wynika, ze wielko§¢ poziomego oddzia-
tywania dzwonu zawieszonego na jarzmie wykorbionym
stanowi ok. 30-45% wielkosci poziomego oddziatywania

Action of bells on its belfry is dynamic. In prac-
tice belfries can be analyzed as loaded statically with
equivalent forces assumed. They are determined from
a multiplication of real force amplitudes given by (45)
and (46) by a dynamic coefficient.

The loading due to bells can also be found using
simplified relations. According to Neufert [4], if the
accurate computations are not performed, the ampli-
tudes of vertical and horizontal forces evoked by bells
can be taken as:

— for a bell hanging from a plain yoke (fig. 8)
H=1,55G,

V=3,1G, (48)

— for a bell hanging from a cranked yoke (fig. 9)

H=0,25G, V=15G. (49)
The dynamic coefficient is given by
2
n
n=——=, (50)
n —n,

where: n, — belfry natural frequency ,
n,, — frequency of a given harmonic excitation.

In a case of resonance the dynamic coefficient
should be taken as 7 = 10.

The bell swinging period is usually in the range
1.5 s < T, £ 3 s. For the dominating third harmonic
one gets 0.5 s < T3 < 15, and for the fifth component
0.3s<T5<0.6s,wheres = 1 second. Excitation with
the periods T3 and T’ are usually in the range of belfry
natural frequencies and should be taken into account
in computations.

Due to relatively low values of vibration damping
one has always to check a possibility of resonance with
the third harmonic of the excitation. In the case of
several bells exciting vibrations a spectrum for a few
first natural frequencies of belfry has to be determined,
preferably by in-situ measurements. The bell dimen-
sions should be adopted in such a way that the first,
third and fifth excitation frequencies lay beyond the
spectrum of belfry natural frequencies. Resonance
danger takes place when a belfry natural frequency
differs by less than 20% from the closest harmonic
frequency. This requirement is especially valid for the
third harmonic component of bell excitations.

For each bell cast, the bell founder should specity
the bell note and the following parameters:

d — bell diameter,

G - bell weight,

a — maximum bell swinging angle in degrees,

a — number of clapper strokes per minute,

¢ — bell shape parameter.

It turns out from the formulae (48) and (49) that
bell excitations in a case of a cranked yoke are much
smaller than in a case of a plain yoke. Old bells were
usually hanging from plain yokes and exerted large ex-
citations on their supporting structuresThe excitations
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dzwonu zawieszonego na jarzmie prostym, gdyz w takim
stopniu zmniejsza si¢ wspoiczynnik ksztattu ¢ wystgpu-
jacy we wzorze (45).

Dla nowo projektowanych dzwonnic zawsze przyj-
muje si¢ dzwony zawieszone na jarzmach wykorbio-
nych. Zawieszenie na jarzmie wykorbionym wymaga
réwniez mniej energii potrzebnej do wzbudzenia
1 podtrzymania wahan dzwonu.

Wyprowadzone wyzej wzory okreslajace ruch dzwo-
nu oraz wielkosci jego oddzialywan na konstrukejg
wsporcza 1 wiez¢ pozostaja stuszne, gdy dzwon wyko-
nuje wahania swobodne. Wahania swobodne jednak
szybko zanikaja, zatem potrzebne sa sily podtrzymujace
ruch dzwonu. Dzwon w ruchu ustalonym wykonuje
drgania wymuszone.

Czy wzory wyprowadzone dla wahan swobodnych
dzwonu moga by¢ stuszne dla dzwonu wykonujacego
ustalone drgania wymuszone? To zalezy ot sposobu
podtrzymywania ruchu dzwonu.

Dzwonnicy, tj. osoby wzbudzajace ruch dzwonu, nie
mogg dziataé wbrew temu, co ,chce” dzwon, lecz jedy-
nie musza go wspieraé¢ w podtrzymaniu ruchu. Dzwon-
nik musi wspétdziataé z dzwonem w rytmie jego wahari
swobodnych. Podtrzymywanie wahani dzwonu w taki
spos6b sprowadza si¢ do zréwnowazenia ttumienia
1 mozna przyjaé, ze dzwon wykonuje wahania wymu-
szone, ktére s3 rownowazne wahaniom swobodnym bez
ttumienia. W takiej sytuacji wzory okreslajace wahania
swobodne pozostaja stuszne dla dzwonu wykonuja-
cego wahania ustalone wymuszone. Pociaganie przez
dzwonnika (dzwonnikéw) za ling (liny) w rytmie wahafi
swobodnych dzwonu jest najwlasciwszym naturalnym
sposobem podtrzymania jego ruchu. Do tego potrzebne
sa wyczucie 1 do§wiadczenie.

Obecnie wigkszo$¢ dzwondw jest napgdzanych me-
chanicznie. Stosuje naped tanicuchowy ztozony z silnika
elektrycznego z matym kotem zg¢batym na osi wirnika
polaczonym taficuchem z duzym kotem zamocowanym
do jarzma dzwonu z jednej lub z dwdch stron. Dwony
z napgdem laficuchowym s ruchome. Czgsto jednak
dzwony pozostaja nieruchome, a dZwigk wydobywany
jest przez ruchome serce pociagane ling. Przykiady
takich mechanizméw zastosowanych w jednym z ko-
Scioléw w Barcelonie pokazane s3 na ryc. 101 11.

Naped fancuchowy jest prosty w wykonaniu i stosun-
kowo tani. Jego wada, szczegblnie w przypadku duzych
dzwondw; jest bardziej gwattowne w poréwnaniu do napg-
du r¢eznego oddziatywanie na dzwon, w wyniku czego po-
wstaja wigksze reakcje na podporach dzwonu. W pewnych
przypadkach zamocowanie dzwonu na podporach moze
ulec zniszczeniu. Przykladem jest zniszczenie zamocowa-
nia podstawy tozysk podporowych najwickszego w Polsce
dzwonu Bogurodzica w Licheniu (14,7 tony) pokazanego
na ryc. 12. Dzwon Bogurodzica jest zawieszony w jednej
z wiez Bazyliki w Licheniu, rys. 131 14.

Zniszczenie zamocowania dzwonu Bogurodzica
polegato na $cigciu Srub mocujacych podstawg tozyska
do jednej z belek zelbetowych, na ktérych dzwon jest
ustawiony, ryc. 15.
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were also important for belfry structures. Very often,
in a situation of good economic conditions during
the parish history, new additional bells were mounted
which increased substantially the loading on the bel-
fries. In such cases new and old bells were mounted
using cranked yokes.

The change from a plain to a cranked yoke lead to
a decrease of horizontal excitations which, however,
is not so emphasized as the first Neufert formula sug-
gests (49). The author’s experience indicates that the
magnitude of horizontal excitation in the case of the
cranked yoke is usually equal to about 30-45% of the
excitation in the plain yoke case. It is due to the respec-
tive change of the shape coefficient ¢ present in (45).

In the cases of newly designed belfries only cranked
yokes are considered. Such a layout requires less energy
necessary to start and sustain the bell swinging, too.

The formulae derived above determining the bell
motion and magnitudes of its actions on the support-
ing structure and the belfry remain valid only when
the bell undergoes free vibrations. However, the free
vibrations decay rapidly and external forces are neces-
sary to sustain the bell motion. So, the steady-state bell
vibrations are actually forced.

Hence, the question arises, if the formulae derived
for the case of free vibrations of a bell can be valid in
the case of steady-state forced vibrations? It turns out
that the answer depends on the method of motion
sustaining.

The bell ringers who start the bell swinging can-
not act against the “will” of the bell but have to assist
in swinging sustainment only. The bell ringer must
collaborate with the bell in the rhythm of its free
vibrations. Swinging sustainment in this way leads to
equilibrating of damping and it can be assumed that
the bell undergoes forced vibrations equivalent to free
undamped vibrations. In such a case the formulae de-
scribing the free vibrations remain valid in the forced
vibration case. Pulling the rope by a bell ringer in the
rhythm of the bell free vibrations is the most proper,
natural way to sustain the bell motion. This requires
experience and a feeling.

Nowadays the majority of bells is driven mechani-
cally. Usually a chain drive is used with an electric
engine and a small gear on the rotor axle connected
by a chain to a large wheel mounted at a bell yoke on
one or both sides. Bells with a chain drive are movable.
However, quite often the bells remain fixed and the
sound is made by a movable clapper driven by a rope.
Examples of such layout in one of Barcelona churches
are presented in figs. 10 and 11.

The chain drive is relatively easy and cheap to
construct. Its drawback, especially in a case of large
bells is a too rash action on the bell when compared
to a manual drive. This results in larger reactions at
bell supports. In some cases these supports can be
destroyed. As an example the destruction of support
bearing bases at the largest bell in Poland — Bogurodzica
(Mother of God) bell in Licheni (14.7 tons) is presented



Ryc. 13. Wieza dzwonowa w Licheniu
Fig. 13. Belfry in Lichen

Ryc. 10-11. Napedy mechaniczne dzwondéw w jednym z kosciotéw
w Barcelonie

Fig. 10-11. Mechanical drives of bells in one of churches in Barcelona

Ryc. 12. Fragment napedu fancuchowego dzwonu Bogurodzica )
w Licheniu Ryc. 14. Usytuowanie dzwonu wewnatrz wiezy
Fig. 12. Detail of chain drive of Bogurodzica bell in Lichen Fig. 14. The bell location inside the belfry
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W zwiazku z zaistnialy awaria postanowiono za-
mieni¢ naped lancuchowy na bardziej lagodny naped
elektromagnetyczny. Przyklad napgdu elektromagne-
tycznego przedstawiony jest na ryc. 16.

Silnik liniowy sklada si¢ z induktora oraz dwu-
warstwowego bieznika z blachy stalowej i aluminio-
wej. W obwodzie magnetycznym silnika liniowego
wystgpuja sila wywolujaca ruch wzdluzny bieznika
wzgledem induktora oraz sifa wzajemnego przyciagania

in fig. 12. This bell hangs in one of towers in Lichef
Basilica, figs. 13 and 14.

The bell mount was destroyed by shearing the
screws fixing the bearing base to one of reinforced
concrete beams supporting the bell, fig. 15.

Due to this situation it was decided to change the
chain drive to a more delicate electromagnetic drive.
An example of an electromagnetic drive is presented
in fig. 16.

Ryc. 15. Sciete $ruby mocujace podstawe tozyska dzwonu do belki zelbetowej

Fig. 15. Sheared screws fixing the bell bearing base to a RC beam

Czujnik cyfrowy

Digital sensor

Induktor

Inductor

Ryc. 16. Elektromagnetyczny naped dzwonu wykonany przez firme PRAIS (za zgoda firmy PRAIS)
Fig. 16. Bell electromagnetic drive produced by PRAIS (courtesy of PRAIS)
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Ryc. 17. Sity dziatajace na tuk stalowy
Fig. 17. Forces acting on the steel arch

Bieinik
—
Thread

Induktor

Inductor

Ryc. 18. Detal mocowania induktora
Fig. 18. Detail of the inductor mount

bieznika i induktora. Do uruchomienia i podtrzymania
ruchu dzwonu tak duzego jak dzwon Bogurodzica
potrzebnych jest kilka silnikéw liniowych. W firmie
PRAIS powstal projekt napedu dzwonu Bogurodzi-
ca skladajacego si¢ z o$miu silnikéw liniowych. Dla
uzyskania pelnej efektywnosci dziatania silnikéw
liniowych autor niniejszego artykutu we wspdtpracy
z firma PRAIS zaproponowat rozmieszczenie silnikéw
na okrggach symetrycznie po obu stronach jarzma
1 wykonat projekt konstrukcji wsporczej, na ktorej
zainstalowano silniki liniowe [7]. Sity dziatajace na tuk
stalowy przedstawione s3 na ryc. 17.

Dla efektywnego dzialania silnika liniowego szcze-
lina mig¢dzy induktorem i bieznikiem powinna wynosié
ok. 2 mm (ryc. 18). Z tego powodu, dla uzyskania odpo-
wiedniej sztywnosci, tuk wsporczy zaprojektowano jako
utwierdzony na podporach w postaci spawanego profilu
zamknigtego. Przemieszczenie poziome tuku w miejscu
mocowania induktoréw wynosi ok. 0,22 mm. W tych
warunkach zapewniona jest wlasciwa praca silnika linio-
wego. Widok zrealizowanej konstrukeji przedstawiony
jestnaryc. 191 20.

Naped elektromagnetyczny jest fagodny i ma dy-
namike zblizona do napgdu r¢cznego. Mozna zatem
uznaé, ze wzory wyprowadzone dla wahan swobodnych
dzwonu sa stuszne dla dzwonu wykonujacego ustalone
drgania wymuszone nap¢dem elektromagnetycznym.

Ze wzgledu na dominujaca mas¢ dzwonu, trakto-
wanie dzwonu jako wahadlo fizyczne z pominigciem

——54

2P A linear induction motor consists

= i of an inductor and a two-layered tread
2P made of steel and aluminum plates.
In the magnetic circuit of the linear

e a induction motor a force exciting the
5E 7 longitudinal motion of the thread with
8|2 respect to the inductor is exerted as well
as an attraction force between the thread

| and the inductor. To start and sustain the

77 T motion of the bell as large as Bogurodzica

a number of linear induction motors is

-:; '_: i??% I:l necessary. The design of Bogurodzica bell

drive by the company PRAIS includes
eight motors. In order to achieve the
full eftectiveness of the drive, the author
collaborated with PRAIS in the design of
location of the motors on perimeters at
both sides of the bell yoke and designed
the supporting structure on which the
motors are located [7]. The forces acting
on the steel arch are shown in fig. 17.

The gap between the inductor and
the thread should be of about 2 mm
to achieve the full effectiveness of the
drive (fig. 18).

For this reason, to achieve the ap-
propriate stiffness, the supporting arch
was designed from a welded closed
profile, fixed at the supports. The
horizontal displacement of the arch at
the inductor locations is about 0.22 mm. In this way
a correct functioning of the linear induction motor is
ensured. The designed structure is presented in figs.
19 and 20.

The electromagnetic drive is steady and has the
dynamic characteristics similar to the manual drive.
So it can be concluded, that the relations derived for
free vibrations of bells are valid also for a bell vibrating
under an electromagnetic excitation.

Due to the dominant bell mass, analysis of the bell
as a physical pendulum with the clapper mass neglected
is justified to determine the dynamic influence of the
bell on the supporting structure and the belfry where
it is mounted. The dynamic action of the bell on the
structure has to be taken into account for safety reasons.
However, it is in fact a negative side effect when com-
pared to the main role of the bell, i.e. the generation
of sound. In this aspect the system bell-clapper is to be
considered. The sound effects depend on the mutual
correlation between the bell and the clapper. Thus,
this system has to be modelled as a double pendulum,
where the bell motion is evoked by the rotational mo-
ment My, and the clapper motion — by the bell motion
at the point where the clapper is hung. Both motions
are mutually interrelated.

A model of the bell-clapper system as a double
pendulum is presented in fig. 21.

O, — bell rotation axis

my — bell mass
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Ryc. 19. Konstrukcja tuku wsporczego dla silnikéw liniowych

Fig. 19. Structure of the supporting arch for linear induction
motors

serca jest uzasadnione z punktu widzenia okre$lenia
oddziatywan dynamicznych dzwonu na konstrukeje
wsporczg oraz wiezg, na ktorej jest on zainstalowany.
Dynamiczne oddziatywanie dzwonu na konstrukgjg,
ktére ze wzgledéw bezpieczefistwa musi by¢ brane pod
uwagg, jest jednak negatywnym efektem ubocznym
w poréwnaniu z podstawowa funkcja dzwonu, jaka
jest wydobywanie dzwicku. W tym aspekcie mamy do
czynienia z ukladem dzwon-serce. Efekt dzwonienia jest
zalezny od wzajemnej korelacji dzwonu i serca. Uklad
dzwon-serce nalezy zatem modelowaé jako wahadlo
podwdjne, w ktérym ruch dzwonu jest wymuszony ob-
cigzeniem momentem obrotowym M}, a ruch serca jest
wymuszony kinematycznie ruchem dzwonu w punkcie
zawieszenia serca. Ruch dzwonu i ruch serca sa z soba
sprzg¢zone.

Model uktadu dzwon-serce jako wahadlo podwdjne
przedstawiony jest na ryc. 21. Dla opisu tego ukladu
wprowadzono nast¢pujace oznaczenia:

O, — 0§ obrotu dzwonu

my — masa dzwonu

Js — moment bezwladnosci dzwonu wzglgdem
osi Oy
O, — os obrotu serca

m, — masa serca
Ji — moment bezwladnosci serca wzgledem osi O,
M, — moment obciazajacy dzwon
@ - kat obrotu dzwonu
w — kat obrotu serca
Réwnania opisujace ruch uktadu dzwon-serce mo-
delowanego jako wahadlo podwdjne sa nastgpujace [5]:

2 2

do dy
J, +mi*)—=—m.alcos(y —
( d ms )dtz msas (l// QO) d12

+

2
+m.alsin(y — (ﬂ)[f]‘i‘/j +g(mya, +ml)sing=—M,

(51)
dzt// dz(p
J, o m.a,lcosy — @) P

2
—myalsin(y — co)(ffj +gma,siny =0.
” ;
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Ryc. 20. Zrealizowany naped elektromagnetyczny dzwonu Bogu-
rodzica w Licheniu

Fig. 20. The electromagnetic drive for Bogurodzica bell in Licher

Ji — bell moment of inertia with respect to the
axis Oy

O, — clapper rotation axis

m; — clapper mass

Js - clapper moment of inertia with respect to the
axis O,
M, — moment load acting on the bell
¢ — bell rotation angle
w — clapper rotation angle
——T—

My

Ryc. 21. Uktad dzwon-serce jako wahadto podwojne
Fig. 21. Bell-clapper system as a double pendulum

Equations describing the motion of the bell-clapper
system modelled as a double pendulum take the fol-
lowing form [5]:

d’p d’y
J,+ mslz)y —malcos(y — (/))? +

2
+m.alsin(y — go)(c;/;j +g(mya, + ml)sing=—M,

1)

d’y d*e
J. —m.alcos(y —p)———
K d tz s a.\ ((// (0) dt2

2
—maJlsin(y — go)(cjf) +gma siny =0.



Jest to ukfad dwoch nieliniowych réwnan réznicz-
kowych wzgledem funkcji czasu (f), y(f).

Réwnania (51) nie stanowia jednak pelnego opisu
uktadu dzwon-serce, gdyz nie jest w nich uwzgl¢dniony
efekt odbicia serca o dzwon.

Uklad dzwon-serce pracuje w odmienny sposéb,
w zaleznosci od tego, czy dzwon jest zawieszony na
jarzmie prostym, czy tez na jarzmie wykorbionym. Te
dwa przypadki réznig si¢ potozeniem punktu zawiesze-
nia serca O, wzglgdem osi obrotu O, dzwonu (ryc. 21).

NS o ]

Ryc. 22. Jarzmo proste — serce dochodzace
Fig. 22. Plain yoke — approaching clapper

Ryc. 23. Jarzmo wykorbione — serce opadajace
Fig. 23. Cranked yoke — falling clapper

Jesli dzwon jest zawieszony na jarzmie prostym, to
punkt zawieszenia serca O; znajduje si¢ ponizej osi ob-
rotu O, dzwonu. Wtedy serce porusza si¢ w tym samym
kierunku co dzwon, szybciej niz dzwon. W poblizu mak-
symalnego wychylenia dzwonu serce dogania dzwon
1 uderza w gbrng cz¢$¢ wienica dzwonu wydobywajac
dzwigk. Jest to tzw. serce dochodzqce (ryc. 22).

Jesli dzwon jest zawieszony na jarzmie wykorbio-
nym, to punkt zawieszenia serca O; znajduje si¢ powyzej
osi obrotu O, dzwonu. Wtedy w poblizu maksymalnego
kata wychylenia dzwonu serce porusza si¢ w przeciw-

They represent a set of two non-linear differential
equations with unknown functions of time ¢(t), w(t).

Equations (51) do not cater for the full description
of the bell-clapper system because they do not include
the effect of clapper strikes on the bell.

The system consisting of the bell and the clapper
exhibits different properties for plain and cranked
yokes. These two cases differ in the relative position
of the clapper hanging point O, with respect to the bell
rotation axis Oy (fig. 21).

If the bell is hanging from a plain yoke, then the
clapper axis O; is located below the bell rotation axis
O,. In this case the clapper moves in the same direc-
tion as the bell does, but it is faster. In the vicinity of
the maximal bell swing angle the clapper overtakes
the bell and strikes the upper part of the bell rim pro-
ducing the sound. This layout is called as approaching
clapper (fig. 22).

If the bell hangs from the cranked yoke, then the
clapper axis of rotation O; is located over the bell rota-
tion angle. In this case, in the vicinity of the bell maxi-
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nym kierunku niz dzwon. W momencie uderzenia serce
opada na dolng cz¢$¢ wiefica dzwonu. Jest to tzw. serce
opadajqce (ryc. 23).

W trakcie eksploatacji dzwonu w czasie wielu, np.
kilkuset lat, dzwony czgsto pgkaja. Peknigeia biora swoj
poczatek w miejscach uderzenia serca w wieniec dzwo-
nu. Po wielu latach eksploatacji, by zapobiec pgknigeiu
dzwonu, mozna zmieni¢ miejsca uderzenia serca w wie-
niec przez obrét dzwonu o 90 stopni.

Peknigcia dzwonu mogg byé spowodowane réw-
niez innymi przyczynami, np. przez zbyt cigzkie serce
dzwonu.

Serca dzwonéw réwniez pekaja, np. w XIX w. serce
dzwonu Zygmunta pgkato trzykrotnie. Obecne, nowe
serce zainstalowano w roku 2001. Upadek odtamka
peknigtego serca moze by¢é niebezpieczny i moze wy-
rzadzi¢ powazne szkody. Z tego powodu elementy serca
zabezpiecza si¢ stalowymi linkami.

mum swinging angle the clapper moves in the opposite
direction than the bell. The strike is produced by the
clapper falling down on the lower part of the bell rim.
This layout is called as falling clapper (fig. 23).

During their service in many years, sometimes
during several hundreds of years, the bells break
frequently. The cracks initiate at the spots where clap-
pers strike bell rims. This can be prevented after some
years of service by rotating the bell by 90 degrees and
changing the striking spot. Breaking of bells can also
be attributed to too heavy clappers.

Also the clappers do break, e.g. the clapper of
Zygmunt bell (Cracow cathedral) broke thrice during
the 19th century. The currently existing clapper was
installed in 2001. Falling of the separated fragment of
a clapper can be dangerous and may lead to a serious
damage. To eliminate such a danger, clapper parts can
be secured by steel cables.
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Streszczenie

W prezentowanym artykule na wstgpie przedstawio-
no nawiazanie do historii oraz krétki opis dzwonu jako
instrumentu muzycznego. W gléwnym nurcie artykutu
w spos6b bardziej szczegdlowy oméwiono kilka podsta-
wowych zagadnien, takich jak mechanika dzwonu trakto-
wanego jako wahadto fizyczne wykonujace plaskie drgania
wokot osi obrotu w miejscu oparcia jarzma na konstruk-
cji wsporczej, oddzialywanie dzwonu na konstrukejg
wsporcza, sposoby wzbudzania i podtrzymywania drgan
dzwonu, elektromagnetyczny naped najwickszego
w Polsce dzwonu Bogurodzica w Licheniu oraz zawie-
szenia dzwondw na jarzmach prostych i wykorbionych.
Omawiane zagadnienia maja istotne znaczenie nie tylko
dla nowo projektowanych dzwonnic, lecz w znacznie
wigkszym stopniu sa wazne dla obiektdéw zabytkowych,
w ktorych dynamiczne oddziatywania dzwonéw moga
mieé nickorzystny wptyw na ich konstrukgje.

Abstract

In the introduction to the paper a short historical
background and a brief description of a bell as a musical
instrument is presented. The main part of the paper
is devoted to a few fundamental issues related to bell
mechanics: bell analysis as a plane physical pendulum
vibrating in about the axis passing through the point
were yoke is fixed to the supporting structure, action of
the bell on the supporting structure, methods of start-
ing and sustaining the bell vibrations, electromagnetic
drive of the largest bell in Poland — Bogurodzica and
hanging the bells in plain and cranked yokes. These
issues are of significant importance not only for newly
designed belfries but even in a greater extent to monu-
mental buildings were dynamic action of bells my have
a negative influence on the structure.
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