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ANALIZA WYTRZYMALOSCI PLYTY LODOWEJ NA ZBIORNIKU WODNYM

Streszczenie
W pracy przedstawiono model komputerowy obcigzonej plyty lodowej. Zatozono obcigzenia roztozone i sily
skupione. Pole naprezenia zostato wyznaczone dla potrzeb analizy wytrzymatosciowej. Uwzgledniono Site hydro-
statycznego wyporu wody dziatajgca na lod . Wyniki zostaly uzyskane metodq elementow skonczonych z wykorzy-
staniem systemu programowania ABAQUS. System Abaqus jest wykorzystywany na Wydziale Zarzgdzania i Mode-
lowania Komputerowego przy wspomaganiu zajec¢ dydaktycznych z wytrzymatosci materiatow.

WSTEP

W czasie zimy czesto mozna widzie¢ osoby spacerujace z
dzieémi po tafli lodowej na naturalnych zbiornikach wodnych. Osoby
te nie zdajg sobie sprawy z niebezpieczenstwa na jakie narazajg
siebie oraz swoich bliskich. Wejcie na I6d zamarznietego zbiornika
jest zawsze zwigzane z ryzykiem mozliwo$ci zatamania sie lodu.
Praca ma na celu pokazanie grozacego niebezpieczenstwa zwigza-
nego z wejscie na l6d otwartego zbiornika wodnego. Na wstepie
pracy krotko omoéwiono proces zamarzania wody na zbiorniku.

1. PRZYROST GRUBOSCI PLYTY LODOWEJ NA
ZBIORNIKU WODNYM

Mozna obliczy¢ orientacyjng grubo$¢ pokrywy lodowej jako
funkcje temperatury powietrza i czasu zamarzania. Przyrost cienkiej
warstewki Ax na lodzie o grubo$ci x nastepuje zgodnie z bilansem
cieplnym okre$lonym strumieniami ciepta Q1 i Q2 (rys. 1).
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Rys. 1. Model zamarzania lodu na zbiorniku wodnym
Cieplo przemiany fazowej wody w 16d w warstewce Ax wynosi
Q=L-p-S-Ax (1)

gdzie L jest cieptem krzepniecia wody réwnym 334000 J/kg, p jest
gestoscig wody réwng 1000 kg/m?, S jest powierzchnig tafli lodo-
wej, a AT jest roznicg temperatur pomigdzy dolng i gérng po-
wierzchnig lodu. Strumien ciepta przez warstwe lodu x w czasie At
WYnosi

Q1=CL-£~S-AI )
X

gdzie Ci jest przewodnictwem cieplnym lodu réwnym 0,92 J/(s-m-K).
Ciepfo dostarczane z gtebi wody do warstwy lodu Ax w czasie At;
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gdzie Cw jest przewodnictwem cieplnym wody réwnym 0,58
JI(s'mK), AT jest réznicg temperatur pomiedzy dnem zbiornika i
powierzchnig, czyli 4 K. Ostatecznie bilans cieplny w cienkiej war-
stwie Ax przedstawia sie nastepujaco
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Przy dostatecznie duzej gtebokosci h ciepto Q2 jest mate w po-
réwnaniu z Q1 i moze by¢ pominigte. Rozwigzanie prowadzi do
parabolicznej zaleznosci grubo$ci warstwy lodu x od czasu
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Rys. 2. Przyrost grubo$ci plyty lodowej w zalezno$ci od czasu, czas
w godzinach

Powyzszy bardzo prosty model daje zawyzone wartosci grubo-
§ci tafli lodowej. W rzeczywistoSci przyrost grubosci lodu na ogét
jest nieznacznie wolniejszy [1]. Najwazniejszym wnioskiem z przy-
jetego  z modelu jest paraboliczna zalezno$¢ grubosci lodu od
czasu. W miare uptywu czasu przyrost warstwy lodu jest coraz
wolniejszy.

W prezentowanej analizie przyjeto nastepujace parametry lodu
[2]: modut sprezystosci réwny 1 GPa, liczba Poissona réwna 0,2 ,
wytrzymatos¢ na rozerwanie 0,1 - 0,2 MPa.



2. WYTRZYMALOSC PLYTY LODOWEJ PRZY
OBCIAZENIU ROZLOZONYM

Zatozono model ptyty lodowej o $rednicy 20 m (promien R = 10
m) i grubosci x = 8 cm. Przyjeto rownomierny nacisk na ptyte odpo-
wiadajacy obcigzeniu przez 10 os6b kazda o masie m = 50 kg.

Przyjeto model o symetrii osiowej, w ktérym plyta kotowa pod-
parta jest na obwodzie, a obcigzenie jest rbwnomiernym cisnieniem
p na powierzchni koncentrycznego kota o $rednicy 2-r (rys. 3).
Wtedy maksymalne naprezenie rozciggajace w warstwie lodu be-
dzie okre$lone wzorem analitycznym [3,4]
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Rys. 3. Plyta kofowa obcigzona ci$nieniem w $rodku

Wzo6r (6) pokazuje szybki wzrost naprezenia ze zmniejszajacym sie
promieniem kota, w ktorym jest przytozone réwnomierne cisnienie
(Rys. 4).
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Rys. 4. Zaleznos¢ naprezenia od promienia obszaru dziafania
obcigzenia.

Rozwigzanie analityczne ma te stabg strone, Ze nie uwzglednia
wyporu hydrostatycznego wody. Aby uwzgledni¢ wypor wody zostat
zbudowany model numeryczny w programie Abaqus (rys. 5) Tafla
lodowa zostata zamodelowana elementami powtokowymi 4-
weztowymi typu S4R [5], liczba elementdw wynosita 156. Model
warstwy wody skfadat si¢ z elementéw przestrzennych 8-weztowych
typu C3D8RH [5 ] w liczbie 468.

Efekt sity wyporu uzyskano przez odpowiednie okre$lenie sta-
tych sprezystych warstwy wody. Dla stupa wody o przekroju S obni-
zenie warstwy lodu o wysokos$¢ y spowoduje powstanie sity wyporu
réwnej

F=S-y-p-9 (7

gdzie p jest gestosciq wody, a g jest przySpieszeniem ziemskim.
Sprezyste Scidniecie stupa wody o0 y musi spowodowaé site sprezy-

sta o tej samej warto$ci co sita wyporu. Sita sprezysta F okre$lona
jest prawem Hooke'a
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gdzie E jest modutem sprezysto$ci tak dobranym, aby spetni¢ jed-
noczesnie (7) i (8). Stad przez poréwnanie sity F z (7) i (8) otrzymu-
je sie

E=h-p-g 9)

Modut sprezystosci E obliczony z (9) zapewnia prawidtowg, sy-
mulacije sity wyporu wody.

Rys. 5. Model kotowej tafli lodowej o $rednicy 20 m spoczywajgcej
na warstwie wody o glebokosci 2 m.

Po uwzglednieniu sity wyporu wody, obliczone naprezenie roz-
ciggajace ma juz wyraznie mniejsze wartosci (Rys. 6), ale tez sil-
niejsza zalezno$¢ od promienia r. Naprezenie ro$nie bardzo szybko
ze zmniejszajacym sie promieniem, szybciej anizeli odwrotnie pro-
porcjonalne. Zmiana promienia kota obcigzenia rz 7,5 mna 2,5 m
zwieksza naprezenie 21 razy i osigga krytyczne naprezenie 0,1 - 0,2
MPa [2].
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Rys. 6. Naprezenie w ptycie przy obcigzeniu roztozonym w Kkole o
promieniu r

3. WYTRZYMALOSC PLYTY LODOWEJ POD
OBCIAZENIEM SKUPIONYM

Ponownie zostata wykonana analiza przy obcigzeniu skupionym
w odlegtosci od brzegu odpowiednio: 1,25 m, 25m,5m, 7,5mi 10
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m (Srodek tafli). Wstepnie obliczenia przeprowadzono bez uwzgled-
nienia sity wyporu wody (rys. 7). Maksymalne naprezenie rozcigga-
jace w lodzie wykazuije silng zalezno$¢ od odlegtosci d sity skupio-
nej od brzegu (krzywa niebieska na rysunku 8). Naprezenie wyraz-
nie ro$nie z odlegtoscia d.

S, Max. In-Plane Principal
SNEG, (fraction = -1.0)
(Avg: 75%)
+4.9e+05
B 38e105
+2.8e+05

Rys. 7. Naprezenia rozciggajace w lodzie przy obcigzeniu skupio-
nym w odlegtosci 5 m od brzegu.
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Rys. 8. Zalezno$¢ naprezenia w lodzie od odlegfosci d od brzegu,
krzywa niebieska - bez sity wyporu wody, krzywa czerwona - z sifg
wyporu wody

Nastepnie zostata wykonana analiza dla obcigZenia skupione-
go przy uwzglednieniu sity wyporu wody. W tym przypadku maksy-
malne naprezenie rozciggajace w lodzie nie wykazuje juz tak silnej
zaleznosci od odleglosci (krzywa czerwona na rysunku 8). Przy
przesunieciu od 1,25 m do 5 m naprezenie wzrasta o ok. 50%.

Dolna krzywa na rys. 8 pokazuje naprezenia przy zatozeniu, ze
rozktad ci$nienia spetnia prawo Pascala (uktad statyczny). Nie
uwzglednia przeptywéw wody pod lodem i zaktada, ze 16d nie jest
zawieszony (gdy woda w przerebli jest nizej niz 0,9 grubosci lodu).
Rzeczywista zalezno$¢ naprezenia bedzie umiejscowiona pomigdzy
dolna i gbrng krzywa (rys. 8). Mozna sie spodziewaé, ze przy poru-
szaniu sie od brzegu do $rodka plyty, naprezenie na pierwszych
kilku metrach bedzie wzrastato i moze przekroczy¢ krytyczng war-
tos¢ 0,1 - 0,2 MPa [2].

PODSUMOWANIE

Z pracy wynikajg zasadnicze wnioski koficowe:

1. przypadkowe skupianie sie oséb spacerujacych po zamarznie-
tym zbiorniku moze powodowac¢ duzy wzrost naprezenia w lo-
dzie i niebezpieczenstwo zatamania tafli,

2. przy poruszaniu sie od brzegu w giab tafli lodowej naprezenie
wzrasta. Badanie wytrzymato$ci lodu przy brzegu nie daje
pewno$ci, ze warto$¢ krytyczna nie bedzie przekroczona kilka
metrow dalej, gdy nie ma mozliwosci wycofania sie.
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Pokrywa lodowa, w zalezno$ci od warunkdw atmosferycznych -
storica, opadéw $niegu, deszczu, réznicy temperatur ulega najroz-
niejszym przemianom zmieniajgcym jej wytrzymato$¢. Dodatkowym
niebezpieczenstwem jest $nieg zalegajacy na pokrywie lodowe;.
Zalegajacy mokry $nieg znacznie dodatkowo obcigza tafle lodowa.

W podsumowaniu prace nalezy zakonczy¢ stwierdzeniem:

1. zawsze ryzykujesz wchodzac na 16d!
2. jedynym rozwigzaniem jest korzystanie z bezpiecznych sztucz-
nych lodowisk.
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STRENGTH ANALYSIS
OF ICE PLATE
ON WATER RESERVOIR

Abstract

In the paper the computer model of an ice plate on
a natural water reservoir has been presented. The plate
was loading with pressure and concentrated force . It
has been assumed buoyancy force acting upon the
plate. The stress field in the ice plate was calculated for
the strength analysis. The results have been obtained
with the finite element method using the Abaqus pro-
gramming system. The Abaqus system is utilized in
Faculty of Managment and Computer Modelling during
lessons of strength materials.
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