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REALIZACJA NA POZIOMIE RTL
OBLICZANIA PIERWIASTKA KWADRATOWEGO
Z UZYCIEM METODY NIEODTWARZAJACEJ

Obliczanie pierwiastka kwadratowego jest jedng z kluczowych operacji cyfrowego
przetwarzania sygnatow szczegoélnie przy obliczaniu modutu sygnatow zespolonych.
W pracy przedstawiono algorytm obliczania pierwiastka kwadratowego metoda nieod-
twarzajacg oraz jego uktadows realizacje. Metoda umozliwia oszczgdng realizacje ukta-
dowg bazujgcg na sumatorach i rejestrach. Przeanalizowano wymagania sprzetowe
obliczania pierwiastka kwadratowego dla operandéw 8-, 16- i 32-bitowych. Przedsta-
wiono implementacje w VHDL oraz wynik syntezy uktadu dla wybranych wariantow
w $rodowisku Altera Quartus IT FPGA.

SEOWA KLUCZOWE: FPGA, modut sygnatéw zespolonych, metoda nicodtwarzajaca,
pierwiastek kwadratowy

1. WSTEP

W wielu aplikacjach cyfrowego przetwarzania sygnatéw (CPS) istnieje po-
trzeba zastosowania efektywnego algorytmu obliczania pierwiastka kwadrato-
wego (PK). Typowym przyktadem jest obliczanie modutu sygnatu zespolonego
na wyjsciu procesora obliczajacego szybka transformate Fouriera. Z racji tego,
ze sygnaty w rzeczywistych aplikacjach CPS przetwarzane sg z zachowaniem
restrykcyjnie nalozonych ograniczen takich jak mozliwie mate opoznienie przy
zachowaniu wysokiej czestotliwosci potokowania, od uktadu cyfrowego reali-
zujacego opisywany algorytm oczekuje si¢ speknienia $cisle okreSlonych wy-
magan dotyczacych parametrow czasowych.

W literaturze znane sg algorytmy iteracyjne obliczania PK stanowigce roz-
winigcie metody Newtona-Raphsona (NR) [1]. W algorytmach tego typu
w kolejnych iteracjach obliczane sa kolejne przyblizenia PK. Gtéwnym ograni-
czeniem tej klasy algorytmow jest silna zalezno$¢ doktadnosci obliczen od licz-
by iteracji, ktéora moze by¢ teoretycznie dowolna, oraz od przyjetego punktu
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startowego. Cho¢ spotykane sg przyktady implementacji uktadowych metody
NR, jest to algorytm iteracyjny cze¢$ciej stosowany w postaci implementaciji
programowych. W przypadku implementacji uktadowej metody NR mozna
zatozy¢ ustalong liczbe iteracji i zrealizowa¢ kazdg z nich w postaci poje-
dynczego stopnia obliczeniowego. Tego typu podej$cie powoduje jednak nie-
wspotmierny wzrost ztozonosci uktadowej w przypadku koniecznosci uzyska-
nia zalozonej dokladno$ci obliczen. Dodatkowo powaznym ograniczeniem
w implementacji uktadowej tej metody jest potrzeba wykonywania mnozenia
oraz dzielenia. Podsumowujgc, metoda NR ze wzgledu na przedstawione wla-
sciwosci nie jest w stanie spetni¢ wymagan, takich jak doktadno$¢ oraz szyb-
kos$¢ obliczen, stawianych przez wspoétczesne aplikacje CPS.

Inng klasg algorytméw PK opiera si¢ na algorytmie CORDIC [2-4], ktory
powszechnie wykorzystywany jest w technikach CPS do realizacji funkcji try-
gonometrycznych. Algorytm ten nalezy do klasy iteracyjnych. W praktyce obli-
czenie pierwiastka kwadratowego wymaga przeprowadzenia do 10 iteracji.
W kazdej iteracji wykonywane jest sumowanie oraz mnozenie przez potege
liczby 2. Zasadnicza cechg algorytmu CORDIC jest to, ze przy realizacji ukta-
dowej nie wymaga on stosowania mnoznikow, przy doborze wspotczynnikow
w postaci ujemnych poteg 2 zastepowane sg one przez przesuni¢cia binarne. Za
pewna wade mozna uznaé¢ konieczno$¢ dzielenia wyniku operacji przez warto$¢
stala ze wzgledu na wykonywanie w kazdej iteracji tzw. pseudorotacji wektora
— wydhuzajacej jego dlugos¢. Warto wspomnie¢, ze producenci uktadow FPGA
czgsto oferuja specjalizowany IP Core realizujacy algorytm CORDIC [5].
W praktyce, w przypadku aplikacji CPS implementowanych w FPGA czynnik
ten moze decydowa¢ o wyborze algorytmu PK bazujacego na algorytmie
CORDIC.

Znane sg rowniez nieiteracyjne metody obliczania PK [6]. W realizacji ukta-
dowej bazujacej na wykorzystaniu algorytmu alpha max plus beta min mozliwe

jest bezposrednie wyznaczenie modulu +va®+5b? liczby zespolonej a+ j-b.
Uktady wykorzystujace tego typu podejscie [7] charakteryzuja si¢, w odroznie-
niu od bazujacych na metodach iteracyjnych, z géry ustalong na poziomie algo-
rytmu liczbg stopni obliczeniowych oraz prawie dowolng do ustalenia doktad-
nos$cig na poziomie ponizej 1%.

W niniejszej pracy przedstawiono algorytm oraz wlasciwosci implementacji
uktadowej na poziomie RTL (ang. Register Transfer Level) metody nieodtwa-
rzajacej obliczania PK [8-11]. Algorytm ten wykorzystuje stalg liczbe iteracji,
a jego realizacje uktadowsa mozna zrealizowac tylko przy wykorzystaniu suma-
torow oraz rejestrow. W podrozdziale 2 przedstawiono algorytm obliczania PK
metoda nieodtwarzajaca, a w podrozdziale 3 przedstawiono jej implementacje
uktadows.
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2. METODA NIEODTWARZAJACA OBLICZANIA
PIERWIASTKA KWADRATOWEGO

Przy obliczaniu PK metoda nieodtwarzajacg wykorzystuje si¢ reprezentacje
operandow w kodzie uzupetienia do 2. Algorytm ten w kazdej iteracji generuje
przyblizong warto$¢ wyniku (rys. 1). Jako wynik otrzymuje si¢ warto$¢ catko-
witg pierwiastka Q oraz reszte R=X —-Q-Q. W zalezno$ci od znaku R w kolej-
nych iteracjach odtwarza si¢ kolejny bit wartosci pierwiastka O, poprzez doda-
nie lub odejmowanie 1 na odpowiedniej pozycji. Algorytm ten w kazdej iteracji
wyznacza warto$¢ pierwiastka bez odtwarzania wspomnianej reszty [11]. Zgod-
nie z przedstawionym schematem, liczba iteracji gtdéwnej petli obliczeniowej
zalezna jest od dlugosci reprezentacji binarnej liczby podpierwiastkowej X.
Zakladajac, ze X jest liczbg n-bitowa, pierwiastek kwadratowy z X mozna obli-
czy¢ w n/2 krokach.

W celu bardziej szczegdtowej analizy krokow obliczeniowych rozwazanego
algorytmu, zatézmy, ze liczba podpierwiastkowa X ma reprezentacje 16-bitowa
X = (15, X1450-0%1,Xp) . Warto$¢ catkowita O moze by¢ reprezentowana przez

liczbg 8-bitowa Q =(q;,q¢»-q1,qp)» @ TeSZta R =X —Q7 jest liczbg co najwyzej
9-bitowa o reprezentacji® = (r5,7,....1;, 1) . W algorytmie przyjmuje si¢, Zze na
kazdg pare bitow liczby podpierwiastkowej przypada jeden bit liczby reprezen-
tujacej wartos¢ pierwiastka. Obliczenia w pierwszym kroku prowadzi si¢ dla
pary x;5x,,. Najstarszy bit wartosci pierwiastka p; przyjmuje warto$¢ 0, gdy
(x15,%14)=(0,0) lub 1, gdy odpowiednio (x;5,x4)=(01), (x5,%4)=(10),
(x15.X4)=(L1). W ogolnosci warto§¢ ¢, mozna obliczy¢ jako rdznice
x52' +x,,2° 1. Jezeli réznica jest ujemna, to ¢, =0, a W przeciwnym przy-
padku ¢, =1. Wartos$¢ reszty w kroku pierwszym dla k = 7 oblicza si¢ poprzez
wykonanie operacji R, =x;52' +x,,2° —¢,2° -¢,2°, gdzie R, oznacza reszt¢ uzy-
skang przy wyznaczaniu 7 bitu pierwiastka Q. W efekcie R moze przyjac jedng
z trzech wartosci 0,1 lub 2.

W kolejnym kroku dla pary bitéw (x5,x,) nowa warto$¢ reszty dla k=6
wynosi R, =R;2% +x;32' +x,,2° i obliczana jest jako konkatenacja R; i bitow
{x13,X,} . Dalej wyznaczany jest szosty bit g, pierwiastka Q dla fragmentu licz-

5 i— . .
", %2 . Poniewaz

> w22 (q721 +q52° )2 (1)
mozna wyprowadzi¢ ogdlng formute wyznaczania kolejnego bitu pierwiastka Q.
Obliczajac prawg strong (1) otrzymujemy

by podpierwiastkowej X o warto$ci z:
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(2:97+46)(2-97 +q6)=4-q97-47+4-97-95 +45 46 -  (2)
Korzystajac z (1) i (2) uzyskujemy
2 1 0
R72% +x732° +x122" 2497 96 + 46 " 96 - A3)
Zalezno$¢ ta moze by¢é zweryfikowana przez podstawienie
Ry =x52' +3,2" —¢;2° - ¢;2°.
Uogolniajgc powyzszg procedure dla kolejnych krokéw obliczeniowych

mozna uzyskaé formute wyznaczania reszty dla k-1
W postaci
Re-1 = R - 082, )
gdy Ri_120,
: h2 h2
gdzie Ry & Ry = (Rpe X 2k—1.X2k-2)
oraz 0™ & Q™M = (0p01)
Natomiast dla Ry_; <0
Ry_j = R}th N ]i:egsh2’ (5)
: h2 h2
gdzie Ry & Ry = (Rpe X 2k—1.X2k-2)
oraz Q]i:egshZ P QlizegshZ = (O L1).
-y

NT

| R=R+(P<<1)|1|

| P=P<<1|1|

N=16, Q=0, R=0
i=N/2-1

R=((R<<2)|((X>>(2*i))&3)) - (P << 2]1)

»
|

I Lt
N e T }
R=((R<<2)|((¥>>(2*))&3)) - (P << 23)

Rys. 1. Schemat blokowy programowego algorytmu metody nieodtwarzajacej obliczania PK z X



Realizacja na poziomie RTL obliczania pierwiastka kwadratowego z ...

283

W celu analizy wlasciwosci numerycznych przedstawionego algorytmu wy-
konano jego symulacj¢ programowag w jezyku Python. Listing opracowanego
programu przedstawiono na rysunku 2. Na rysunku 3 zaprezentowano porow-
nanie przykltadowych wynikéw otrzymanych dla omawianego algorytmu PK
z wynikami, ktére daje funkcja biblioteczna sqr#(). Jak widaé, wartoSci reszty
dla X=280 1 X=400 rdznia si¢ o 1 od wynikéw z funkcji bibliotecznej. Moze to
wynika¢ z wewnetrznej reprezentacji liczb catkowitych, ktora jest zawsze stata

dla przyjetego typu danych i jest r6zna od zatozonej dtugosci stowa 7.

def nonrest(x, H):

implementacja algorytmm non-restoring

X — liczba podpierwiastkowa
g — gunotient (pierwiastek)
r - reszta
N - zakres wejscia (liczba bitow, §,16,32,...,2"%n)
g =20
r =20
for i in range (N/2-1,-1,-1):
if r>=0:
r=({r<<2) | ((x>>(2%1)) &3)) - (g <<2]1)
else:
r={(r<<2) | ((=m=>(2%1))&3)) + (g <= 2|3)
if r>=0:
ogo=g << 1 | 1
else:
= q << 1
if r=0:

r=1r + (g << 1})|1
retorn (g, T}

Rys. 2. Implementacja programowa w Python algorytmu metody nieodtwarzajacej obliczania PK

podpier X | pierwiastek (non-rest)| reszta (non-rest) | pierwiastek (float-»int) |

X= 220 | g= 14 | r= 23 | sqgrt(x)= 14 | remix)=
x= 240 | g= 15 | = 15 | sqgri(x)= 15 | rem(x)=
x= 260 | g= 16 | r= 3 | sqrt(x)= 16 | rem(x)=
X= 280 | g= 16 | = 23 | sgrt(x)= 16 | rem(x)=
X= 300 | g= 17 | = 11 | sgri(x)= 17 | remix)=
X= 320 | g= 17 | r= 31 | sgri(x)= 17 | remix)=
x= 340 | g= 18 | = 15 | sqgri(x)= 18 | rem(x)=
X= 360 | g= 18 | = 35 | sgrt(x)= 18 | rem(x)=
X= 380 | g= 15 | r= 19 | sgrt(x)= 19 | remix)=
x= 400 | g= 20 | r= -1 | sgrt(x)= 20 | rem(x)=
x= 420 | g= 20 | r= 15 | sgri(x)= 20 | rem(x)=
X= 440 | g= 20 | r= 39 | sgrt(x)= 20 | rem(x)=

Rys. 3. Przyktadowe wyniki zwracane przez program realizujacy algorytm
metody nieodtwarzajacej obliczania PK
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3. IMPLEMENTACJA UKLADOWA
METODY NIEODTWARZAJACEJ OBLICZANIA
PIERWIASTKA KAWADRATOWEGO

Ogolna idea przy realizacji uktadowej algorytmu metody niecodtwarzajacej PK
polega na wykorzystaniu jednostki obliczajacej z odpowiednimi rejestrami.
W przedstawionej strukturze na rysunku 4 dla n-bitowego stowa wejsciowego X
wykorzystano n+2-bitowy sumator ADDI1 realizujacy dodawanie Iub
odejmowanie w kodzie U2. Wartos¢ liczby podpierwiastkowej podawana jest do
rejestru SRLx przesuwajacego w lewo o 2 pozycje. Na wejSciach sumatora
znajduja si¢ rejestry: SRy — pomocniczy rejestr n+2-bitowy, przechowujacy
biezgca warto$¢ reszty z poprzedniego kroku uwzgledniang przy sumowaniu oraz
SRLge — rejestr przesuwajacy w lewo przechowujacy biezaca wartos¢
pierwiastka. Na wyjsciu sumatora znajduje si¢ rejestr SR.n przechowujacy
aktualng warto$§¢ reszty. Najstarszy bit biezacej reszty okreSla jej znak.
Informacja ta jest wykorzystywana do okre$lania znaku biezacej wartosci
pierwiastka podczas sumowania w aktualnie realizowanym kroku (MUX1 i U2).

[15]1a]13]12] ...T 1 [ o] sRix
X: X: X13 X12 X1 Xo

Rys. 4. Schemat blokowy implementacji uktadowej algorytmu
metody nieodtwarzajacej obliczania PK dla zakresu n =16

Na rysunku 5 przedstawiono opis w jezyku VHDL uktadu realizujgcgo algo-
rytm obliczania PK metodg nicodtwarzajgca. Kod odzwierciedla strukturg ukta-
du opisang wyzej. Przedstawione podejscie pozwala na realizacje struktur ukta-
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dowych dla zakresow n-bitowych stowa wejsciowego X, gdzie n=28,16,32,...,2¢
dla k=3,4,5,.... Zakres ten mozna podawa¢ bezposrednio w opisie VHDL po-

przez nadanie wartosci zmiennej n przed wykonaniem syntezy. Dodatkowo
poprzez modyfikacje parametrow syntezy takiego uktadu mozna uzyska¢ dwie
rézne implementacje uktadowe: jedna w postaci struktury drzewiastej (rys. 6),
drugg w postaci pojedynczej jednostki przetwarzajacej (rys. 7) o konstrukcji
zblizonej do ALU (ang. arithmetic logic unit).

Tibrary IEEE;
use IEEE.STD_LOGIC_1164.ALL;
use IEEE.NUMERIC_STD.ALL;

entity nonrest_n_bit is
generic ( n: positive:= 16 );
port ( clk : std 1ug1c

X ¢ in  STD_LOGIC_VECTOR ((n-1) downto 0);
go : out STD_LOGIC_VECTOR ((n/2-1) downto 0);
ro : out STD_LOGIC_VECTOR ((n/2+1) downto 0));

end nonrest_n_bit;

architecture Behavioral of nonrest_n_bit is

begin

process(clk) is

variable x_reg : unsigned((n-1) downto 0) :=(others =» '0'); --rejestr reprezentujacy wejscie
variable guotient : unsigned((n/2-1) downto 0):=(others == "0); ——p1ern1astek

variable 1_reg,r_reg : unsigned((n/2+1) downto 0):=(others => '0'); --rejestry sumatora
variable remainder : s1gned%(n/2+l) downto 0):=(others => "0'); -- reszta

variable i : integer:=0;
begin
¥_reg :=unsigned(x); ——re1estr wartosci podpierwiastkowej
quotient :=(others == '0
remainder :=(others => '0° ),
1_reg :=(others == '0");
r_reqg :=(others => '0");
for 7 in 0 to (n/2-1) 100
r_reg((n/2+1) downto Og r=guotient&remainder ((n/2+1))&"1";
T_reg((n/2+1) downto 0):=unsigned(remainder((n/2-1) downto 0))&x_reg((n-1) downto (n-2));
x_reg((n-1) downto 2):=x_reg(%n—3) downto 0); --x_reg << 2
if (remainder ((n/2+1))="1") then

remainder := signed(1_reg + r_reg);
else
remainder := signed 1_reg - r_reg ;
end if;
dq#0t1ent((n/2 -1) downto 0) := quotient((n/2-2) downto 0) &(not remainder ((n/2+1)));
end loop;

go <= std_lo 1c_vect0r(qu0t1ent);
1F(rema1nder%(n/2+i)) "1'Y) then --kurekcja dla reszt ujemnych
qu0t1ent((n/2 l) downto 1) := quotient((n/2-2) downto Og;
quotient(0) :
remainder := rema1nder + signed({quotient) + 1;
end 1f;
ro <= std_10g1c_vect0r(rema1nder);
end process;
end Behavioral;

Rys. 5. Opis w VHDL uktadowej n-bitowej implementacji algorytmu
metody nieodtwarzajacej obliczania PK

Omawiang realizacj¢ uktadowa PK algorytmu metody nieodtwarzajacej za-
symulowano oraz poddano syntezie w $§rodowisku FPGA Altera Quartus II dla
uktadu serii Cyclone V [12]. Przykltadowe wyniki symulacji potwierdzajace
poprawno$¢ pracy uktadu w wersji 16-bitowej o strukturze drzewiastej przed-
stawiono na rysunku 8. W tabeli 1 przedstawiono wyniki syntezy uktadéw
w konfiguracjach dla zakresow 8-,16- i 32-bitowych.
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115.0]

Rys. 6. Uktadowa implementacja algorytmu metody nieodtwarzajacej obliczania PK
na poziomie RTL —struktura drzewa
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Rys. 7. Uktadowa implementacja algorytmu metody nieodtwarzajacej obliczania PK
na poziomie RTL — struktura z ALU
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Rys. 8. Wynik symulacji uktadowej implementacji algorytmu metody
nieodtwarzajacej obliczania PK (x — liczba podpierwiastkowa,
qo — warto$¢ catkowita pierwiastka, ro — wartos¢ calkowita reszty)

Tabela 1. Wyniki syntezy w Altera Quartus II (uktad FPGA Cyclone V) ukladowej
implementacji algorytmu metody nieodtwarzajgcej obliczania PK dla wariantu 8-, 16

i 32- bitowego

Square rooter input x [no. bits] 8-bit 16-bit 32-bit
Estimate of Logic utilization (ALMs needed) 21 66 246
Combinational ALUT usage for logic 41 132 492
-- 7 input functions 0 0 0

-- 6 input functions 0 0 0

-- 5 input functions 10 20 52

-- 4 input functions 12 21 152
-- <=3 input function 19 91 288
1/0 pins 19 35 67
Maximum fan-out 21 33 71
Total fan-out 189 536 2079
Average fan-out 2.39 2.65 3.32
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4. PODSUMOWANIE

W pracy zrealizowano algorytm obliczania pierwiastka kwadratowego metoda
nieodtwarzajacg. Przedstawiono jego podstawowe wlasno$ci numeryczne oraz
wyniki symulacji programowej. Algorytm dziala na operandach catkowitych i
wykorzystuje stalg liczbe iteracji zalezng od dlugosci stowa wejSciowego. W wy-
niku dziatania algorytmu uzyskuje si¢ warto$¢ pierwiastka oraz warto$¢ reszty.

Przedstawiony algorytm pozwala na realizacj¢ uktadows wykorzystujaca tyl-
ko jeden sumator w jednym stopniu dla wersji z pojedyncza jednostka przetwa-
rzajaca lub n/2 sumatoréw dla struktury drzewiastej. Przedstawiono wyniki im-
plementacji uktadowej dla przyktadowych zakresoéw n==8-, 16-, 32-bitowych.
Opis uktadu wykonano w VHDL oraz przeprowadzono syntezy w $rodowisku
Altera Quartus II dla trzech wybranych wariantéw. Opracowany opis uktadu w
VHDL, przedstawiony w tej pracy, ma charakter ogdlny z dowolnie ustalanym
zakresem bitowym 7.
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IMPLEMENTATION AT THE RTL LEVEL OF SQUARE ROOTING
WITH A USE OF NON-RESTORING METHOD

Computation of square root is the crucial operation in digital signal processing,
especially when computing the modulus of complex signals. In this work we present the
square rooting algorithm using non-restoring method and its implementation at the RTL
level. The method allows for compact realization that uses adders and registers only.
The hardware requirements for square rooting for 8-, 16- and 32-bit operand have been
analyzed. An VHDL implementation has been presented as well as the results of synthe-
sis for the chosen variants in Altera Quartus II environment.
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