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Niepewnosci pomiarow w metodzie regresji liniowe)
(zesC 1. Prosta | jej pasma niepewnosci dla nieskorelowanych
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Streszczenie: W serii kilku prac omowi sie szacowanie doktadnosci parametrow linii prostej
wyznaczanej metodg regres;ji liniowej dla réznych przypadkdéw danych pomiarowych. Nawigzujgc

do zaleceri Przewodnika Wyznaczania Niepewnosci Pomiaréw GUM, uwzglednia sie¢ pomijang
dotychczas w literaturze niepewnosc typu B. Pierwsza z tych prac dotyczy pomiaréw wartosci
zmiennej losowej Y dla znanych wartosci zmiennej X. Przedstawia si¢ istote problemu, kryteria
metody regresiji liniowej i ich zastosowanie dla wartosci mierzonych o nieskorelowanych, znanych

i nieznanych, w tym jednakowych, niepewnosciach typu A. llustrujg to symulowane przyktady
obliczeniowe dla pomiardéw punktéw o tych samych wspotrzednych i réznych wariantach niepewnosci
typu A i typu B. Wyznaczono réwnania prostej i pasma ich niepewnosci. Kolejna praca dotyczy¢
bedzie pomiaréw punktéw o danych skorelowanych. W kolejnej omoéwi sie przypadki wymagajgce

pomiarow obu zmiennych Y'i X.

1. Wprowadzenie

Metoda regresji liniowej jest podstawowym narzedziem mate-
matycznym do wyznaczenia réwnania linii prostej oraz osza-
cowania dokladnoéci funkeji liniowych i zlinearyzowanych
nieliniowych, ktérymi opisuje si¢ charakterystyke otrzymana
z danych punktéw mierzonych [1-4]. W literaturze o stosowa-
niu regresji liniowej nie znaleziono oceny doktadnosci parame-
tréw i pasma niepewnoéci linii prostej, zgodnej z zaleceniami
Przewodnika Wyznaczania Niepewnosci Pomiaréw o angielskim
akronimie GUM [5]. Przewodnik ten opracowalo i opublikowato
w 1993 r. siedem organizacji miedzynarodowych. Kilkakrotnie
go udoskonalano i uzupetniono przez Suplementy, oraz opraco-
wuje sie wersje GUM 2 [8, 12-14]. Jako pojecia podstawowe do
oceny dokladnosci pomiaréw wprowadzono w nim niepewnosci
typow A i B oraz niepewno$é¢ zlozong i rozszerzona. Zalecenia
GUM sa obecnie stosowane powszechnienie w krajowej i mie-
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dzynarodowej dziatalnosci stuzb metrologicznych oraz w nauce,
technice i wielu innych dziedzinach.

Celem pracy jest Scisle zastosowanie metody przyjetej w GUM
do szacowania dokladnosci prostej regresji, w tym gléwnie
uwzglednienie wplywu niepewnosci typu B. Jako wprowadze-
nie przedstawi si¢ sposéb oceny doktadnosci pomiaréw wg GUM
i scharakteryzuje sie rodzaje zadan pomiarowych wymagajacych
zastosowania metody regresji liniowej o réznych kryteriach. Poda
sie tez wzory podstawowe i przyklady dopasowywania parame-
trow prostej regresji do danych pomiarowych, wyznaczy sie jej
pasma niepewnosci dla nieskorelowanych danych pomiarowych
o znanych i nieznanych, ale jednakowych wartoéciach niepew-
noéci bezwzglednych i wzglednych.

W kazdej obserwacji pomiarowej wystepuje odchylenie war-
tosci jej wyniku od nieznanej wartosci rzeczywistej, jak i od jej
estymaty otrzymanej z prébki o wielu obserwacjach. Odchy-
lenia o wartosci stalej lub zmieniajacej sie w sposob zdeter-
minowany sg bledami systematycznymi, a odchylenia zmienne
losowo — to bledy przypadkowe. Bledy systematyczne o znanych
warto$ciach i ich zalezno$ciach od wielkosci mierzonej i czasu
mozna wyeliminowa¢ z wyniku pomiaru przez poprawki. Bledy
przypadkowe i nieznane systematyczne — przy zalozeniu, ze ich
maksymalne wartosci nie wystepuja réwnoczesnie — randomizuje
si¢ i szacuje statystycznie. Podstawa oceny dokladnosci wyniku
pomiaréw wg konwencji GUM jest estymacja niepewnosci zlo-
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zonej v pomiaréw jako sumy geometrycznej dwu niepewnosci
sktadowych u, i u, tj.:

u=ful +u (1)

Sktadnik u,, czyli niepewno$¢ typu A, wyznacza si¢ staty-
stycznie jako odchylenie standardowe wartosci sredniej wynikow
powtorzonych pomiaréw wielkosci badanej. Dla matlej liczby tych
pomiaréw n < 30 stosuje sie rozklad Studenta, dla wiekszej —
rozklad normalny (funkcje Gaussa).

Sktadnik u,, czyli niepewnos¢ typu B, szacuje si¢ heurystycz-
nie jako zrandomizowany taczny wpltyw wszystkich przewidy-
wanych oddzialywan na wyniki pomiaréw, tj. na wartosci
mierzone i ich sygnaly w badanym obiekcie, na parametry
cztonéw przesylu i przetwarzania sygnaléw w systemie pomia-
rowymi na wskazania miernikéw, w okreslonych dopuszczal-
nych warunkach pomiaru i w znamionowym okresie waznosci
legalizacji przyrzadow. Wplyw tych oddziatywan zwykle nie
jest pomijalny i nieznany co do wartosci. Moze tez zmieniaé
sie przypadkowo w warunkach kazdego z ponownych ekspery-
mentéw i utraci¢ wiarygodnosé w dlugim okresie wykorzysty-
wania wynikow pomiaru. Niepewnoéci typu B szacuje sie na
podstawie maksymalnych dopuszczalnych bledéw MPE (ang.
mazximum permissible error) E czujnikéw, przetwornikéw
i miernikéw oraz innej aparatury uzytej w pomiarach [5-7].
Wykorzystuje sie tu wiedze o przewidywanych zakresach, roz-
ktadach prawdopodobienistwa, czastkowych udziatach poszcze-
gblnych oddziatywan i ich korelacji wzajemnej oraz o wplywie
zmian parametréw wewnetrznych systemu pomiarowego na
wyniki pomiaréw. Na przyklad dla powszechnie stosowanych
w pomiarach przyrzadéw cyfrowych, blad E ma niewielkg war-
to$¢ poczatkowa i narasta liniowo wraz z wartodcia wielkosci
mierzonej. Przyjmuje sie¢ tez, ze blad F ma rozklad réwno-
mierny o szerokosci +F. Jedli analizowane pomiary byly wyko-
nywane przy warunkach wplywajacych o zakresach mniejszych
niz znamionowe dla bledu E, to mozna przyja¢ odpowiednio
mniejsze rozpiecie rozkladu réwnomiernego [6, 7]. Przyjmuje
sie odchylenie standardowe tego rozkladu jako niepewnosé
u, = u,, + E/¥3 i tak jak E roénie liniowo wraz z wartodcig
wielkoéci mierzonej. Niepewnos¢ sumy dwu wartosci ze

soba skorelowanych wynosi: wugy = \/uél + 2Up gy + U, .

Jesli w wielu eksperymentach tym samym przyrzadem i w tych
samych warunkach mierzy sie dwie rézne wartosci, to mozna
przyjaé, ze zbiory zrandomizowanych bledéw ich wynikéw beda
mialy jednakowy wspélczynnik korelacji p = 1. Wéwezas niepew-
n08¢ Sumy e = Uy + Uy, a niepewnosé réznicy u,,, = [, — |-
Natomiast dla pomiaréw réznymi przyrzadami dwu wartosci
i w réznych warunkach mozna przyjaé, ze zbiory bledéw beda
nieskorelowane, czyli p = 0 i niepewnosci sktadnikéw zaréwno
sumy jak i réznicy dodaja si¢ geometrycznie, tj.

— — ' 2 2
Ups =Up = Upgy + Upgy -

Podobne zaleznoéci dotycza tez niepewnosci wzglednych obu
czynnikéw dla iloczynu i ilorazu wynikéw.

Poprawna estymacja niepewnoéci typu B wymaga wie-
dzy i praktyki metrologicznej i zapewne dlatego jest pomi-
jana w publikacjach o zastosowaniu metody regresji liniowej
w pomiarach.

Przy stosowaniu metody regresji w opracowaniu wynikow
badan eksperymentalnych dla pomiaréw jedno- i wielopara-
metrowych, obok btedéw pomiarowych trzeba uwzgledniaé tez
odchylenia wskutek nieadekwatnosci modelu matematycznego
oraz zaklécenia w obiekcie badanym. Jest to tzw. zmienna
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resztkowa, ktéra bedziemy tez opisywaé przez niepewnosci.
Konieczne jest odpowiednie zaplanowanie i przeprowadzanie
eksperymentu [2], w tym wybdr gestosci i polozenia punktéw
pomiarowych, oszacowanie objetoéci pozyskiwanej informacji
dla kazdego punktu pomiarowego i dla calego zakresu pomia-
réw oraz okredlenie czasu trwania pomiaréw. Sa tez ograniczenia
natury logistycznej, takie jak termin i miejsce badan, dostepnosc¢
aparatury pomiarowej i obiektu badan, w tym prébek mate-
rialnych, konieczno$é automatyzacji pomiaréw i przetwarzania
danych. Minimalizuje si¢ tez liczbe eksperymentéw pomiarowych
i koszty ich wykonania. Zadania te maja zwykle charakter indy-
widualny i nie beda tu omawiane.

2. Rodzaje pomiarow opisywanych
metoda regresji liniowej

W ogélnym przypadku celem pomiaréw jest wyznaczenie
wielowymiarowej funkcji ¥ = F(X) miedzy zmiennymi wyj-
$ciowymi Y nazywanymi tez objasnianymi i zmiennymi wej-
$ciowymi X jako objasniajacymi. Funkcja ta powinna spelniaé
okreslone kryterium. Moze to by¢ uzyskanie najwigkszej wiary-
godnoéci w dopasowaniu jej parametréow do wynikéw pomiarow.
Stosuje si¢ tez rézne uproszczenia, np. dla rozrzutu wynikéw
powtarzanych pomiaréw przyjmuje sie rozklad Gaussa i brak
autokorelacji miedzy znacznie réznigcymi sie ich wartosciami.

Dla dwu zmiennych Y'i X, na podstawie zmierzonych wartosci
wspGlrzednych punktéw (z, y) metoda regresji liniowej wyzna-
cza si¢ dopasowane do nich réwnanie linii prostej y = az + b.
Ocenia si¢ tez niepewnosci parametréw a, b i pasmo niepewnosci
tej prostej lub/i funkeji, ktéra ona linearyzuje [4]. W praktyce
pomiarowej spotyka si¢ nastepujace przypadki:

Wartoéci wspotrzednej z, dla 7 = 1, ..., n badanych punktéw
mozna traktowaé jako dokladnie okreslone, czyli o pomijalnie
malych niepewnosciach. Mierzy si¢ wartosci y, ktére moga by¢
state, badZ zmienne losowo i statystycznie niezalezne lub skore-
lowane. Metoda regresji liniowej poszukuje sie takiej linii pro-
stej, ktoérej réwnanie bedzie jak najlepiej dopasowane do danych
pomiarowych wedlug okredlonego kryterium. Jesli niepewnosci
u(y,) punktéw nie sa znane, to przyjmuje sie, ze sa one jedna-
kowe i stosuje si¢ najprostszy wariant metody regresji liniowej
o kryterium: minimum sumy kwadratéow odlegtoéci punktéw od
prostej OLS (ang. Ordinary Least Squares).

Jedli niepewnodci u(y,) pomiaréw rzednych y, punktéw nie sg
jednakowe, to stosuje sie metode regresji o kryterium z wagami
WLS (ang. Weighted Least Squares) [4].Wyznacza sie tez pasma
niepewnosci standardowej i rozszerzonej.

Wartosci y, kazdego punktu o znanej odcigtej z, mierzy sig
wielokrotnie gdy podlegaja one rozrzutowi. Otrzymuje sie probke
o wartosciach y,, ..., Ys, - Dla znanego ich rozkladu, lub przyj-
mujac rozklad normalny, oblicza sie wartogé¢ srednia . jako esty-
mate y, i jej standardowe odchylenie u,(y,) jako niepewnos¢ typu
A. Z macierzy kowariancji wyznacza si¢ wplyw autokorelacji
badz stosuje efektywna liczbe pomiaréw n, . [4, 7-10]. Dalej
postepuje sie jak w punkcie 1.

Losowe rozrzuty wynikéw pomiaréw wystepuja dla obu wspél-
rzednych (z, y,). Woéwczas mozna wyznaczy¢ prosta regresji dla
minimum sumy znormalizowanych kwadratéw odleglosci punk-
tow od prostej zaréwno w kierunku 0Y jaki w kierunku do niej
prostopadiym [11].

Wedlug zalecenn Przewodnika GUM [5], w oszacowaniu
doktadnosci wyniku kazdej wielkosci mierzonej nalezy uwzgled-
ni¢ estymowang heurystycznie niepewnosé¢ typu B. W literatu-
rze o regresji liniowej nie natrafiono jednak na opis wplywu u,
w pomiarach y, lub yi 2. Ten brak bedzie uzupelniony w niniej-
szym cyklu prac. Niepewnosci u, szacuje si¢ dla warunkéw
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dopuszczalnych dla pracy badanego obiektu i dla aparatury
pomiarowej stosowanej w eksperymencie, lub tez dla warunkéw
przewidywanych w okresie dalszego jej stosowania. Niepewno-
$ci sktadowe u,, i u, sumuje si¢ geometrycznie wedtug wzoru
(1) i otrzymuje si¢ niepewnos¢ zlozona u,. Wéwczas dla znanego
jej rozktadu, lub metoda Monte Carlo wedlug zalacznika 1 do
Przewodnika GUM [5], nalezy wyznaczy¢ funkcje niepewnosci
rozszerzonej U = flz) lub +U, = fly) o wymaganym praw-
dopodobienstwie, np. 95%. Sa to granice pasma niepewnosci
wokol prostej regres;i.

W technice pomiarowej regresje liniowa stosuje si¢ m.in.
w monitoringu stanu technicznego urzadzen, w statystycznej
kontroli jakosci produkeji i w kontroli ustug metrologicznych,
w tym do poréwnywania wynikéw badan upowaznionych labora-
toriéw i w kalibracji przyrzadéw. Jedli charakterystyka badanego
przyrzadu, przetwornika lub innego urzadzenia pomiarowego jest
znana jako znamionowa lub otrzymana z wynikéw wzorcowania,
to bada si¢ wtedy tylko poprawno$¢ i niepewnos$¢ pomiaréw oraz
statystyke sygnaléw w rzeczywistych warunkach pracy.

3. Kryteria stosowane w regresji liniowej

Metoda regresji liniowej wynika z maksymalizacji funkcji wia-
rygodnosci [4]. Parametry funkeji liniowej dopasowuje sie do
wartoéci wspotrzednych (z, ) n punktéw mierzonych jako
zmiennych losowych Y'i X tak, aby dla okreslonych i niezalez-
nych rozkladéw ich prawdopodobienistwa p(y), funkcja para-
metréw P(p,, .., p,) osiagneta maksimum. Dla linii prostej
y = ax + b otrzymuje sie:

P= lﬁlpz [yz - y(%;‘lyb)] — max (2)

Maksimum to wystapi dla warunku minimalizacji funkcji kry-
terialnej SK(a, b)

SK(a,b)=—-InP = > {— In p, [yi - y(:ri;a,b)]} — min  (2a)

Gestos¢ prawdopodobienstwa rozkladu normalnego o odchy-
leniu standardowym o, opisuje wzor:

of st

oN2 ;

K

Z (2a, b) wynika kryterium najmniejszych kwadratéw
z wagami WLS (ang. Weight Last Squares):

SK(a,b) = X1y w,ly, - ylw;sa.b)P — min (3)
dzie: w =L~i' w, —L — wagi dla niepewnosci
g N i 0_12 - ulg I ) 5222112 g p

bezwzglednych u, i wzglednych 6.

W wielu pomiarach wartosci 7, zmiennej X sg zdeterminowane,
a ich niepewnosci pomijalnie mate i wtedy dla kazdego z,
mierzy si¢ tylko y. Kryterium (3) dotyczy wtedy odleglosci
Ay = (y,y) punktu od prostej w kierunku 0Y. Niepewnosci
u(y,) sa znane z pomiaréw y, albo mozna zalozy¢, ze sa one
jednakowe, tj. wagi w, = 1 i kryterium regresji (3) upraszcza
sie do minimum najmniejszych kwadratéw bez wag OLS (ang.
Ordinary Least Squares).

W ogélnym przypadku skorelowanych wartoéciach zmiennej
Y (lub/i X) kryterium GLS (ang. Generalized Least Squares)
stosuje si¢ propagacje macierzy kowariancji.

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

4. Regresja liniowa zmiennej Y
z uwzglednieniem niepewnosci
pomiarow typu B

Nawet w najnowszych publikacjach [13, 14] o szacowaniu
dokladnosci pomiaréw nie natrafiono na uwzglednianie nie-
pewnoéci typu B w szacowaniu dokladnosci pomiaréw metoda
regresji liniowej. W pracy przedstawia sie taka propozycje
nawiazujaca do przepiséw Przewodnika GUM. Omoéwi sie
wyznaczanie parametréw i pasma niepewnosci prostej regre-
sji dla nieskorelowanych wartosci y, otrzymanych z pomiaréw
rzednych n punktéw. Na rysunku 1 podano prosta

y=ar+b (4)

wyznaczang metoda regresji liniowej dla wartosci wspotrzed-
nych (z, y) punktéw Q. Punkty te znajduja si¢ w odlegto-
sciach Ay =y, — y,, w kierunku 0Y od punktéw P(x, ym) na
prostej. Parametry a i b w réwnaniu (4) tej prostej oraz prze-
bieg granic jej pasma niepewno$ci otrzymuje sie dla minimum
sumy kwadratéw odleglosei (y, — y )* n mierzonych punktéw
Q, znormalizowanej do kwadratu niepewnosci standardowej
u(y,) = u, dla kazdego z nich, czyli:

sk = § Lo 20F

i=1 u;

— min (5)

Wrzory spelniajace ten warunek staja sie prostsze po wprowa-
dzeniu parametréw pomocniczych:

A

Rys. 1. llustracja odlegtosci mierzonego punktu Q, od punktu P,

na prostej regresji y = ax + b w modelu o niepewnosciach tylko dla
pomiaréw rzednej jako zmiennej losowej Y

Fig. 1. llustration of the distance between measured point Q, and point P,
on the regression straight-line y = ax + b in a model with uncertainties for
the abscissa measurement only as a random variable Y

S=% u;? (6a)
S, =iz (6b)
S = Tiywiu;” (6¢)
S.T,y =3 $7Z/1uz_2 (6d)
S, =2ia yu;” (Ge)
Syy =X y?u? (6f)
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Po zastosowaniu wzoréw (6a-f) réwnanie (5) przeksztalca
sie do postaci:

SK = @S+ 2abS, — 2a5, + b’S-2bS + S (7)
JdSK JdSK
Minimum wyrazenia (7) wystepuje dla 5 =0, oy 0.
Stad wynika uklad dwu réwnain @
+b8, =8,
aS,, +bS, =5, (8a, b)
aS, +b5 =15,
o rozwiazaniach:
S8, —S,5
=20 70y A (9)
S8, =5 A
S S — 8,95,
y~ax zzzy Eﬁ (9b)
S8, —S; A
gdzie:
ED WLTED WE A TED WINE Sl Yty T (9c)
Ab= :l=1y7u;2 : i= 1xz u7 i= 1x7u7 21 =1 1y7 i (gd)
7, 2 1o on
A=Su? St E¢Mﬂ=5g;@—%%ﬁﬁw@

Zaleznosci (9a—e) umozliwiaja tez wyznaczenie wartosci a i b
7z danych pomiarowych. Jesli niepewnosci u, = u sa jednakowe,
to zostang uproszczone we wzorach (9a, b) nawet gdy nie sa
znane. Otrzyma si¢ jednakowe parametry a i b prostej regresji
dla réznych wartosci u (rozdzialy 5 i 6).

Ze wzoréw (7) i (9a-e) wynika tez, ze minimum funkcji
SK wynosi:

SKy =—aS, —bS + 5 (10)

Pasmo niepewnosci prostej regresji rozciaga si¢ po obu jej
stronach. Wyznacza si¢ je z niepewnosci u, jej wspotczynnika
kierunkowego a i niepewnosci u, wyrazu wolnego b. Trzeba tez
uwzglednié, ze parametry a i b sa skorelowane.

Pochodne czgstkowe parametrow a i b prostej regresji dla
=1, .., n wynosza:

Ja _, LS5 (11a)

(11b)

Macierz czutoéci AB i macierz kowariancji U, dla mierzonych
y, n punktéw @, sa nastepujace:

AB - a ... a, 19
Tl b (122)
u? 0]
Uy =| ! : (12b)
0 u?
82 PO M I A R Y

AU T O M AT Y KA

Macierz kowariancji U, ma na gléwnej przekatnej warian-
cje. Ta praca dotyczy przypadkéw o niezaleznych statystycznie
odchyleniach Ay, zmiennej Y punktéw mierzonych. Wéwcezas dla
nieskorelowanych wspétrzednych punktéw y, jej elementy niedia-
gonalne, jako kowariancyjne, sa réwne zeru. Macierz kowariancji
U , parametréw a i b wynika z réwnania propagacji wariancji:

2

u, U, U

U, =ABU,AB" =| "  Pulh (13)
Paptathy Uy

gdzie: u, u, p,, — niepewnosci i wspélezynnik korelacji para-

metrow a i b proste;j.

Po rozwiazaniu (13), dla nieskorelowanych wartosci zmien-
nych y, otrzymuje sie:

n -2
uf =3 a;u; = % = 2,1% (14a)
i=1
2 -2

uy = ilbf ;= Sf = 1?“’ (14b)

i
n -5 - T

punin, = Lot =2 - ZEATL (1)

i

Z (14¢) wynika wspolczynnik korelacji parametréw a i b

-2
Sz 21 =1 $7uz
\/21 1U rL 2u—2

(15)

dla z, > 0 (gdzie i = 1, .., n) jest on ujemny.

Niepewnos¢ standardowa v, zmiennej Y dla prostej regresji

y = ar + b wyznacza sie jako funkcje x z réwnania propagacji
niepewnosci z uwzglednieniem skorelowania parametréw a i b:

T I o ) e
“1oa bl pyum, ul |Loa 3b

Po wstawieniu pochodnych B_y =z, a_y =1 i przeksztalceniu
otrzymuje sie: a ab
ul, = z7ul + 2ap, g, + up (17)

Wyrazajac wariancje u:fb przez parametry pomocnicze z (6a,b)
i (9e) otrzymuje sie:

Sz -28z+S, 1 S( S Y
Uy =———————=—+—|&
S5, -5 S A

Dla wariancji “31; jest to rownanie paraboli drugiego stopnia
0 osi symetrii
-2
S z Zz lzzuz

T . =——=

min n -2
S 2l
n -2
S, X
A

i wspolezynniku A =

1t
S zn uTZ

=1

.. 2 —
, O IMInimuim g, |min_

przy 2°. Natomiast niepewnosé
2 2
S
S5 2.
A S
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Po podstawieniu do wzoru (18) wyrazen Si S, z (6a,b) otrzy-
muje si¢ bezposrednig zalezno$é¢ wariancji u;, od parametréw
mierzonych punktow

n — . -2
“2b =y M (19)
i=1 A

Wzory (14)—(19) mozna stosowaé do wszystkich rodzajéow nie-

pewnosci typu A.

Z réwnan(18) i (19) wynikaja nastepujace wnioski:

—ze wzrostem liczby mierzonych punktéw @, i dowolnej ich
niepewnosci u, ,, zwigksza si¢ warto$¢ parametru S i zweza
sie pasmo niepewnosci typu A, gdyz maleje uy, | = 1/\/§;

—zmniejszenie niepewnosci mierzonych punktéw réwniez
zwigksza wartosé S,

— wspolezynnik S/A przy 2? paraboli (18) maleje przy zmniej-
szaniu sie niepewnosci punktéw pomiarowych i wzroscie ich
liczby, wigc jej ramiona zblizaja si¢ do prostej regres;ji.

Metoda regresji poszukuje sie linii prostej y = az + b, jako
modelu matematycznego dostosowanego do wartosci wspotrzed-
nych n mierzonych punktéw (z, y). W tej pracy analizuje sie
przypadki, gdy mierzy si¢ tylko ich rzedne y, z niepewnosciami
typu A oznaczonymi jako u,, a ich odcigte 7, sa znane. Para-
metry a, b wyznacza si¢ ze wzoréw (9a,b), a ich niepewnosci
typu A — z (14a,b,c). Miara dokladnosci punktéw tej prostej jest
lezacy po obu jej stronach obszar nazwany pasmem lub koryta-
rzem [4] niepewnosci rozszerzonej o wysokosci 2U, w kierunku
osi 0Y. Jego granice sa réwnaniami opisanymi w funkcji z jako
y, = ar+ b+ U. Wyznacza si¢ je z pasma niepewnosci ztozonej
uy(y), ktére jest suma geometryczng pasma niepewnosci typu
A otrzymanej z pomiaréw n punktéw i oznaczonej jako U, , oraz
pasma szacowanej heurystycznie niepewnosci typu B:

U(y) = ‘\) u?‘laby + uéy (20)

Dla liczby punktéw pomiarowych n > 30 stosuje sie rozklad
Gaussa i u,, = u,, wedtug wzoru (18) lub (19), a przy mniejszej
liczbie n — rozklad Studenta. W propozycji do nowego Przewod-
nika GUM 2 opartej na podejsciu wedlug Bayesa [13, 8 str.199]
podano przyblizony wzor:

-1
u =l (20a)
n—3

Pasma niepewnosci mozna przedstawiaé¢ zaréwno w funkcji
mierzonej zmiennej y, jak i przeliczy¢ na funkcje zmiennej = lub
odwrotnie. Przelicza si¢ za pomoca wyznaczonego z pomiaréw

réwnania prostej r = Y70 7as niepewnos¢ u,, jak juz wspo-
a

mniano, szacuje sie z wartosci maksymalnego dopuszczalnego
bledu E _ zastosowanego miernika. Z wartosci u(y) wyznacza
si¢ niepewnos¢ rozszerzong U,(y) o wymaganym poziomie ufno-
sci, np. o wspolezynniku rozszerzenia k.. Jedynie w szczegél-
nym przypadku, gdy punkty pomiarowe mierzy sie réznymi
miernikami lub w réznych warunkach i w réznym czasie (np.
badania klimatu), to z wielokrotnych pomiaréw dla kazdego
punktu P, wyznacza si¢ zarowno estymator y . jako wartos¢ sred-
nig ypij(arf), jak 1 jej odchylenie standardowe jako niepewnos¢ u, .
Niepewnos¢ ztozong u, punktu (z, y,) liczy si¢ z uwzglednieniem
niepewnosci typu B ze wzoru:

_ [ 2
Uy; = 4fUy; + Up;

Podstawowe rodzaje eksperymentéw pomiarowych opisywa-
nych réwnaniem prostej to:

(20b)

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

1. Pomiary wszystkich punktéw wykonuje sie miernikiem tak
doktadnym, Ze jego niepewno$¢ typu B jest pomijalnie mala
i wowczas niepewnos¢ rozszerzong opisuje wzor:

U(x)=U

Yy yA(

z) = ko.gsuab(x) = tygs, 1oty () (21)
w ktérym (n — 2) jest efektywna liczba stopni swobody dla
n punktéw pomiarowych.

2. Zwykle niepewno$¢ typu B nie jest pomijalna i gdy wszystkie
pomiary wykonuje si¢ tym samym miernikiem, to wzrasta
ona liniowo wedltug zaleznosci u, (y) = u, + k,y wynikaja-
cej z jego maksymalnego dopuszczalnego bledu E . Z sumy
geometrycznej niepewnosci typu A prostej, tj. u, () i nie-
pewnosci typu B miernika uBy(y) wyznacza sie dla prostej
niepewnos¢ zlozona u (y) i z niej pasmo niepewnosci rozsze-
rzonej U (y) w funkeji zmiennej z ze wzoréw

Uy(x) = k"O,QSJuiab‘y (I) + u%y (GI + b) (218‘)

%@=m#@%%?}%m> m)

Wspélezynnik rozszerzenia k. dla splotu réznych rozkladéw
o niepewnosciach typu A i typu B, np. #Studenta z Gaussem
lub prostokatnym, wyznacza si¢ metoda Monte Carlo. Mozna
tez przyjac, ze koo < 4 .., ., gdyz wspdlezynnik k, rozkladu

prostokatnego jest mniejszy od 2.

3. W rzadkich przypadkach wspoéhrzedne y, niektérych lub
wszystkich punktéw pomiarowych mierzy si¢ réznymi mier-
nikami lub/i w réznych warunkach wplywajacych. Wtedy
kolejnosé operacji numerycznych przy wyznaczaniu niepew-
noéci rozszerzonej jest nastepujaca:

— 2 2 - .
u; = Afuy; uy dlad=1,...,n;

Uy (w) =195 p—2Uap (73)

Uy () = uab(uz(x));

(21c)

Cazyli liczy si¢ osobno niepewnodci ztozone u(y,) kazdego
punktu Q(y, =) jako sumy geometrycznej u,(y,) i u,(y),
z nich wyznacza si¢ niepewnos¢ u,,(z) i pasmo U, proste] regre-
sji. Wyniki wg (21b) i (21c¢) moga si¢ nieco rézni¢ nawet dla
wszystkich jednakowych niepewnosci punktéw u,. W obu tych
przypadkach réwnanie prostej wyznacza sie tak samo i z tych
samych wartodci y(z) i u,(z). Jedynie przy specjalnym wymaga-
niu, np. by charakterystyka miernika byla u$redniona w catym
dlugim okresie trwania eksperymentu, do wyznaczenia réwna-
nia proste] regresji zastosowaé¢ mozna niepewnosci ztozone u(z),
a wigc z udziatem niepewnosci u, punktéw mierzonych.

Wynik konicowy podaje sie w postaci rownania prostej
7 pasmem niepewnosci U/:

Y

y=az+ bt U(z) (22)

5. Przyktady symulacji numerycznych

Poznanie specyfiki regresji liniowej uwzgledniajacej niepewno-
$ci pomiaréw typu B ulatwi kilka symulowanych przykladéw
numerycznych. Wykonana si¢ je dla jednakowego zbioru mie-
rzonych punktéw, ale o czterech réznych zbiorach niepewnosci
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typu A dla pomiaréw ich rzednych y, i przyjetej jednakowej
liniowej zaleznosci dla niepewno$ci typu B zmiennej 3.

Wplyw niepewnosci u,, pomiaréw punktéw @, i niepewno-
$ci u,, miernika na parametry i przebieg pasma niepewno-
$ci prostej y = ar + b wyznaczanej metoda regresji bedzie
zilustrowany przykladami. W tabeli 1 podano wspélrzedne
(z, y,) dziesieciu mierzonych punktéw @, o wartodciach z, i y,
jednakowych oraz o réznych ich niepewnosciach u,. Sa to
symulowane dane pomiarowe czterech eksperymentow I-IV.
Dla okreslonych wspéirzednych z, punktéw pomiarowych, uzy-
skano wartoéci y,(z,) o niepewnosciach u,. Zaklada si¢ tez, ze
gdy pomiary y, kazdego punktu wykonuje si¢ wielokrotnie, to
otrzyma sie wyniki o rozkladzie normalnym, a ich wartosci
$rednie i standardowe odchylenia sa estymatorami wartosci
y, 1 niepewnosci u,(y). Aby poréwnywaé wyniki, przyjeto
dopuszczalne uproszczenie, Ze w kazdym z eksperymentow
mierzy si¢ tym samym miernikiem i ze w czterech ekspery-
mentach otrzymuje si¢ jednakowe zbiory wspétrzednych y(z),
chociaz w rzeczywistych pomiarach moga sie one nieco réznié.

W eksperymencie I bezwzgledne niepewnoéci typu A wszyst-
kich punktéw mierzonych sg jednakowe, a w eksperymencie
IV — pomijalne.

W eksperymencie IIT niepewnosci punktéw u,, sa
podwoéjnymi wartosciami z eksperymentu II. Przyjmuje
sie, ze niepewnos$¢ typu B pomiaréw miernikami cyfro-
wymi jest odchyleniem standardowym rozkladu réwnomier-
nego o szerokosci dwu ich dopuszczalnych maksymalnych
btedéw E i wzrasta liniowo z mierzong wartoscia y.
Podobng zaleznosé¢ niepewnosci typu B mozna tez przy-
ja¢ jako wypadkowa dla wielu réznych prostych i rozbudo-
wanych systeméw pomiarowych. W przykladzie zalozono,
ze dla czterech zestawow danych z tabeli la zaleznosé
niepewnosci u, jest jednakowa i opisana y, réwnaniem:

uy (y) = 0,02(1 + y).

Metoda regresji liniowej wyznaczono parametry a, b pro-
stych opisane wzorami (14a,b,c). Sa one jednakowe dla par
danych I'i IV oraz I1 i III z tabeli 1a. Przyjeto, ze niepewnosci
u, prostych wyznacza si¢ dla danych o rozktadzie Studenta
i wspoélezynniku rozszerzenia k. = ¢ .. ,. Dla n = 10 mie-
rzonych punktéw k= 2,31. Wartosci liczbowe niepewnosci
u,,, otrzymano ze wzoru (18), za$ u,(y) — z maksymalnego
dopuszczalnego bledu E . Dane pomiarowe i wyniki ich prze-
twarzania metoda regresji liniowej zawiera tabela la.

W tabeli 1b zestawiono otrzymane réwnania dla prostych
regresji i ich niepewnos$ci rozszerzonych. Przebieg wspélnej
dla danych I i IV takiej prostej z otaczajacymi ja pasmami
niepewnosci U, . U . i pasmem estymatora ﬁi =1,084 ze
wzoru (30) dla danych I przedstawia rysunek 2a. Same jej
pasma w funkeji 1 y (dolna skala) podano na rysunkach 2b,
a poréwnanie niepewnosci prostych dla wszystkich danych I i
IV wraz z niepewnoécia typu B na rysunku 3.

7 danych w tabelach 1, la i rysunkéw 2 i 3 wynika kilka
wnioskow szczegotowych:

—niepewno$¢ typu B jako charakterystyka w postaci prostej
sumuje sie geometrycznie z wyznaczona z pomiaréw cha-
rakterystyka u, ,(y) niepewnosci typu A prostej regresji;

—dla okredlonego zbioru wspélrzednych mierzonych punk-
toéw o jednakowych typu A niepewnosciach u,, = u,, zna-
nych lub nieznanych i z uzyciem estymatora wg wzoru
(30), metoda regresji liniowej otrzymuje si¢ to samo réw-
nanie linii prostej, np. dla danych I i IV. Szerokos¢ jej
pasm niepewnosci typu A ma minimum w $rodkowej cze-
$ci zakresu, rosnie wraz ze znana jednakowa niepewnoscia
punktow i jest najszersze dla nieznanej jednakowej nie-
pewnosci.

—dla proporcjonalnej zmiany dowolnych wartosci niepew-
nosci typu A wszystkich punktéw (np. dane III sa podwo-
jeniem danych IT), réwnanie prostej nie ulega zmianie;

Tabela 1a. Parametry i pasma niepewnosci rozszerzonej U, ., prostych regresji y = ax + b dla 4-krotnych pomiaréw y, punktéw x; z réznymi

niepewnosciami u,; i liniowej niepewnosci u,(y) = 0,02(1 + j/)
Table 1a. Parameters and the extended uncertainty U,
uncertainties u,; and linear uncertainty ug(y) = 0.02(1 + y)

bands of regression straight line y = ax + b for measurements of y, of x, points with four sets of

Punkty i ich niepewnosci Parametry a, b i przebiegi prostych oraz ich pasm niepewnosci u, , i U, .
uy(z) = 0,02(1 + y) uy(z) = 0,02(1 + az + b)
I a = 1,049 II a=1,038 IIT a=1,038 v u, =0

% Y: ) b = —0,067 b= —0,389 b= —0,389 o= 1,049, b = ~0,067

I 1T 111 y(z) U, Uy o5 y(z,) Uy, Uy o5 y(z) Uy Uygs | upy) |y, (/-
1 2,00 0,25 0,50 | 0,982 | 0,176 | 0,417 | 2,077 | 0,128 | 0,305 | 0,648 | 0,256 | 0,595 | 0,15 0,091
2 1,00 0,20 0,40 | 2,030 | 0,150 | 0,372 | 2,868 | 0,108 | 0,278 | 1,686 | 0,215 | 0,512 | 0,10 0,140
3| 400 025 | 050 | 3,079 | 0,126 | 0,346 | 3,659 | 0,080 | 0,268 | 2,723 | 0,179 | 0447 | 0,25 0,188
4 3,00 0,15 0,30 | 4,127 | 0,107 | 0,342 | 4,451 | 0,075 | 0,279 | 3,761 | 0,150 | 0,409 | 0,20 0,236
5 6,00 0,25 0,50 | 5,176 | 0,096 | 0,361 | 5,242 | 0,066 | 0,308 | 4,798 | 0,133 | 0,407 | 0,35 0,285
6 | 500 b 020 | 040 | 6,224 | 0,096 | 0,400 | 6,033 | 0,066 | 0,350 | 5836 | 0,133 | 0,439 | 0,30 ' 0,333
7 8,00 0,25 0,50 | 7,273 | 0,107 | 0,454 | 6,824 | 0,075 | 0,402 | 6,873 | 0,150 | 0,501 | 0,45 0,382
8 7,00 0,15 0,30 | 8,321 | 0,126 | 0,519 | 7,616 | 0,089 | 0,460 | 7,911 | 0,179 | 0,582 | 0,40 0,430
9 | 10,00 025 | 050 | 9,370 | 0,150 | 0,590 | 8,407 | 0,107 | 0,521 | 8,948 | 0,215 | 0,675 | 0,55 0,478
10 11,00 0,25 0,50 | 10,418 | 0,176 | 0,665 | 9,198 | 0,128 | 0,586 | 9,986 | 0,255 | 0,777 | 0,60 0,527
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a) K
12 i =
7 B Punkty pomiarowe
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Rys. 2. a) Prosta regresiji | z pasmami niepewnosci *u, , (x) i niepewnosci rozszerzonej *U, . (x) dla danych | z tabeli 1a,

u,, =0,3,u, =0,02(1 + y) i dla estymatora ze wzoru (30); b) Pasma niepewnosci prostej | w funkcji x lub y (skala na dole), jej niepewnosci u(x)
i odlegtosci Ay mierzonych punktéw

Fig. 2. a) Regression straight-line with bands of type A uncertainties +u, , (x) and extended uncertainties +U, ,(x) for data | from Table 1a and estimator of
eq. (30); b) Uncertainty bands of the regression straight-line | as function of x or y (bottom scale), its uncertainty +u,(x) and distance Ay of the measured
points

0,8 == Mg A — iblygei Rys. 3. Niepewnosci U, ; i U, ., dwu prostych regresji
U = ; dla danych I, IV i ll, Il z tabeli 1a, ich niepewnos¢ typu B
07 — 1 L. Uy 1 == Upgs II z (21a) w funkcji x

Fig. 3. Uncertainties U, ,, ,s and U, ., of two regression
straight-lines for data I, IV and Il Ill from Table 1a and their

uncertainty type B from (21a) as function of x

— Upgs 1

Tabela 1b. Réwnania prostych oraz ich pasm niepewnosci typu A u, i niepewnosci rozszerzonych U

Aab
Table 1b. Straight lines equations and their bands of type A uncertainties u,,, and of the extended uncertainties U .,

0,95

Nr Roéwnania prostych ‘Wariancje ich niepewnosci Niepewnosci u, u, ip,,

012" 127 +42

2
Ui (z) = T E— u, = 0,033
I y = 1,048z — 0,067 u, = 0,205
0,822° — 5,99z + 22,6 p,, = —0.89
U2 ) = 9 y 9 al
095(2) ™
0,062® — 0,66z + 2,24
2 _ Y% ) y
Ul () = 100 u, = 0,024
II y = 1,038z — 0,389 u, = 0,15
0,23z% — 3,23z + 12,01 p,, =—0,95
U2 ) = 9 9 9 al
0,95( ) 100
s, 0242° —3237+895
Ul (z) = 100 u, = 0,049
111 y = 1,038z — 0,389 u, = 0,3
1522 -1 +47.82 w=-09
Ug’%(x) _ kY% 3,77x +478 Pu
100
Uiab (2}') = O
u, = 0
v y = 1,048z — 0,067 , u, =0
0,23z — 0,42z + 0,19 =-0,89
U§,95(z) = 100 P
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Tabela 2. Rozktady odchylen y od punktéw (x, y) na prostej regresji | dla splotu rozktadu Gaussa o niepewnosci typu A z Gaussem lub
réwnomiernym dla niepewnosci typu B
Table 2. Pdf of y from points (x, y) on the regression straight line | formed at Gaussian distribution convolution for type A uncertainty with Gaussian or
uniform of type B uncertainty

Rozklady Gaussa

o

Rozklady odchylent y w pasmie niepewnosci U
dla punktu prostej regresji o wspélrzednej

dla odchylen
niepewnosci u, ,

Sploty rozkladéw Gaussa

o niepewnosciach u,
Aab

iuy(y) =0,02(1 + y)

Sploty rozkladu Gaussa
i rownomiernego
o niepewnosciach u, ,
i uy(y) =0,02(1 + y)

Sploty rozkladu Gaussa
i réwnomiernego
o niepewnosciach u,,
ol )—004(1+y)

Rys. 4. Pasma niepewnosci +U_ dla odchylen Ay od

0,6 U0,95 prostej regresji | powstatych p‘:'zsy splocie (*) rozktadu

- = | Gaussa o niepewnosci u, z rozktadem Gaussa lub

R e R I m— e R S -= réwnomiernym o dwu réznych niepewnosciach u,

1 1 ) S LT S - SN FELL Fig. 4. Uncertainty bands +U_ 4 for deviations Ay from the
- X regression straight-line I, obtained as the convolution (*) of
= 1 L ] & ! I i 4 e Gaussian PDF of uncertainty u, with Gaussian or uniform

T T e S SR 1 1 B PDF of two different uncertainties u,

L mmmmssoRiEE ___-"""'\—-_;:_:_E -------------

05 | — tUpes ["Gauss — —Upes [ Gauss -a-:'-'-":ﬂ-_;:

: — - +Upgs [*Uniform - . —Upgs [I* Uniform

OB === +Uip9s I == —lUiges [

—niepewnosci typu B dla pomiaréw tym samym przyrzadem
przyjmuje si¢ jako standardowe odchylenia rozktadu réw-
nomiernego o szerokosci dwu jego maksymalnych dopusz-
czalnych bledéw E  (y), wzrastajacych liniowo wraz
z wartoscia wielkosci mierzonej y. Dlatego tez szeroko$c
pasma niepewnosci rozszerzonej U, prostej regresji tez
wzrasta z y i z.

Rozktady prawdopodobienstwa dla odchylen wspolrzednej

y od jej wartosci na prostej regresji zmieniaja si¢ wraz z sze-

rokoscia pasma jej niepewnosci rozszerzonej (tab. 2, rys. 4).

Zaleza tez od tego, z jakim rozktadem odchylen o niepew-

noéci typu B splata si¢ sumowany z nim geometrycznie roz-

ktad Gaussa odchylen typu A od prostej. Rozktad odchylen

o niepewnosci typu B wynika z dopuszczalnego bledu E_

przyrzadu. Przyjmuje si¢ go heurystycznie jako réwnomierny

w stalych warunkach wplywajacych, lub jako normalny

(Gaussa) dla zmiennych warunkéw o wielu zrandomizowa-

nych wpltywach. Dla splotu dwu rozkltadéow Gaussa wspél-

czynnik k- = 2. Rozklady i histogramy otrzymane metoda

Monte Carlo dla danych I z tabeli 1a, podano w tabeli 2.

6. Prosta regresji dla pomiarow
o jednakowej niepewnosci

W praktyce pomiarowej czesto poszukuje sie prostej regresji
dla pomiaréw zmiennej Y z jednakowymi niepewnosciami bez
wzglednymi, gdy wartosci X sa znane. Omoéwi sie to szczego-
towo.

6.1. Wzory parametrow prostej dla punktow

o jednakowej niepewnosci
W takich przypadkach metoda regresji liniowej dopasowuje si¢
parametry prostej do wartosci wspotrzednych punktéw pomia-
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rowych o jednakowych niepewnosciach znanych lub nawet
nieznanych. Jako kryterium (5) stosuje sie minimum sumy
kwadratow odleglosci punktéw od prostej regresji w kierunku
0Y. Taka prosta i jej niepewno$¢ typu A mozna wyznaczy¢
dokonujac obliczen statystycznych za pomoca funkcji standar-
dowych, np. REGLINP, dostepnych w arkuszach i skoroszy-
tach programu EXCEL. Jednak funkcje te nie uwzgledniaja
niepewnosci pomiaréw typu B i ich wzory podstawowe wyma-
gaja uzupelnien.

Jednakowa niepewnos¢ u, = const = u wspétrzednych y, jako
szczegllny przypadek regresji z wagami, skraca sie w (9a, b)
i otrzymuje sie

a= n21 =1 LiYi 221 =1 Z; Zz 1yz (23(1)
nyi T _(27:1@)2
2
b= zlyz zlxz_ z]z Zzlzz (23b)

n271 1_(271 7)2

Wzory te jednoznacznie okreslaja prosta regresji y= ax + b
i uproszcza sie jeszcze bardziej, gdy w ich opisie zastosuje sie
wartosci $rednie obu zmiennych X i Y| oznaczone nastepujaco:

== Zl 12 (24a)

1

T=—Slu (24b)
n

Wspélezynnik korelacji Pearsona P, dla tych zmiennych
WYnosi:
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2?:1 (‘Tz - f) (yi - ,17)
NS N

Py = (25)

Za$ parametry pomocnicze ze wzoréw (6a—f) dla u, = u beda
nastepujace:

§=" (25a)
u

T = 27,'”:1 xz = _2 (25b)
S =y Tina? =5 (S0, (o —FP +0d?)  (250)

1 o ny
S, T2 Y = 2 (25d)

]‘ n 1 n —_— —_ —_—
Sz"y = inzl TY; = 7(21‘:1 (yz' - y)(‘rz - x) + nya:) (25¢)
1 n 1 n - o

Sy = el z'=1yi2 = u_g(zm (Z/i —y)2 + "Z/Q) (25f)

Po zastosowaniu (25a—e) i wykorzystaniu proporcjonalnosci
wyrazen

O-z =CV2?=1($1‘ _5)2 i O-y =CVZ?=1(yi _?7)2

estymujacych odchylenia standardowe zmiennych X i Y oraz
stalej proporcjonalnosci ¢ (np. ¢=1/ Jn ), otrzymuje si¢ naste-
pujace parametry a, b prostej regresji:

P (37; - 5) (yz - ?7)

\/zin:l (mz - 5)2 G

(26a)
b=y —azr (26b)

Roéwnanie prostej regresji dla uzytych tu oznaczen parame-
trow ma postaé:

)

y—§=pzya—”(w—5)

T

(27)

Srednie (z,y) wyznaczaja punkt na prostej regresji.
Z (14a, b), (15), (23a) i (25a—c) wynikaja wzory dla niepewno-
Sci parametréw a, b i ich wspétezynnik korelacji:

u; = (28a)
p (371 -z )2
2 2—2
L — (28b)
" i (551 -z )
1
2
o 2
Pup = _[1 + E; J (28¢)
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2 _ Z@L (xl _5)2 (28d)

Wspétcezynnik p , jest ujemny i zalezy tylko od zmiennej .
Jest on tym blizszy —1, im 0'3 < 72, cayli dla punktéw Q, poto-
zonych blisko wartosci sredniej z. Na plaszczyznie parametréw
az, b niepewnosci u, u, dla u , = const tworza elipsg.

Tak wiec dla jednakowej niepewnosci bezwzglednej v punk-
tow pomiarowych, niepewnosci typu A punktéw prostej regresji
opisuje wzér

1 (@-z)

— (29)
n X (371 - 5)2

Z (22) i (29) wynikaja granice pasma niepewnosci zlozonej
dla jednakowej niepewnosci bezwzglednej dla kwadratu u, punk-
tow. Przebiegaja one hiperbolicznie i sa symetryczne wzgledem
$redniej z. Dla punktu z =2z w $rodku zakresu X, niepewno$é

2

zlozona ma warto$¢ minimalna .,

2
=% od tej wartosci
n

pasmo niepewnosci rozszerza si¢ w obu kierunkach krancow
zakresu X. Dla narastajacej proporcjonalnie niepewnosci typu B
pasmo bedzie niesymetryczne wzgledem $rodka zakresu zmiennej
X i rozszerzajace si¢ ku jego koncowi. Niepewnos¢ zlozona i roz-
szerzona wyznaczane sa ze wzoréw (20) i (21) w zaleznosci od
przyjetego modelu. Dla jednakowych niepewnosci ztozonych tj.
wartosci niepewnosci niezmiennych zaréwno typu A jak i typu B,
pasmo niepewnosci opisane przez (21a,b) jest zazwyczaj szersze
niz wynikajace z (21c), gdyz wyrazenie

S )
n Yia (‘Tz -z )2

jest dodatnie, a dla punktow skrajnych — krancow linii regresji
moze przyjmowacé wartosci bliskie zeru.

Na rysunku 5 podano wykresy trzech pasm niepewnosci
rozszerzonej U, . prostej regresji o danych I z tabeli 1a dla jej
niepewnosci u,, = 0,1; 0,3; 0,5 oraz u, = 0. Zaznaczono tez odle-
glosci Ay, mierzonych punktéw od tej prostej regresji.

) R S i Upss 0,1 + iy
"""" Ups5 0,1 == Upss 0.2+
15 u T 7 Upos 02 — Upes 0.5 +
N =) —— Upg50.5 — — — Estymator Upgs +
— ] — -
10 B =T __:Estymator Ugss _ -

e Y =

-2,0

Rys. 5. Trzy pasma niepewnosci U, .. z wzoru (19) prostej regresji

i odlegtosci Ay, mierzonych punktéw od tej prostej

Fig. 5. Three uncertainty U, ., bands of the regression line | and deviations
Ay, of measurement points from this line
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Réwnania hiperbol dla niepewnosci rozszerzonej sa opisane
wzorem

U = 2314J0,1 + 0,012(z — 5,5)u,,.

Przedstawione na rysunku 5 pasma niepewnosci U, . posze-
rzaja si¢ proporcjonalnie do jednakowej wartodci niepewnosci u,
dla mierzonych punktéw. Maksymalne wartoéci wystepuja na
krancach pasm. Odleglosci Ay, punktéw mierzonych od prostej
(rzedne z6ttych punktéw na rysunku) przekraczaja w obu kie-
runkach granice najszerszego pasma niepewnosci dla u = 0,5.

6.2. Obszar ufnosci prostej regresji przy
zastosowaniu estymatora wariancji

Jesli niepewnosci mierzonych punktéw sa jednakowe, ale nie-

znane, to przyjmuje sie, ze przedzial ufnosci dla niepewnosci

u(y) wynika ze $redniej sumy kwadratéw odleglodci punktéw

od prostej regresji dla n — 2 stopni swobody. Nieobciazony

estymator 4° wariancji E(u?) wynosi:

_ 2o (yi - ar; — b)2 (30)
n-—2
Z (11), (23a,b), (24), (25d—f) i
przyjmuje postacie:

(27) wynika, ze estymator ten

- p2)o? (31)

7 (31) wynika, ze estymator 4> jest tym wiekszy, im mniejsze
jest skorelowanie miedzy wartoSciami z i y prostej oraz im wiek-
sze jest odchylenie standardowe o, rozrzutu y, punktéw Q, wzgle-
dem $redniej ¥. Zabt@pujqc we Wzorach (28a,b) niepewnosci
uich estymatorami 4, otrzymuje sie dla parametréw a i b pro-
stej regresji nastepujace wzory:

—1 1
2 2 2
R o, 1-
W =] —L Po_ g2 P (32a)
o, | n-2 n—2
~9 227 133

(32b)

Uy, =1

Niepewno$é 4 ,(y;) wyznacza si¢ z nastepujacych wzoréw esty-
matora wariancji:

BRI
i) =02 2 F”“”” ~) +<zi—z>2] (33a)
n—2 n

lub 2 =(1-p? )[iJ (02 + (2, - 7)?) (33b)

Z (33a,b) wynika, ze niepewnoéé typu A estymatora a0’
maleje ze wzrostem wspotczynnika korelacji P, 1 roénie ze wWzro-
stem wartosci bezwzglednej wspdlezynnika klerunkowego a pro-
stej regresji. Dla w pelni skorelowanych wartosci zmiennych X

o, . . fs A2 . .
a= G—y i niepewno$¢ uy dazy do zera, a dla zmien-

T

iY,p

xy
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nych niezaleznych, tj. dla P, = 0, osiaga maksimum:

2
0 e (4) =[&] (02 + (- 7?) (34)
O-.Z‘

Niepewnosci zlozone i rozszerzone prostej regresji oraz jej
pasmo niepewnosci wyznacza si¢ ze wzoréw (19)—(21). Estyma-
tor 4 =1,084 > 0,5 przedstawia $rednig odleglogé mierzonych
punktéw w kierunku OY od linii regresji. Z rysunku 5 wynika,
ze jego zastosowanie daje pasmo niepewnosci na tyle duze, ze
obejmuje ono polozenia wigkszo$¢ mierzonych punktéw.

Uwzglednienie pasma niepewnoéci typu B przez geometryczne
jej zsumowanie z pasmem 4, poszerza pasma niepewnosci zto-
zonej U irozszerzonej w stopniu zaleznym od przebiegu u(z).

7. Parametry i niepewnosci prostej
dla jednakowej niepewnosci wzglednej
punktow

Jednakowa niepewno$¢ 6, = 6 = const typu A mierzonych
odcigtych y, punktéw @, wystapi we wzorach (6a—f) dla para-
metréw pomocniczych jako warto$é¢ stata przed symbolami
sumy, tj.:

§=67% " (35a)
S, :5-221 LTyt (35b)
o =0 XL ay (35¢)

, =07z (35d)
S, =673y (35e)
S, =nd~’ (35f)

Wartosci parametréw prostej regresji nie zaleza od niepewno-
$ci wzglednej i sa nastepujace:

7 -1 -2
o= DS RD WL D YR I WL (36a)

2iYi Z?:l xi Yi - (Z;;lxiy;z )z

n -1 n -2
ity X 11}'?/1‘
(Zz 1 1yz

n -1 n 2,2 _
b= 21:=1yﬂz: 271:;15”‘?/1‘ (36b)
21‘:1 Yi i=1Ti yz

Natomiast opisany wzorem (18a) kwadrat niepewnosci
u?(y(z)) przeksztalei sie do postaci

Yo (- fy”

ul (y(z)) = ug, (y(x)) = 67
b %2?:1 Yia (3% —Z; )2%'_2%72

(37)

Na rysunku 6a podano prosta regresji y = 0,978z — 0,463

o parametrach a, b ze wzoréw (36a,b) wraz z trzema pasmami

niepewnosci wzglednych o jednakowych warto$ciach 6%4(11)(@/) dla

punktéw o odcietych z calego zakresu z. Rysunek 6b przedsta-
wia wykresy tych pasm opisane wzorem (21).

Prosta regresji z rys. 6a o stalych niepewnosci wzgled-

nych dw. = 0 = const dla pomiardw odcietych punk-
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a) 12 hoi Rys. 6. a) Prosta regresji o parametrach
11 Yym Punkty pomiarowe -+ ¥y=0978x — 0,463 B z (36a,b) z trzema pasmami niepewnosci
------ u 195 + -m-- UDJ95 1% — wzglednych &, = 1%, 3% i 5%, b) trzy pasma
10 UD,'BE 304 o Upes 3% — [ | = niepewnosci z (19) w funkcji x i punkty
0,95 13 U : 504 = w odlegtosciach Ay, od tej prostej
== Upes 3% + T ga Fig. 6. a) Regression straight-line with
a parameters from (36a,b) with three relative
uncertainty bands: §, = 1%, 3% and 5%;
7 b) three uncertainty bands from (19) as
6 a function of x, and points at distances Ay, from
this line
5
4
3
2l
1
0
b) 1 2 3 4 5 3 9 10

téw @, ma inne parametry niz prosta
o stalych niepewnosciach bezwzglednych
u, = u = const o danych I z tabeli la. Jest
ona bardziej nachylona do osi OX i jej
pasma niepewnosci sa istotnie wezsze. Na
rysunku 6b widaé¢ tez znaczny wzrost sze-
rokosci pasma wraz z z na koncu zakresu
linii regresji. Wynika to z wzoru (37) przy
jego poréwnaniu z wzorem (18) dla u, = u.
Pasmo niepewnosci wyznaczone dla statych
wartosci niepewnosci wzglednych 0 = 5%
w calym zakresie zmiennej z jest, jak wynika
z rysunku 6b, wezsze niz pasmo dla niepew-
nosci bezwzglednej u = 0,5, tj. 5% zakresu
na rysunku 5. W obu przypadkach statych
wartosci niepewnoéci wzglednych i bez-
wzglednych punktéw pomiarowych nalezy
uwzglednié¢ niepewnosé typu B sumujac ja
geometrycznie z niepewnoscia typu A otrzy-
mang dla prostej regres;ji.

8. Poréwnanie dwu
sposobow uwzgledniania
niepewnosci typu B

Poréwna si¢ teraz dwa sposoby uwzglednie-
nia niepewnosci pomiaréw typu B w szaco-
waniu pasma niepewnosci prostej regresji.
Pierwszy, to juz oméwiony sposéb z geo-
metrycznym sumowaniem pasma niepewno-
$ci typu A prostej wyznaczonej z pomiaréw
i heurystycznie estymowanej niepewnosci
typu B dla aparatury i warunkéw danego

eksperymentu wg (21a,b). Drugi, to sposéb specjalny, ozna-
czony przez V. Polega on na obliczaniu réwnania prostej i jej
pasm niepewnosci ze wzoréw (21c), tj. bezposrednio z war-
tosci wspotrzednych y, i niepewnosci zlozonej u,, poszczegdl-
nych mierzonych punktéw jako sumy geometrycznej u, i u,
Dotyczy to rzadkich przypadkéw, gdy kazdy punkt mierzy sie
innym przyrzadem i w réznych warunkach.

Obliczenia wykonano dla zestawu danych I w tabeli 1a o jed-
nakowej niepewnoéci punktéw pomiarowych u, = u. Otrzymane
dla obu sposobéw wyznaczania pasma prostej regresji podano
dla rozszerzonej niepewnosci bezwzglednej na rysunku 7, a dla
niepewnosci wzglednej — na rys. 8.

Przy geometrycznym sumowaniu wypadkowej charakterystyki
niepewnosci u, , i wzrastajacej liniowo wraz z y niepewnosci u,
otrzymano szersze pasmo prostej regresji niz dla indywidual-

& Ay
g (@)
Ve (D
+Uggs (D)
—Upesl)

+ug

—ug
+Ug 05 (V)
—Upes(V)

Rys. 7. Poréwnanie dwu sposobéw uwzgledniania niepewnosci bezwzglednej typu B
przy wyznaczaniu pasma niepewnosci rozszerzonej dla u, =03iu, =0,02(1 +y)
Fig. 7. Comparison of two ways of taking into account absolute uncertainties of type B for
determining the expanded uncertainty band for u, =0.3iu, =0.02(1 +y)

89



Niepewnosci pomiardw w metodzie regres;ji liniowej. Czes¢ 1. Prosta i jej pasma niepewnosci dla nieskorelowanych danych ...

Rys. 8. Porownanie dwu sposobéw wyznaczania
Ayt pasm niepewnosci rozszerzonej U, prostej

£ 7 Py O & & & regresji dla punktéw o statych niepewnosciach
= 4 == il @) wzglednych pomiaréw typu A: 5, = 5% i typu B:
a3 ) 8,,=2%
10 e ekl Fig. 8. Comparison of two methods for determining
+Upes @ the expanded uncertainty bands U, of regression
o:es straight-line for points with constant relative
uncertainties of y measurements type A: §, =5% i
—Upes al 0 y yp 2y o
typu B: bEy =2%
+ug
e
+Up05 (V)
x
-1,0 —_— _Un,ss (V]

nie wyznaczanych niepewnosci ztozonych punktéw mierzonych,
tj. wedlug sposobu oznaczonego przez V. Sumowanie charak-
terystyk niepewnosci daje bardziej bezpieczna i wiarygodna
ocene doktadnosci wyniku pomiaru, gdyz randomizuje i usred-
nia wplyw wielu réznych zmieniajacych sie oddziatywan, ktoére
moga wystapi¢ w calym okresie waznosci kalibracji aparatury
pomiarowej. Jest to istotne zaréwno dla oceny aparatury pomia-
rowej, jak i dla $ledzenia zmian parametréw badanego obiektu.
Ponadto uwzglednianie wg sposobu V heurystycznie szacowanej
niepewnosci bezwzglednej typu B bezposrednio dla wynikow
pomiaru rzednych y, punktéw wplywa zaréwno na réwnanie
prostej, jak i na przebieg wypadkowej niepewnosci ztozonej.

W praktyce pomiarowej wplyw liniowo narastajacej niepew-
nosci u, zwigksza si¢ wraz z wartosciag wielkosci mierzonej. Dla-
tego tez sposéb sumowania pasm niepewnoéci typu A i B dla
danych I przy jednakowej niepewnosci wzglednej pomiaru punk-
tow, pokazany na rysunku 8, najlepiej charakteryzuje rzeczy-
wiste sytuacje.

9. Podsumowanie

Celem wielu eksperymentéw pomiarowych jest wyznaczenie
funkcji Y = F(X) miedzy wektorowymi zmiennymi losowymi,
objasniang Y i objasniajaca X oraz ocena jej doktadnosci. Dla
jednoparametrowych zmiennych Y i X metoda regresji linio-
wej wyznacza sie funkcje liniowa nazywang tez prosta regres;ji,
o réwnaniu y = az + b i jej pasma niepewnosci.

Parametry réwnania prostej regresji i jej pasma niepewnosci,
w przypadku ogdlnym zaleza od wartosci wspotrzednych x, ¥,
mierzonych punktéw i ich niepewnodci bezwzglednej u(z, ¥,).
W tej pracy rozpatrywano przypadki, gdy wartosci odcie-
tych z, mierzonych punktéw sa znane dokfadnie. Do oceny jej
doktadnoéci autorzy opracowali metode oparta na stosowanych
powszechnie w pomiarach zalecaniach Przewodnika GUM [5].
Doktadnosé zmiennej y prostej regresji opisuje wowczas pasmo
niepewnosci rozszerzonej o prawdopodobienstwo P i granicach
+U,(y) = £k, u(y) wyznaczanych z niepewnosci ztozonej F-u(y)
prostej regresji. Niepewnos$¢ u(y) otrzymuje sie jako sume geome-
tryczna charakterystyki u, ,(y) niepewnoéci typu A wyznaczonej
z pomiaréw i charakterystyki u ,(y) niepewnosci typu B oszaco-
wanej heurystycznie z wartosci maksymalnego dopuszczalnego
bledu E miernika i innych elementéw systemu pomiarowego.
W literaturze nie uwzgledniano dotychczas wplywu niepewno-
$ci typu B na doktadnos$é prostej regresji. Wartosé wspotezyn-
nika rozszerzenia k, jest znana tylko, gdy niepewnos¢ zlozong
u wyznacza sie dla danych o rozkladzie Gaussa i kilku innych
podstawowych rozkladach. Przy rozkladzie otrzymanym ze
splotu odchylei z pomiaréw o niepewnosci typu A i niepewno-
$ci typu B estymowanej z rozkladu réwnomiernego o szeroko-
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$ci dwu maksymalnych dopuszezalnych bledéw 2FE — miernika,
wspodtezynnik k, wyznacza sie numerycznie metoda Monte Carlo
wedlug Suplementu 1-GUM. Jedynie, gdy na system pomia-
rowy i obiekt badany wplywa réwnoczesnie wiele niezaleznie
zmiennych czynnikéw, to niepewno$¢ u,(y) mozna szacowaé jako
odchylenie standardowe rozkladu Gaussa.

Dla wspéhrzednych y, punktéw mierzonych z jednakowg nie-
pewnoscig u(y) = wu, otrzymuje si¢ prostg regresji o réwna-
niu niezaleznym od u. Szerokoé¢ 2u, () jej pasma niepewnosci
jest proporcjonalna do u. Podobnie jest dla pomiardw punktéw
o jednakowej niepewnosci wzglednej 0, ale otrzymuje si¢ prosta
regresji o innym réwnaniu.

Indywidualne wyznaczanie niepewnoéci typu B mierzonych
punktéw stosowaé nalezy tylko w szczegdélnych przypadkach, np.
w terenowych badaniach klimatycznych lub jakosci srodowiska
dla pomiaréw réznymi przyrzadami i w réznych warunkach.

Wplyw korelacji i autokorelacji wspétrzednych punktéw na
rownanie 1 niepewno$¢ prostej regresji opisujacej pomiary oma-
wia si¢ w nastepnej pracy tego cyklu tematycznego.
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Uncertainty of Measurement in the Linear Regression Method
Part 1. Straight-line and its Uncertainty Bands for Uncorrelated

Measurement Data

Abstract: In a series of several papers, the estimation of the accuracy of the parameters of

a straight line determined by the linear regression method for various cases of measurement
data will be discussed. Referring to the recommendations of the Guide to the Expression of
Uncertainty in Measurement, the B-type uncertainty, so far omitted in the literature, is taken into
account. The first of these works concerns the measurements of the value of the random variable
Y for known values of the variable X. The essence of the problem, the criteria of the linear
regression method and their application are presented for measured values with uncorrelated,
known and unknown, including the same, type A uncertainties. Simulated calculation examples
illustrate the case for the measurements of points with the same coordinates and different
variants of type A and type B uncertainty. Line equations and their uncertainty bands were
determined. The next work will concern the measurements of points with correlated data. In yet
another work, the cases will be discussed cases that require measurements of both Y and X

variables.

Keywords: linear regression, uncertainty band for type A and type B measurements, data correlation
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