BiuLETyN WAT
VoL. LXII, Nr 3, 2013

Radialne drgania grubosciennego kulistego zbiornika
w o$rodku liniowo-sprezystym obciazonego
wewnetrznym ci$nieniem produktéw wybuchu
I. Rozwazania teoretyczne

EDWARD WLODARCZYK, BARTOSZ FIKUS

Wojskowa Akademia Techniczna, Wydzial Mechatroniki i Lotnictwa,
00-908 Warszawa, ul. gen. S. Kaliskiego 2, edwardwlodarczyk@wat.edu.pl

Streszczenie. Rozwigzano analitycznie problem drgan grubo$ciennego zbiornika kulistego umieszczo-
nego w osrodku liniowo-sprezystym, wymuszonych wewnetrznym ci$nieniem produktéw wybuchu.
Okre$lono wplyw dywergentnego transportu energii przez ekspandujaca fale naprezen od zbiornika do
otaczajacego o$rodka. Redukujac grubos¢ $cianki zbiornika do zera (8 = 1), uzyskano jako przypadek
szczegdlny rozwigzanie problemu ekspansji kulistej fali naprezen w osrodku sprezystym. Prezento-
wane rozwigzanie ma walory poznawcze i aplikacyjne. Miedzy innymi pozwala oszacowa¢ thumienie
amplitudy drgan zbiornika, wywolanych na przyklad awaryjnym wybuchem, przez otaczajacy go
$cidliwy oérodek.

Stowa kluczowe: dynamika osrodkéw ciaglych, drgania uktadéw ciaglych, thumienie dywergentne

1. Wprowadzenie

Zagadnienie ekspansji kulistych kawern obcigzonych wybuchowo, w tym réw-
niez grubosciennych zbiornikéw, ma wazne znaczenie teoretyczne i aplikacyjne.
Obszerne omowienie tego problemu wraz z przegladem literatury zamieszczone jest
w pracy Hopkinsona [1]. Ostatnio opublikowano z tego zakresu szereg opracowan
[2-6], w ktérych wykazano miedzy innymi anomalny wplyw $cisliwosci osrodka
sprezystego na dynamike drgan powierzchni kawerny i §cianki zbiornika.

Istotnym problemem z punktu widzenia teorii zjawisk, a takze zastosowan prak-
tycznych, jest ocena stopnia redukcji pola naprezen w $ciance kulistego zbiornika
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podczas detonacji w nim mieszaniny wybuchowej, przez dywergentne rozprze-
strzenianie si¢ wygenerowanej fali naprezenia w otaczajagcym go osrodku stalym.
Zagadnienie to rozwigzano w niniejszej pracy analitycznie dla osrodka liniowo-

sprezystego.

2. Sformulowanie problemu

Rozwazmy radialne drgania grubo$ciennego kulistego zbiornika metalowego,
umieszczonego w izotropowym o$rodku liniowo-sprezystym. Zbiornik obcigzo-
no w sposoéb nagly wewnetrznym cisnieniem produktéw wybuchu. Problem jest
przestrzennie jednowymiarowy z symetrig kulistg. Dynamiczne stany naprezen
i odksztalcen w $ciance zbiornika i otaczajacym go osrodku reprezentowane sa
w sferycznym uktadzie wspoétrzednych r, ¢, 0 przez nastepujace sktadowe gltéwne
tensorow naprezenia i odksztalcenia: o, — naprezenie promieniowe (radialne),
0, = 0y — naprezenia obwodowe (styczne), ¢, — odksztalcenie promieniowe (radial-
ne), &, = &g — odksztalcenia obwodowe (styczne). Pozostate sktadowe wymienionych
tensorow w tym ukltadzie wspolrzednych sg réwne zeru. Literg u oznaczono biezace
radialne przemieszczenie czastek zbiornika i osrodka.

Rozwigzanie problemu polega na okresleniu wszystkich parametréw zbiornika
i otaczajacego go osrodka w postaci funkcji zmiennych niezaleznych r, t, gdzie r
jest biezacg wspodlrzedna radialng z poczatkiem w $rodku zbiornika, a t oznacza
czas. Symbolami r,, i r; oznaczono promienie $cianki zbiornika, odpowiednio —
wewnetrznej i zewnetrzne;j.

Problem rozwigzano w ramach liniowej teorii sprezystosci, zgodnie z ktdra
w $ciance zbiornika i o$rodku maja miejsce relacje [7, 8]:

au(r t)

€, (r,t) (r t) £, (r t)—M (2.1)

0, (r1)-0, (1) =21l e, ()2, (r,1)] =2 F”(r 1) _u I)}, (22)

__£ (2.3)
#=3 (1+v) '
gdzie E i v oznaczaja odpowiednio modut Younga i liczbe Poissona. W dalszym ciagu
rozwazan parametry zbiornika oznaczono dodatkowym indeksem dolnym z.

Z prawa zachowania masy, zapisanego dla elementu $cianki zbiornika we
wspolrzednych Lagrange’a, r, t w symetrii kulistej otrzymuje sie:
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(r+uz)2 (1+aa&)=&r2, (2.4)
r pZ

gdzie symbole p,, i p, oznaczaja gestosci materiatu zbiornika: poczatkows i biezaca.

Dla umiarkowanych ci$nien nieprzekraczajacych kilku tysiecy MPa, w przypadku
metali mozna przyjac, ze p, = p,, = const, blad tego przyblizenia nie przekracza 0,2%
[3]. Po uwzglednieniu tego zalozenia, dla matych odksztaltcen: [e, €= (u/r) (Qu/or)
=0, s(pz = (u/r)? = 0], réwnanie (2.4) mozna zredukowaé do postaci:

9, ot o, (2.5)
or r

Z dynamicznej rownowagi elementu $cianki zbiornika dla matych odksztalcen
otrzymuje sie:

2
80,,2_'_20,2—0(,,2 ou
or r

=Py 5 (2.6)

Dalej rownanie ruchu o$rodka liniowo-sprezystego otaczajacego zbiornik ma
posta¢ [7]:
du 20u 2u_ 1

—t— — 2.7
o’ ror 1 o’ @7

gdzie 2= 1-v 2. &
C (l+v)(d-2v) O

(2.8)

£
p b
p — gestos¢ osrodka.

Pola naprezen w osrodku sprezystym okreslone sg przez nastepujace wyraze-
nia:

o, =(2,u+i)a—u+211, (2.9)
or r
3 _/lau 5 P u
0,=0y= —ar+ (u+ );, (2.10)

gdzie - VE _E
Taend-20) YT 204wy
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Warunki brzegowe:
— na wewnetrznej powierzchni $cianki zbiornika, tj. dlar =1,

0. (1.t)==p(0); 2.11)
— na kontakcie powierzchni zbiornika z osrodkiem, tj. dla r = r,
u, (rl,t):u(rl,t), (2.12)
0. (.1)=0, (1) (2.13)
— na froncie fali sprezystej, tj. dlar = r, + ¢t
u(r1 +cet,t)E 0, (2.14)

gdzie p(t) jest cisnieniem produktéw detonacji mieszaniny wybuchowe;j.
Schemat badanego ukladu pokazany jest na rysunku 1.

P>, E,v

Ptz Env,=05

N

/'(\.'

Rys. 1. Schemat badanego uktadu

W ten sposéb sformutowany matematyczny model problemu, uzupetniony
w dalszym ciggu rozwazan odpowiednimi warunkami poczatkowymi, rozwigzano
analitycznie w nastepnym paragrafie.
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3. Analityczne rozwigzanie problemu

Calka ogolna réwnania (2.5) ma postac:

C(t)

u, (r1)=

(3.1)

gdzie C(t) jest ciagla, dwa razy rézniczkowalng funkcja czasu, z tym ze C(0) = 0,
bo u,(r,0)=0
Nastepnie z relacji (2.2) i (3.1) wynika, ze

C(t)

o, (rt)- g,. (r,1)=—6u, (3.2)

Po podstawieniu wyrazen (3.1) i (3.2) do réwnania (2.6) i scatkowaniu wzgledem
r oraz wykorzystaniu warunku (2.11) otrzymuje sie:

0

. ()= 4uz(r Sewrs (———jc(r) s, 63

gdzie C(t)=d*C/dr’.

Dalej, z wyrazen (3.2) i (3.3) mamy:
2 1 I 1)
o, (rt)=2u |5+ |C@t)+p.| ———|C()-p@®). (3.4)
ryoor Ty T

Majac na uwadze rozprzestrzenianie si¢ zaburzen w osrodku sprezystym od
zewnetrznej powierzchni zbiornika w kierunku dodatniego zwrotu wspoétrzednej r,
ogolne rozwigzanie rownania (2.7) mozna zapisa¢ w postaci:

(3.5)

u(r,t)= (p'[l’— (}’i +Cet)] _ ‘P[”_ (7’1 +Cet)] ’

2
r r

gdzie ¢’ jest pochodng funkcji ¢ wzgledem jej argumentu.

Zgodnie z relacjami (2.9) i (2.10) oraz réwnaniem (3.5), pola naprezen w osrodku
wyrazone za pomoca funkgji ¢ i jej pochodnych wzgledem argumentu [r - (r, + ¢,t)]
maja postac:

o, (rt)= (zy+1)%-4uf—2+4ﬂz‘43, (3.6)
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P" Q' 4
0’({,(”,l‘)=17+2ﬂr—2—2ﬂr—3, (37)
g, (r,t)—or (r,t)=—2,u(p—+6,u%—6,u%. (3.8)
r r r

Po podstawieniu rozwigzan (3.1) i (3.5) do warunku (2.12) i kolejnych réznicz-
kowaniach otrzymuje si¢:

C(r)= rlgo'(—cet)— <p(—cet)
C(t)z Y (p"(—c t)+ c (p'(—c t) (3.9)

C.‘(t):r1 2 '"( ct) c "( ct)

Z kolei z warunku (2.13), po wykorzystaniu relacji (3.3) i (3.6) oraz przeksztal-
ceniach, dostajemy réwnanie rozniczkowe na funkcje ¢(-c,t), a mianowicie:

i)

P"(c)- n[”—lj P (i)t

p E. (1+v)(1-2v)
'y p. E (1- v)(1+v)[ j U, ]

)]
E [
g

L P E (+v)(1- 21/)[ j ]

p. E (1-v)(1+v.)

rO
_A+nd-2v) n,p p@®
I-v n-rnp. E

p(-c.t)=

W celu jednoznacznego rozwigzania réwnania (3.10) nalezy okresli¢ wartosci
poczatkowe funkeji ¢ i jej pochodnych, tj. ¢(0), ¢'(0) i ¢"'(0). Po podstawieniu
wyrazenia (3.5) do warunku (2.14) otrzymuje si¢:
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GO ()

ntet (n+ cel‘)2

0. (3.11)

Tozsamos¢ (3.11) jest spetniona dla dowolnej chwili £ wtedy i tylko wtedy, gdy
p(0)=0 i ¢'(0)=0. (3.12)
Dalej z wyrazen (3.1) i (3.9), wynika, ze
C0)=rv., (,0)=1[-nc.p"(0)+c,p'(0) |=0,
gdzie .
0, (5,0)= ou ( D €0

2
h

=0.

o

Z powyzszych relacji, po uwzglednieniu (3.12), dostaje sie:
¢"(0)=0. (3.13)

Okazuje sig, ze jednorodne wartosci poczatkowe funkcji ¢ i jej pochodnych
spelniajg rowniez warunki kinematycznej i dynamicznej ciaglosci na froncie fali
sprezystej r = r; + c,t.

W ten sposob badany problem zredukowano do zwyczajnego liniowego réw-
nania rozniczkowego trzeciego rzedu (3.10), ktére musi spetni¢ funkcja ¢(-c,t)
z jednorodnymi warunkami poczatkowymi (3.12) i (3.13).

W celu uproszczenia dalszych zapiséw kolejnych wyrazen wprowadzono na-
stepujace wielkosci bezwymiarowe:

r c,t 4 X C. E
&:—, WZLJ ﬁ__lv 770 L=— 777 g_ﬁ k:—’]z—’
i N Ty h Be, P- H E,
o o,_—0
P:&5 Srz:O"Z; Sz: (pZ>Sz:u’ Uz:u_z’ S":ar’
E E (2 E E ]"0 E N (314)
o o _Ur ' !
S, == === p(x)= 1y, ¢'(x)=ry'(n,),
(pn( ) "(770)9 (pm(xo) 1/)'"(770

gdzie \/E
Xy =—cCt, ¢, =,|—.
p



164 E. Wiodarczyk, B. Fikus

Po uwzglednieniu bezwymiarowych wielkosci (3.14), rbwnanie problemu (3.10)
mozna zapisa¢ w zwartej postaci, a mianowicie:

ay" (n,)+by"(n, )+ cy'(n, )+ dy(n,)=ep (—?) /E (3.15)

e

z jednorodnymi warunkami poczatkowymi:

¥(0)=v'(0)=y"(0), (3.16)
gdzie

a=p-1, b=—(f-1+g2), c=—d—2g (1+V)(1_2V)(ﬂ3—1+k),

Y, 1-v)1+v,)

e (1+ 1/1)_(1v— 2v)g.

(3.17)

Zauwazmy, ze dla f =1 (tj. gdy grubos¢ $cianki zbiornika zredukowana jest do
zera i pozostaje tylko kulista kawerna r = ;) czynnik a = 0 i wéwczas réwnanie pro-
blemu (3.15), po uwzglednieniu (3.14) i (3.17), mozna przeksztalci¢ do postaci:

2h 1+v)(1-2v
<pvl(x0)_ Zh(p'(x0)+—(p(x0):—wrop(_ﬁj/E’
Ty 1-v c

e

gdzie o 1
— V—ZO, X, =—c,t,
1-v 7

h=

ktora pokrywa sie z réownaniem (3.4) zamieszczonym w pracy [2] — str. 467. Oznacza
to, Ze rozwazany w Shock Waves (2009) problem ekspansji kulistej fali naprezenia
w osrodku sprezystym, wygenerowanej wybuchem, jest szczegélnym przypadkiem
badanego tutaj zagadnienia.

Calke ogdlng réwnania jednorodnego

ay™ (o )+ by" (1 )+ ey (1, )+ d (1, )= 0 (3.18)
przewidujemy w postaci:

Y, (770)= exp(zn,)- (3.19)
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Po podstawieniu (3.19) do (3.18) otrzymuje si¢ rownanie charakterystyczne
az’ +bz* +cz+d =0, (3.20)
ktérego wyrdznik jest ujemny, tj.
A=-4c’a+c’b’ +18chad —27d*a’ — 4db’ < 0.

Zatem pierwiastki réwnania (3.20) przyjmujg wartosci:

1 i/9(:ba ~27da’ - 20" +3ay3A |

zZ, =

3 24’
3 3ca —b* _i (3.21)
\ i/ 9cha—27da* —2b° +3a~J—3A | 34
24°

z, =X, +ix,, zy=X —Ix,,
gdzie

_ 2 _ 2
xlzl(—A+3ac bj b xzﬁ(/l+3ac b) b

A4 ) a0 2 6 Ad® | 3a’

e i/ 9cha —27da” - 2 +3a\/=3A
- 24’ '

Jak wida¢, pierwiastek z, jest liczba rzeczywista, natomiast z, i z; sg liczbami ze-
spolonymi sprz¢zonymi, ktore generuja w rozwigzaniu funkcje trygonometryczne.

Majac na uwadze wymienione wartosci pierwiastkow, catke ogélng réwnania
(3.18) mozna zapisa¢ w postaci:

Y, (170 ): C, exp (21170 )+ exp (W?o )I:C2 sin (xzn(, )+ C, cos (x2170 )] (3.22)

Z dywergentnego transportu energii do osrodka otaczajacego zbiornik przez
fale uderzeniowa w poczatkowym etapie wybuchu [1] oraz matego przemieszcze-
nia wewnetrznej powierzchni zbiornika wynika wniosek, ze ci$nienie produk-
tow detonacji mozna aproksymowac stalg wartoscig przylozona w sposdb nagly
P = po = const. Zalozenie takie skutkuje oszacowaniem dynamicznych parametréw
zbiornika od gory.
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Przy takim uproszczeniu catka szczegdlna réwnania niejednorodnego (3.15)
ma postac:

Y, =—P, (3.23)

a catka ogdlna jest suma

1/)(770)2 Y, (770)+ Y, =
(3.24)

= Cyexp (2,77, )+ exp (x,77, )| Cysin (x,77, )+ Cicos (x,7, ) |+ sp_

Z funkcji y(1,) i jej pochodnych oraz warunkéow poczatkowych (3.16) dla
1o = 0 otrzymuje si¢ uktad trzech réwnan:

C+C = —%, z,C +x,C, +x,C, =0,

2 C +2x,x,C, + (x) = x3 )C; =0,
z ktérego po rozwigzaniu mamy:

B —%[xz (xl2 —xzz) —2x]2x2]

1 2 2 2 2.7
X, (x1 - xz) =2X %, +2x,%,2, — z, X,

a6 ) -]
C = — > — (3.25)
X, (x1 - X5 ) =2x, %, +2x,%,2, — 2, X,

—% [Zlelxz -z/x, J

C3: 2.2 ) 2 +2 o2
LW —X Xy Xy T 2X1 X2 — 21 X,

W ten sposob okreslono explicite funkeje y(#,), ktéra wraz z jej pochodnymi jed-
noznacznie determinuje wszystkie dynamiczne parametry zbiornika i osrodka.
4. Parametry charakteryzujace dynamike zbiornika po wybuchu

Z podanych w czgsciach 2 i 3 wyrazen oraz postaci funkcji y(#,) otrzymuje si¢
po przeksztalceniach nastepujace relacje okreslajace bezwymiarowe pola: wzglednego
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przemieszczenia, odksztalcen i wzglednych naprezen w $ciance zbiornika, w funkcji
E=r/r1yin=cyt/ ry, a mianowicie:

U, (En)="2=

)

+§—2{C1 (z, - l)exp(—ze—;n + Alsin[

0

Z:ﬁnJ+B cos( o B J}+—’§—2— (4.1)

A =—exp| - ze}[;l n J ((1 N )Cz +Cx, ),

0

B, =—exp| -

0 IT]J(CZxZ +C; (x,-1)),

e (E)= —gvz En). £, (Eg)= —éuz ) .

S, (En)=

Orz — Orz P:
E

0

#0613 G P e o)
+/3(1—é)exp[ Coﬁ J{Asm[ o j+B cos( o H+

A
+v,)j &)d’

gdzie

2B 1
AZ_(]-FVZ)]I:(] x,)C, +x2C](1+§+g +

l—v (xf—3xlxzz—xf+x2 )C2+
(1 + V)(l - ZV)g (x; - 3x12x2 +2x,x, )C3

Bz_(lfé )j[xZC L+ (x - 1)C](1+€+é__1 +

l—vp {(3)61)62 X, - 2x1x2)C ]

(1+V)(1 2v)g +()c1 —3xx —x{ +x; )C
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Sz = S(pz _Srz =
= (1 +3fz3)§3 {{Cl (Z1 —l)exp(— p” j+A sm( of j+B COS( oy H—%P
4, =—exp( j((l x)C, +Cx2) (4.4)

j(c x, +Cy (v, = 1))

S, =S+, (4.5)

0

B, = —exp(

0

gdzie S, oznacza naprezenie zredukowane (zastepcze),

c 1-v r cot X, c
Ce f -, np=-, =L=——<p 4.6
S (1 + V)(l 2V) ro T o o h Be, ! (0

5. Wstepna analiza dynamicznych parametréw zbiornika

Przyktadowe obliczenia przeprowadzono dla nastepujacych danych:

E =210 GPa; p, = 500 MPa; r, = 0,25 m;
p=7850kg/m’ g=1;j=1;=2;v,=0,5.

Przykladowa zmiane wzglednego przemieszczenia, u/r,, wewnetrznej po-
wierzchni zbiornika, & = 1, w funkeji wzglednego czasu = ¢,t/r,, dla kilku war-
tosci liczby Poissona, v, przedstawiono na rysunku 2. Jak sie okazuje, parametr v,
odpowiedzialny za $cisliwo$¢ osrodka, ma istotny wplyw na przebieg zmian funkcji
uy(1, n)/ry. Mozna wyrézni¢ dwa przedzialy wartosci liczbowych parametru v,
w ktdrych drganie wewnetrznej powierzchni zbiornika jest ttumione w odmienny
sposob. I tak dla v < 0,45 wystepuje intensywne zanikanie drgan $cianki zbiornika
na skutek dywergentnego rozpraszania energii w o$rodku otaczajagcym zbiornik.
Po kilku cyklach drgan zbiornik zmierza do potozenia statycznego. Natomiast
w przedziale 0,45 < v < 0,5, czyli w oérodkach quasi-$cisliwych, ttumienie drgan
maleje wraz ze wzrostem parametru v i dla v = 0,5 zanika catkowicie.

Analogiczne wykresy charakteryzujace wzgledne naprezenie zredukowane
przedstawiono na rysunku 3. Zmiany tego parametru w funkcji # s3 podobne do
zmian wielkosci uy/r, (rys. 2).
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Rys. 2. Zmiana wzglednego przemieszczenia wewnetrznej powierzchni zbiornika, uy/r,, w funkcji
1 = cot/r, dla kilku wartosci parametru vif =2
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Rys. 3. Zmiana wzglednego naprezenia zredukowanego, S, = (g, - 0, )/E w funkeji 7 = ¢,t/1, dla kilku
wartosci parametru vif =2

6. Podsumowanie wynikow pracy

Okreslono analitycznie dynamiczng odpowiedz grubo$ciennego metalowego
zbiornika umieszczonego w izotropowym liniowo-sprezystym osrodku i obcigzonego
wewnetrznym ci$nieniem produktow detonacji, ktére aproksymowano statym, nagle
przylozonym obcigzeniem. Wyprowadzono zamknigte analityczne wzory okreslajace
dynamiczne stany naprezenia i odksztalcenia oraz ruchu $cianki zbiornika, a takze
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otaczajgcego o$rodka. W granicznym przypadku, redukujac grubos¢ scianki zbior-
nika do zera (B = 1), uzyskuje sie z prezentowanego zagadnienia, jako przypadek
szczegblny, rozwigzanie problemu ekspansji kulistej fali naprezenia w $cisliwym
os$rodku sprezystym analizowane w literaturze [1, 2].

Wstepna analiza iloSciowa problemu pokazuje, ze dywergentne rozpraszanie
energii $cianki zbiornika w otaczajacym go $cisliwym osrodku sprezystym ma istotny
wplyw na ttumienie jej amplitudy drgan po wybuchu. Natomiast wraz ze zmniejszaniem
sie Scisliwosci osrodka sprezystego ttumienie drgan maleje i dla liczby Poissona v=0,5
(o$rodek niescisliwy) zanika catkowicie. Pelng analize jakosciowa i ilosciowa dynamiki
zbiornika obcigzonego wybuchowo w o$rodku sprezystym, oparta na niniejszym
analitycznym rozwigzaniu problemu, przedstawimy w drugiej czesci pracy.
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E. WLODARCZYK, B. FIKUS

Radial vibrations of a thick-walled spherical reservoir loaded with internal pressure
into a linear elastic medium. I. Theoretical considerations

Abstract. The problem of radial vibrations of a thick-walled spherical reservoir, loaded with internal
pressure of explosion products has been solved here in analytical, closed form. The reservoir is inserted
inside an isotropic linear elastic medium. The influence of divergent transport of the energy by expanding
stress wave from the reservoir to the surrounding medium is considered. The solution of the problem
of the expanding spherical stress wave in linear elastic medium has been obtained here, as a particular
case, by reducing the thickness of the reservoir wall to zero value ( = 1). The presented solution has
cognitive and applicable values. For example, it makes possible evaluation of damping of a vibration
amplitude of the reservoir wall by surrounding medium during damage explosion.

Keywords: dynamics of continuous media, vibrations of engineering systems, divergent damping



