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Streszczenie 

W artykule przedstawiono badania symulacyjne i laboratoryjne akcelerometru zamodelowanego klasyczną 

analizą matematyczną oraz wykorzystując rachunek różniczkowo-całkowy niecałkowitych rzędów. Dokonano ana-

lizy błędów modeli przetwornika. Wskazano na zalety stosowania rachunku ułamkowego do opisu dynamiki akcele-

rometrów. Badania symulacyjne wykonano w środowisku programistycznym MATLAB&Simulink. 

WSTĘP 

Rachunek różniczkowo-całkowy niecałkowitych rzędów (krócej: 
rachunek ułamkowy), znany szerzej na świecie pod angielską na-
zwą fractional calculus lub francuską analyse fractionnaire jest 
szczególnym przypadkiem nauki o pochodnych i całkach zawartej w 
klasycznej analizie matematycznej [1], [3], [14] oraz [16]. 

Badając od 2010 roku literaturę krajową i światową autorzy ar-
tykułu zauważyli brak przykładów zastosowania rachunku ułamko-
wego w miernictwie dynamicznym gdzie właściwości przetworników  
i układów pomiarowych są opisywane jedynie klasyczną analizą 
matematyczną, tzn. równaniami różniczkowymi całkowitych rzędów. 

W artykule zaprezentowano przykłady badań przetworników 
pomiarowych do pomiarów przyspieszeń (akcelerometry) w oparciu 
o rachunek ułamkowy. Akcelerometry – szeroko stosowane w dia-
gnostyce środków transportu szynowego – uznano tutaj za repre-
zentatywną grupę przetworników pomiarowych ponieważ w  kla-
sycznej notacji akcelerometry opisuje się równaniami różniczkowymi 
drugiego rzędu podobnie jak wiele innych grup przetworników po-
miarowych [2], [15] takich jak: czwórniki RLC, mechaniczne układy 
drgające, czujniki pomiarowe przemieszczeń. Ponadto przetworniki 
liniowe rzędów wyższych od drugiego w stanach przejściowych 
zachowują się podobnie jak przetworniki liniowe drugiego rzędu. 
Przetworniki te są szeroko stosowane nie tylko w pojazdach szyno-
wych, ale również w pojazdach mechanicznych, w elektroakustyce 
itd. 

Rezultaty badań nad zastosowaniem rachunku ułamkowego do 
modelowania akcelerometrów autorzy artykułu przedstawili w re-
cenzowanych artykułach naukowych: [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], 
[11], [12], [13] oraz w rozprawie doktorskiej [15]. 

1. RÓWNANIE DYNAMIKI PRZETWORNIKA  
POMIAROWEGO NIECAŁKOWITEGO RZĘDU 

Dla pochodnej rzędów niecałkowitych można podać definicję 
Riemanna-Liouville’a, Grünwalda-Letnikowa lub Caputo [3], [14]. 
Niech, zatem pochodna ułamkowa będzie postaci: 
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lub w równoważnej postaci macierzowej:                                      
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definiuje się jako różnicę wsteczną funkcji dyskretnej, a h  jest 

przyrostem funkcji )(tf  określonym na przedziale ],[ 0 tt : 
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Wprowadzając rząd niecałkowity w równaniu przetwornika pomia-
rowego [2] drugiego rzędu (akcelerometru) przyjmuje ono postać:  
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gdzie:  

m

k s0 - częstotliwość kołowa drgań własnych; 

mk

B

s

t

2
 - stopień tłumienia; m  –  masa sejsmiczna;  

sk  –  stała sprężyny; tB  –   współczynnik tłumienia;  

x  –  ruch obiektu względem nieruchomego układu współrzędnych; 

y  –  ruch drgającej masy względem nieruchomego układu współ-

rzędnych; 

w  –  ruch drgającej masy względem drgającego obiektu. 

Uogólniając równanie (5) i uwzględniając, że pochodne całko-
witych rzędów w rachunku pochodno-całkowym są szczególnym 
przypadkiem pochodnych niecałkowitych można zapisać: 
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gdzie: u , v  – pochodne niecałkowitego rzędu. 

 
Metoda porównania modeli przetworników pomiarowych opisa-

nych rachunkiem różniczkowym całkowitych i niecałkowitych rzę-
dów, która została opisana szeroko w publikacjach autorów referatu: 
[4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [13] oraz [15] opierała się na po-
równaniu różnych modeli dynamiki akcelerometru opartych o rów-
nania różniczkowe całkowitych  i niecałkowitych rzędów (5) z cha-
rakterystykami przetwarzania rzeczywistego akcelerometru w celu 
jednoznacznej odpowiedzi na pytania, który sposób modelowania 
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jest dokładniejszy oraz czy istnieją kryteria, dla których jeden  
z typów modeli lepiej oddaje dynamikę rzeczywistego akcelerome-
tru. Wyniki badań zawierają algorytmy wyznaczania modeli opisują-
cych dynamikę akcelerometru opartych o równania różniczkowe 
całkowitego i niecałkowitego rzędu dla definicji Grünwalada-
Letnikowa (1), porównanie charakterystyk amplitudowo-fazowych 
oraz odpowiedzi na typowe wymuszenia modeli o całkowitych i 
niecałkowitych rzędach wszystkich typów modeli (symulacje). Po-
prawność metody, której wyniki przedstawiono w kolejnych rozdzia-
łach referatu sprawdzono wyznaczając logarytmiczne charaktery-
styki częstotliwościowe dla akcelerometru, dla przyjętych niecałko-
witych rzędów w równaniu (rysunek 1) uzyskując pożądane prze-
biegi charakterystyk (pokrywanie się charakterystyk w odpowiednich 
zakresach).  

 
Rys. 1. Logarytmiczne charakterystyki częstotliwościowe Bodego 
modelu przetwornika dla v1=1,8 i kolejnych rzędów v2 od 1,4 do 2,8 
[15] 

2. MODEL UKŁADU LABORATORYJNEGO 
PRZETWORNIKA DO POMIARÓW PRZYSPIESZEŃ 

Dla układu pomiarowego z akcelerometrem przeprowadzono 
badania symulacyjne i laboratoryjne. Taki układ pomiarowy zbudo-
wano w Laboratorium Przetworników Pomiarowych, w Zakładzie 
Automatyki i Inżynierii Pomiarowej na Wydziale Transportu i Elektro-
techniki Uniwersytetu Technologiczno-Humanistycznego im. Kazi-
mierza Pułaskiego w Radomiu. Widok ogólny układu pomiarowego 
przedstawiono na rysunku 2. 

W celu wyznaczenia transmitancji operatorowej przetwornika 
pomiarowego zamodelowano układ składający się z dwóch akcele-
rometrów (6), (7), kondycjonera (1) oraz karty pomiarowej μDAQ 
USB-26A16 (3). Schemat blokowy układu przedstawiono na rysun-
ku 2b). Zbadano akcelerometr (7) typu DeltaTron firmy Bruel&Kjaer 
typ 4507 o czułości 10,18mV/ms-2 i zakresie mierzonych częstotli-
wości od 0,4Hz do 6kHz. Zakres pracy kondycjonera wynosił od 
1Hz do 20kHz. Przetwornik umieszczono na wzbudniku elektrody-
namicznym (5). W jednej osi z badanym przetwornikiem umiesz-
czono wzorcowy akcelerometr (6) firmy VEB Metra typ KB12 o 
czułości 317mV/ms-2. 

Transmitancję operatorową (7) opisującą dynamikę układu po-
miarowego wyznaczono za pomocą metody identyfikacji z ze-
wnętrznym wymuszeniem ARX (ang. AutoRegressive with EXternal 
input). Identyfikowanym sygnałem jest sygnał napięciowy z końca 
badanego toru pomiarowego, sygnałem porównawczym – sygnał  
z akcelerometru wzorcowego będący odpowiedzią na wymuszenie 
sinusoidalne z generatora (2) o częstotliwości 100Hz.  

 

a) 

 
b) 
 

 
Rys. 2. Laboratoryjny układ pomiarowy do badania przetworników 
drgań mechanicznych: a) widok ogólny: 1 – kondycjoner,  
2 – generator, 3 – wzmacniacz, 4 – karta pomiarowa μDAQ USB-
26A16, 5 – wzbudnik, 6, 7 – przetworniki pomiarowe: wzorcowy  
i badany, 8 – oscyloskop, 9 – komputer; b) schemat blokowy labora-
toryjnego układu pomiarowego do badania akcelerometrów:  
A1 – akcelerometr wzorcowy,  
A2 – akcelerometr badany [5], [6] 

 
W wyniku działania metody identyfikacji ARX otrzymano trans-

mitancję operatorową )(sG  opisującą dynamikę układu (model 
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Na podstawie transmitancji operatorowej (14) wyznaczona zo-

stała transmitancja dyskretna modelu (Discrete transfer function of 
model): 
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Model dyskretny klasyczny (8) otrzymano dyskretyzując model 
klasyczny (14) metodą „Zero-Order-Hold” z czasem próbkowania: 

410pT s, dla którego spełnione jest twierdzenie Nyquista dobo-

ru częstotliwości próbkowania. 
Modele dyskretne quasi-ułamkowe (Discrete transfer function 

of fractional models), wyznaczono metodą zaimplementowaną w 

MATLAB&Simulink. Dla różnych przyrostów h  modele quasi-

ułamkowe przetwornika mają postać transmitancji dyskretnych: 
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Następnie dokonano porównania modelu rzeczywistego układu 
pomiarowego w postaci dyskretnej transmitancji oraz modeli zapi-
sanych równaniem różniczkowo-całkowym. Obydwa typy modeli 
wyznaczono na podstawie modelu klasycznego uzyskanego za 
pomocą metody identyfikacji ARX. 

Symulacje wykonano metodą całkowania ode3 dla sinusoidal-
nego sygnału wejściowego o częstotliwości 100Hz.  

Na rysunku 3 przedstawiono logarytmiczne charakterystyki 
częstotliwościowe amplitudy i fazy modeli układu pomiarowego. Na 

rysunku można zaobserwować, że dla przyjętych przyrostów h , 

który jest miernikiem dokładności różniczkowania charakterystyki 
wyraźnie nie pokrywają się. Oznacza to, że należy przyjmować inne 

przyrosty h , dużo mniejsze od częstotliwości próbkowania. 

 
Rys. 3. Charakterystyki częstotliwościowe Bodego modeli przetwor-
nika pomiarowego o transmitancji (8) – (9e) [15] 

3. IDENTYFIKACJA DYNAMIKI PRZETWORNIKA 
POMIAROWEGO 

W celu identyfikacji dynamiki przetwornika pomiarowego zbu-
dowano układ pomiarowy przedstawiony na rysunku 2. Zbadano 
akcelerometr (7) DeltaTron firmy Bruel&Kjaer typ 4507  
o czułości 10,18mV/ms-2 i zakresie mierzonych częstotliwości od 
0,3Hz do 6kHz. Zakres pracy kondycjonera (1) wynosił od 1Hz do 
20kHz. Przetwornik umieszczono na wzbudniku elektrodynamicz-
nym (5). W jednej osi z badanym przetwornikiem umieszczono 
wzorcowy akcelerometr (6) firmy VEB Metra typ KB12 o czułości 
317mV/ms-2. Sygnałem wejściowym były drgania płyty wzbudnika 
(5) pobudzanego sygnałem sinusoidalnym z generatora (2). Sygna-
łem wzorcowym był sygnał z przetwornika KB12 (6) a sygnałem 
badanym sygnał z przetwornika 4507 (7). 

Głównym celem przeprowadzonego wyżej badania była identy-
fikacja modelu matematycznego przetwornika pomiarowego (6) na 
podstawie sygnałów otrzymanych z obu przetworników: wzorcowe-
go (7) i badanego (6). Zastosowano tutaj metodę identyfikacji ARX 

(rysunek 4) porównując sygnał badany z sygnałem wzorcowym i na 
tej podstawie wyznaczając transmitancję dyskretną badanego prze-
twornika. 

Metoda ARX podobnie jak inne modele estymatorów dostępne 
w MATLAB&Simulink przeznaczone są do identyfikacji poprzez 
analizę sygnałów w układach. Biblioteka System Identification Tool-
box umożliwia utworzenie i weryfikację modelu matematycznego 
układu (np. transmitancja lub równania stanu) na podstawie znajo-
mości sygnałów wejściowych i wyjściowych układu, z możliwością 
zadania rzędu budowanego modelu. System Identification Toolbox 
jest wyposażony w interfejs graficzny GUI. Sygnały zostały pobrane 
za pomocą karty pomiarowej μDAQ USB-26A16 (4). Czas próbko-

wania w metodzie ARX przyjęto 410 s, dla którego było spełnione 

kryterium Nyquista doboru częstotliwości próbkowania, taki sam jak 
dla karty pomiarowej (4). Zbadano sygnały napięciowe, które na-
stępnie zostały przeliczone na przyspieszenie.  

 
Rys. 4. Model układu pomiarowego do identyfikacji ARX badanego 
przetwornika [9], [15] 

 
W wyniku metody identyfikacji ARX (rysunek 4) uzyskano 

transmitancję dyskretną badanego przetwornika pomiarowego 
(model przetwornika pomiarowego) w postaci:  

048034,06439,0

51435,079196,0
)(

2

2






zz

zz
zG  (10) 

Na rysunku 5 przedstawiono częstotliwościowe charakterystyki 
amplitudy i fazy przetwornika o transmitancji dyskretnej (110). 

 
Rys. 5. Charakterystyki amplitudowa i fazowa modelu (10) prze-
twornika pomiarowego 

 
W wyniku działania metody identyfikacji ARX sygnał z modelu 

przetwornika pomiarowego i przebieg z przetwornika wzorcowego 
mają taką samą amplitudę i nie ma przesunięcia fazowego między 
tymi sygnałami (rysunek 6). Na rysunku można zaobserwować, że 
błąd będący różnicą pomiędzy odpowiedzią otrzymanego modelu 

(10) a sygnałem wzorcowym (błąd predykcji) jest rzędu 410 . 
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Rys. 6. Przebieg metody identyfikacji ARX: a) Sygnały wchodzące 
na blok identyfikacji ARX: niebieski – wzorcowy, czerwony – identy-
fikowany; b) Działanie bloku identyfikacji ARX: na górze – identyfi-
kowany przebieg (czerwony) i przebieg z modelu (niebieski); na 
dole – przebieg błęduw trakcie identyfikacji [9] 

4.  ANALIZA BŁĘDÓW POMIARÓW  

W wyniku przeprowadzonych badań laboratoryjnych wyzna-
czono błędy względne i bezwzględne pomiarów. Wyznaczone błędy 
pomiarów są błędami bezpośrednimi – otrzymane z rzeczywistych 
sygnałów pobranych za pomocą karty pomiarowej μDAQ USB-
26A16. Nie mają one charakteru losowego i są zdeterminowane 
transmitancją operatorową (lub transmitancją dyskretną) przetwor-
nika pomiarowego. Transmitancja dyskretna przetwornika pomiaro-
wego (10) zależy od przyjętej metody jej wyznaczenia: tj. od metody 
ARX, czułości oraz parametrów badanego przetwornika. 

Na rysunku 7 przedstawiono procentowy przebieg błędu 
względnego przetwornika wzorcowego oraz wyznaczonego modelu 
przetwornika. Z rysunku można odczytać, że okres całego pomiaru 
ma wartość 0,05s. Dla okresu próbkowania 10-4s otrzymano 500 
próbek pomiaru. Zaobserwowane na rysunku duże wartości pików 
błędów wynikają z wyznaczania błędu dla przebiegów zmiennych w 
czasie, które zmieniają swe wartości od plusowych do minusowych.  

 

 
Rys. 7. Charakterystyki przebiegów błędu względnego przetwornika 
wzorcowego i modelu przetwornika [9] 

 
Przyjęto, że miarą dokładności odtwarzania dynamicznego 

przebiegu przez badany przetwornik oraz model tego przetwornika 
będzie mediana błędu względnego. Mediana zwana też wartością 
środkową to wartość cechy w szeregu uporządkowanym, powyżej  
i poniżej której znajduje się jednakowa liczba obserwacji. W bada-
nym przypadku (przebieg sinusoidalny o częstotliwości 300Hz) 
mediana dla przebiegów błędów wynosi: dla błędu względnego 
przetwornika: 29,1945%; dla błędu względnego modelu: 29,5564% 
(Tabela 2). 

Tab. 1. Fragment wyników pomiarów 
 w arkuszu kalkulacyjnym Microsoft Excel. 

 
 
Tabela 1 przedstawia fragment pomiarów dla sygnału drgań si-

nusoidalnych o częstotliwości 300Hz, dla którego przeprowadzono 
identyfikację przetwornika pomiarowego, o czasie próbkowania 
0,0001s dla 500 kolejnych próbek. Wykonanie badań dla większej 
ilości próbek nie zmienia znacząco (4 miejsce po przecinku) wyni-
ków median błędów.  

Wartości błędu względnego przetwornika i modelu dla różnych 
częstotliwości pokazano w Tabeli 2. 

 
Tab. 2. Wartości błędu względnego przetwornika  

i modelu przetwornika 

Częstotliwość 
[Hz] 

Błąd względny  
przetwornika 

[%] 

Błąd względny  
modelu przetwornika 

[%] 

100 45,2213 30,8089 

200 22,9227 30,2997 

300 29,1945 29,5564 

400 70,6078 28,3097 

500 90,5626 26,0184 

 
Błąd względny dla modelu przetwornika w przybliżeniu przyj-

muje te same wartości. Im większa różnica częstotliwości badanego 
przebiegu od przebiegu, przy którym wykonano identyfikację, tym 
różnica między błędem względnym przetwornika, a błędem względ-
nym modelu jest większa. 

5. PORÓWNANIE MODELU AKCELEROMETRU 
CAŁKOWITEGO I NIECAŁKOWITEGO RZĘDU 

W celu sprawdzenie czy model oparty o zapis równania opisu-
jącego dynamikę obiektu w postaci niecałkowitych rzędów lepiej 
odtwarza sygnał wzorcowy od modelu „klasycznego”, na podstawie 
modelu o transmitancji (10) przetwornika otrzymanego metodą 
ARX, wyznaczono grupę modeli  z równaniami o niecałkowitych 

rzędach. Badania rozpoczęto od jednego niecałkowitego rzędu 1  

odpowiadającego za tłumienie (równanie (5)). Rząd pochodnej 1  

zmienia się w zakresie wartości od 0,94 do 1,08 z krokiem 0,02. 
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Rys. 8. Charakterystyki amplitudowe i fazowe dla zapisu typu nie-

całkowitego 11   (kolor czerwony) i klasycznego zapisu (kolor 

niebieski) 
 
Z przedstawionych charakterystyk  (rysunek 8) wynika, że dla 

modelu ułamkowego przetwornika rozszerza się liniowy zakres 
przetwarzania tzn.: przesunięcie fazowe w zakresie od około 1Hz w 
górę jest równe 0 przy stałym wzmocnieniu amplitudy równej w 
przybliżeniu -2dB. W modelu klasycznym przetwornika stałe prze-
sunięcie fazowe występuje do wartości około 10Hz oraz stałe 
wzmocnienie amplitudy równe w przybliżeniu dla częstotliwości od 
3,2Hz do częstotliwości 60Hz. W przypadku modelu ułamkowego 
przetwornika nastąpiło rozszerzenie zakresu częstotliwości pomia-
rowych, przy którym występuje stałość amplitudy i fazy. Wartości 
mediany błędu względnego modelu przetwornika całkowitego i 
niecałkowitego rzędu przedstawiono w Tabeli 3. 

 
Tab. 3. Wartości mediany błędu względnego  

modelu przetwornika całkowitego i niecałkowitego rzędu 

Częstotliwość 
[Hz] 

Mediana błędu 
względnego 

modelu  
całkowitego 

rzędu 
[%] 

Mediana błędu 
względnego 

modelu  
niecałkowitego 

rzędu 
[%] 

Różnica 
[%] 

100 30,8089 20,8040 10,0049 

200 30,2997 20,8041 9,4956 

300 29,5564 20,8042 8,7522 

400 28,3097 20,8039 7,5058 

500 26,0184 20,8040 5,2144 

 
W Tabeli 3 przedstawiono wartości mediany błędu względnego 

dla modelu o całkowitych i niecałkowitych rzędach. Mediana błędu 
względnego modelu przetwornika niecałkowitego rzędu jest w przy-
bliżeniu stała dla wszystkich badanych częstotliwości i wynosi 
20,8%. W przypadku modelu przetwornika całkowitego rzędu naj-
większa wartość mediany błędu względnego otrzymano dla naj-
mniejszej częstotliwości 100Hz a najmniejszą wartość mediany 
błędu względnego dla największej częstotliwości 500Hz. Analogicz-
nie przeprowadzono badania dla przetwornika z niecałkowitym 

rzędem 2 . 

WNIOSKI 

W zakresie modelowania elementów i układów dynamicznych 
ogromne znaczenie ma poszukiwanie nowych modeli, które charak-
teryzowałyby się wyższym stopniem uniwersalności i obejmujących 
szeroką klasę przypadków, a w szczególności modeli wyprzedzają-

cych aktualny poziom wiedzy konstrukcyjnej i materiałowej. W tym 
nurcie lokuje się temat referatu, poświęcony analizie właściwości 
dynamicznych akcelerometrów w oparciu o rachunek różniczkowy 
niecałkowitych rzędów.  

Autorzy artykułu  opracowali model matematyczny przetworni-
ka pomiarowego charakteryzujący się bardziej ogólnym i bardziej 
uniwersalnym charakterem, pozwalającym objąć w przyszłości 
nowe rozwiązania konstrukcyjne lub materiałowe, które nie były 
dotychczas stosowane.  Filarem przedstawionych badań jest opra-
cowana w ramach rozprawy doktorskiej [15] uogólniona metoda 
opisu właściwości dynamicznych przetworników drgań mechanicz-
nych – akcelerometrów, bazująca na rachunku różniczkowo-
całkowym niecałkowitych rzędów, pozwalająca na opisanie właści-
wości dynamicznych szerokiej klasy przetworników pomiarowych, tj. 
całkowitych i niecałkowitych rzędów. 

Wyniki proponowanych w artykule badań mają odpowiedzieć 
na pytania związane z zasadnością modelowania dynamiki akcele-
rometrów za pomocą równań różniczkowych o niecałkowitych rzę-
dach, a w szczególności odpowiedzieć na pytanie „Czy odejście od 
klasycznego modelowania dynamiki za pomocą równań różniczko-
wych całkowitych rzędów na rzecz rzędów niecałkowitych jest uza-
sadnione z punktu widzenia dokładności modelowania dynamiki?”. 

Otrzymane wyniki, choć skupiające się nad badaniem modelo-
wania dynamiki akcelerometrów, będą miały znaczenie dla modelo-
wania dynamiki bardzo szerokiej grupy czujników i przetworników 
pomiarowych ze względu na typowy zapis dynamiki w postaci rów-
nań różniczkowych. Ponieważ ten sposób modelowania jest po-
wszechnie przyjętym nie tylko do modelowania obiektów, ale i zja-
wisk, zakłada się, że wyniki badań będą mieć znaczenie w rozwa-
żaniach nad ogólnym i powszechnym zastosowaniem równań róż-
niczkowo-całkowych niecałkowitych rzędów do modelowania zja-
wisk fizycznych. 
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APPLICATION OF FRACTIONAL 
CALCULUS TO ANALYSIS OF  

SELECTED DYNAMIC PROPERTIES 
OF ACCELEROMETER 

Abstract 

The paper presents simulation and laboratory stud-

ies of measuring transducers (accelerometers) which 

were modelled in the classical differential equations as 

well as fractional calculus. Measurement errors are 

examined and a comparison to classical and fractional 

models in terms of dynamic properties is made. The 

advantages of fractional calculus in modelling dynamic 

elements are also indicated. Tests are executed in the 

MATLAB&Simulink programme. 
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