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Modelowanie matematyczne procesu wspomagającego projektowanie 
narzędzi do obróbki elektrochemicznej

Wprowadzenie
W procesie obróbki elektrochemicznej (ECM) bardzo ważnym jest 

takie zaprojektowanie elektrody roboczej (ER), aby po obróbce ECM 
przedmiot obrabiany (PO) spełniał warunki dotyczące tolerancji jego 
wykonania. W praktyce przemysłowej bardzo często, aby wykonać 
elektrodę roboczą stosuje się metodę kolejnych korekcji. Istota tego 
typu korekcji polega na obróbce elektrochemicznej danej powierzch-
ni elektrodą roboczą (ER) o kształcie przybliżonym do oczekiwanego 
kształtu przedmiotu obrabianego (PO). Następnie przeprowadza się 
pomiar geometrii tego przedmiotu aby określić odchyłki od żądanego 
kształtu przedmiotu obrabianego (PO). Znajomość odchyłek pozwala 
na przeprowadzenie korekcji elektrody roboczej (ER). Korekcja taka 
najczęściej polega na usunięciu z powierzchni elektrody naddatku lub 
naniesieniu na powierzchnię elektrody metalu w zależności od znaku 
i rozkładu odchyłek. Po wykonaniu korekcji elektrody roboczej (ER) 
ponownie przeprowadza się drążenie elektrochemiczne. Opisany proces 
powtarza tak długo, aż przedmiot obrabiany (PO) będzie spełniał narzu-
cone warunki dotyczące zadanego pola tolerancji. Łatwo zauważyć, że 
opisana metoda korekcji elektrody roboczej w obróbce ECM jest pra-
cochłonna i kosztowna.

Symulacje komputerowe obróbki ECM, oparte na modelowaniu ma-
tematycznym procesu drążenia elektrochemicznego, pozwalają na pro-
jektowanie elektrody roboczej (ER) dzięki wykorzystaniu informacji 
o ewolucji kształtu przedmiotu obrabianego (PO). 

W literaturze metodyka wyznaczenia geometrii elektrody roboczej 
nosi nazwę zagadnienia odwrotnego w procesie ECM [Dąbrowski, 
1992; Domanowski i Kozak, 2001; Paczkowski i Sawicki, 2007; 2008]. 

Istota projektowania geometrii elektrody na drodze symulacji kom-
puterowej jest analogiczna do opisanej powyżej korekcji elektrody ro-
boczej uzyskanej w wyniku kolejnych prób doświadczalnych.

Zagadnienie odwrotne polega zatem na porównaniu wyników symu-
lacji komputerowej ewolucji kształtu przedmiotu obrabianego PO po 
kolejnej iteracji lub po zakończeniu procesu obróbki tj. gdy zostanie 
osiągnięty stan ustalony (SU) z określonym ostatecznym kształtem 
przedmiotu obrabianego.

Oznacza to, że po przeprowadzeniu symulacji komputerowej obróbki 
przedmiotu obrabianego (PO) porównuje się jej geometrię po oblicze-
niach z geometrią zadanego przedmiotu po obróbce, określając odchył-
ki kształtu. 

Symulacje komputerowe ECM, oparte na modelowaniu matematycz-
nym procesu drążenia elektrochemicznego wymagają rozwiązania zło-
żonych, zazwyczaj nieliniowych równań różniczkowych opisujących 
proces ECM.

W pracy przedstawiono metodę projektowania elektrody roboczej 
w obróbce elektrochemicznej dla powierzchni o tworzących krzywo-
liniowych oraz osiowosymetrycznej. Przedstawiona metoda polega na 
porównaniu wyników symulacji procesu obróbki elektrochemicznej 
w postaci kształtu elektrod i ich odpowiedniej korekcie. 

Równania opisujące proces obróbki ECM 
Modelowanie matematyczne procesu ECM polega na wyznaczeniu 

ewolucji kształtu powierzchni obrabianej w czasie, zmian grubości 
szczeliny międzyelektrodowej oraz rozkładów warunków fi zykoche-
micznych panujących w obszarze obróbki takich jak: rozkład ciśnienia 
statycznego, prędkości przepływu elektrolitu, temperatury i koncentra-
cji objętościowej fazy gazowej. 

Modelowanie matematyczne może mieć charakter modelowania jed-
nowymiarowego, dwuwymiarowego, bądź trójwymiarowego. Istnieje 
wiele prac, których autorzy zagadnienie przepływu elektrolitu opisują 
w ujęciu jednowymiarowym [Dąbrowski, 1992]. Jest to pewne uprosz-
czenie problemu, który w istocie zazwyczaj ma charakter trójwymiaro-
wy [Kozak, 1976; 1998].

W niniejszej pracy do analizy zjawisk występujących w szczelinie 
międzyelektrodowej zaproponowano model dwuwymiarowy zagadnie-
nia roztwarzania elektrochemicznego.

Rozpatruje się dwufazowy bezpoślizgowy pęcherzykowy przepływ 
elektrolitu w szczelinie międzyelektrodowej. Założenia szczegółowe 
oraz model matematyczny obróbki elektrochemicznej przedstawiono 
w pracach [Paczkowski, 2009; Paczkowski i Sawicki, 2004; 2008; Sa-
wicki, 2008; 2009; 2010]. Proces ECM opisuje następujący układ rów-
nań:

równanie ewolucji kształtu powierzchni obrabianej: –
  

t
F v F 0n2

2
d+ =  (1)

gdzie:
 vn = kVjA– prędkość roztwarzania anodowego,
 F0(A, 0) = 0 – równanie opisujące wyjściową powierzchnię przedmiotu 
   obrabianego (PO), (anody),
 F(A, t) = 0 – równanie opisujące powierzchnię przedmiotu obrabianego 
   (PO), (anody) w chwili t,
  jA – gęstość prądu w punkcie  na powierzchni obrabianej,
 A – zbiór współrzędnych punktów na przedmiocie obrabianym 
   (anodzie).

Warunek początkowy dany jest równaniem:
 F(X, Y, 0) = F0 (2)

Równania przepływu mieszaniny elektrolitu i wodoru:
 ( )V 0etd =  (3)

 ( ) j k hVH H H
1t hd = -  (4)

 [ ( )] ( )pV V Ve et nd d d d=- +  (5)

 ( )1e e H H
0 0t b t t bt= - =  (6)

Równanie energii:
 ( )] ( )c T T qVe p Vt md d d= +  (7)

gdzie:
 et  – gęstość elektrolitu
 V – wektor prędkości przepływu elektrolitu,
 pe – ciśnienie elektrolitu,
 en  – dynamiczny współczynnik lepkości elektrolitu,
 b   – koncentracja objętościowa fazy gazowej,
 Hh , oh  – wydajność prądowa wydzielania wodoru, 
 kH  – równoważnik elektrochemiczny wodoru,
 j – gęstość prądu.
 cp  – ciepło właściwe prze stałym ciśnieniu,
 T  – temperatura,
 qV – ciepło wydzielane wewnątrz szczeliny międzyelektrodowej 
   (ciepło Joule’a),
 m   – przenikalność cieplna ośrodka. 

Układ równań (1)÷(7) rozwiązano częściowo analitycznie i nume-
rycznie. Równania ruchu elektrolitu rozwiązano analitycznie formu-
łując rozkłady prędkości i ciśnienia w szczelinie międzyelektrodowej. 
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Równanie (7) rozwiązano numerycznie wykorzystując metodę różnic 
skończonych (MRS).

Równanie ewolucji kształtu przedmiotu obrabianego rozwiązano me-
todą kolejnych przybliżeń, dla wszystkich stosowanych schematów nu-
merycznych, stosując jednocześnie metodę kroków czasowych. Współ-
rzędną czasu t przedstawiono zbiorem punktów:
  tk= t0 + k Δt  (8)

gdzie: k = 0, 1, 2, .... K 
Proces projektowania elektrody roboczej przedstawiono na przykła-

dzie kształtowania powierzchni łopatki wirnikowej maszyny przepły-
wowej i powierzchni obrotowej o zarysie kulistym (Rys. 1).

Uproszczony algorytm rozwiązania modelu matematycznego przed-
stawiono na rys. 3.Rys. 1. Powierzchnie poddane obróbce ECM

Wyznaczenie kształtu profi lu powierzchni obrabianej w czasie, opisu-
je równanie (1). Początkowy kształt powierzchni PO oraz ER zdefi nio-
wany został w modelerze 3D w przypadku łopatki wirnikowej maszyny 
przepływowej jako powierzchnie swobodne typu NURBS, w przypad-
ku powierzchni obrotowej o zarysie kulistym w postaci charakterystyki 
tworzącej krzywoliniowej. 

Dyskretyzacji powierzchni swobodnych typu NURBS opisujących 
powierzchnie łopatki dokonano poprzez aproksymację powierzchni 
krzywymi. Otrzymano w ten sposób zbiór par krzywych ER , PO, które 
w dalszym kroku z zadaną dokładnością w globalnym układzie współ-
rzędnych opisano punktami

 x xi i
i

i

1
D=

=

/  (9)

gdzie: i = 0, 1, 2 ... I
W obu przypadkach obszar przepływu ośrodka pokryto siatką linii, 

wykorzystując wyznaczone minimalne odległości między punktami 
anody (PO) i katody (ER) (Rys. 2). 

W lokalnie ortogonalnym układzie współrzędnych x,y:
  y j yi D=  (10)

gdzie j = 0, 1, 2, .... J, y j
hD =

Po dokonaniu dyskretyzacji czasu i obszaru, ER i PO rozwiązanie 
problemu wymagało obliczenia dla danego kroku czasowego:

pola prędkości przepływu w lokalnie ortogonalnym układzie współ- –
rzędnych,
pola temperatury w lokalnie ortogonalnym układzie współrzędnych, –
pola gęstości prądu  – jA.
Rozkłady temperatury obliczono metodą MRS przyjmując kryterium 

dokładności określone nierównością:
 sub T T T( , ) ( , )i j k i j k j1 1 f- -  (11)

gdzie:  εT – założona dokładność obliczenia temperatury.
Do wyznaczenia pola prędkości, temperatury i gęstości prądu oraz 

grubości szczeliny międzyelektrodowej obliczono: 
konduktywność  – κ(x) elektrolitu dla aktualnych wartości temperatury,
koncentrację fazy gazowej  – β(x),
własności fi zyczne ośrodka: lepkość  – μ(x) i gęstość ρ(x),
Określono numerycznie nowe współrzędne punktów przedmiotu ob-

rabianego (PO) w globalnym układzie współrzędnych prostokątnych, 
po czym zgodnie z algorytmem nastąpiło przejście do kolejnego kroku 
czasowego.

Rys. 2. Obszary przepływu elektrolitu pokryte siatką: 
a) dla łopatki, b) dla powierzchni osiowosymetrycznej

Rys. 3. Algorytm rozwiązania modelu matematycznego

Projektowanie geometrii elektrody roboczej
Rozwiązanie przedstawionych powyżej równań umożliwia projek-

towanie kształtu elektrody roboczej przy zadanych kształtach począt-



Prosimy cytować jako: Inż. Ap. Chem. 2014, 53, 6, 400-402

str. 402 Nr 6/2014INŻYNIERIA  I  APARATURA  CHEMICZNA

kowych elektrody roboczej ERp i przedmiotu obrabianego POp oraz 
końcowego kształtu przedmiotu obrabianego PO. 

Porównanie wyników symulacji ewolucji kształtu przedmiotu ob-
rabianego z i-tej iteracji POpi z kształtem końcowym PO pozwala na 
określenie końcowego kształtu elektrody roboczej (narzędzia) ER 

Rozkład odchyłek kształtu (Rys. 4) można określić [Dąbrowski, 
1992; Kozak, 1976; 1998] następująco:
 Z Z FA

i
A
u

AD = -  (12)

Jeżeli:  sup ZA
i

E# dD  (13)

gdzie:   – dopuszczalna odchyłka kształtu anody po symulacji kompu-
terowej od kształtu zadanego anody.

Podsumowanie
Z przedstawionych rysunków (tworzących elektrody roboczej ER 

podanych w globalnym układzie współrzędnych Z, R) wynika, że naj-
większe zmiany kształtu zauważalne są w przypadku projektowania 
elektrody roboczej o zakrzywionej powierzchni. 

Dla elektrody w kształcie czaszy kulistej widoczny obszar korekcji 
powierzchni przypada na odcinek bliski wylotu cieczy ze szczeliny 
międzyelektrodowej (SM) (Rys. 6b). 

Rys. 4. Schemat korekcji elektrody roboczej

Jeżeli warunek (12) nie jest spełniony, przeprowadza się korek-
cję kształtu wykorzystując zależność korekcyjną [Dąbrowski, 1992], 
a mianowicie:
 Z Z Ze

i
e
i

A
i1 aD= ++

 (14)

gdzie:  0 < α < 1 – współczynnik korekcji wpływający na czas obliczeń, 
po którym osiągana jest zbieżność.

Wartość współczynnika wynika z eksperymentu numerycznego pod-
czas testowania procedury korekcji.

Należy zaznaczyć, że procedura korekcji kończy obliczenia po speł-
nieniu warunku (13). Algorytm projektowania ER przedstawiono na 
rys. 5.

Rys. 5. Algorytm 
projektowania ER

Rys. 6. Wyniki symulacji: a) powierzchnie zaprojektowanych ER, b) tworzące 
elektrody roboczej ER w kształcie czaszy kulistej początkowe i po korekcji 

(n = 800 obr  min-1, f = 30 Hz, A = 0,1 mm)

Należy stwierdzić, że wyznaczony kształt elektrody roboczej (ER) 
zależy zarówno od żądanej geometrii powierzchni obrabianej, jak 
i warunków obróbki, a więc technologii procesu ECM. Niedokładno-
ści w miejscach dużych krzywizn na powierzchni elektrody roboczej 
(ER) wynikają ze wzrostu błędów linearyzacji potencjału [Kozak, 1976; 
1998].
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Na rys. 6 przedstawiono przykładowe wyniki symulacji procesu pro-
jektowania elektrody roboczej (ER) dla powierzchni łopatki wirnikowej 
maszyny przepływowej i powierzchni obrotowej o zarysie kulistym. 
Symulacje przeprowadzono przyjmując parametry obróbki przedsta-
wione w tab. 1.

Tab. 1 Parametry obróbki ECM

Szczelina początkowa 0,2 mm
Prędkość ruchu posuwowego ER 0,0125 mm/s
Napięcie międzyelektrodowe 15 V
Materiał PO WNL
Materiał ER 0H13N9
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