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MODELOWANIE PARAMETROW PRACY BELKI WSPORNIKOWEJ )
OBCIAZONEJ ROWNOMIERNIE Sit. A CIAGE A NA CALEJ DLUGO SCI
Z INTERPRETACJ A W PROGRAMIE MATHEMATICA

Streszczenie

Wstep i cel: W pracy pokazano modelowanie analityczno-numemycbelki jednostronnie
utwierdzonej o przekroju prostgtia i obciazong réwnomiernie si ciggta na catej diugéci belki.
W pracy pokazano wyprowadzenie réwnaniaecigi belki oraz wzoréw nagk ugiecia i strzatle
ugigcia belki. Celem pracy jest analiza numerycznoigrag funkcji lgta ugecia belki i funkcji
strzaitki ugecia belki.

Materiat i metody: Wykorzystano model mechaniczny belki bazupa literaturze z wytrzyma-
losci materiatéw. Zastosowano metoanalityczma i numeryczg z programenMathematica.
Wyniki: Z otrzymanych rownauzyskano wzory nagk ugiecia i strzatke ugiecia belki. Wyko-
rzystupc programMathematicaprzeprowadzono anaizmumeryczg dla wybranych parametrow
pracy belki jak sita @igta, dlugadc belki i modut Younga materiatu belki bagajparami ich wza-
jemne zalenosci.

Whiosek: Stosugc programMathematicamazna przeprowadzianaliz wytrzymatagciows funk-
cji kata ugkcia i strzatki uggcia belki dla odpowiednich parametréw.

Stowa kluczowe:Belka wspornikowa, jednostronnie utwierdzona, fragprostoltny, obcize-
nie rownomierne sitciagta, model teoretyczny, analiza numeryczhathematica

(Otrzymano: 01.03.2016; Zrecenzowano: 05.03.2046kZeptowano: 10.03.2016)

MODELLING OF WORKING PARAMETRES FOR ONE-SIDEDLY FIXED CANTILEVERED
BEAM LOADED WITH A CONTINUOUS FORCE EVENLY IN ALONG THE LENGTH
WITH INTERPRETATION IN MATHEMATICA PROGRAM

Abstract

Introduction and aim: The study shows the analytical and numerical modedf cantilevered
beam with a rectangular cross section and loadeith &icontinuous force evenly in along beam
length. The study shows the derivation of equatert formulas for beam deflection angle and
deflection of the beam. The aim of the study rsutaerical and graphical analysis for function of
deflection angle of the beam and function of thenbéeflection.

Material and methods: In this paper has been shown a beam mechanicabhtmatsed on the
literature of the strength of materials. The aniglgt and numerical method by using
Mathematica program have been described in the pape

Results: From these equations were obtained formulas ferahgle of deflection and deflection
of the beam. Using Mathematica numerical analyses werformed for selected operating
parameters beams as a continuous force, the lesfgtie beam and Young’s modulus of the beam
material examining their interaction pairs.

Conclusion: Using Mathematica it is possible to perform strign@nalysis for function of
deflection angle and for function of beam deflecfar the relevant parameters.

Keywords: Cantilevered beam, one-sidedly fixed, rectanguarss-section, loaded evenly by
a continuous force, theoretical model, numericalgsis, Mathematica.
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1. Model analityczny belki wspornikowej

Belka wspornikowa o diugoi L i o statym przekroju w ksztalcie prostgél 0 szerokeci
b i wysokdci h jest obcizona sih ciaglta g roztozong rownomiernie na catej diugoi belki
(Rys. 1) [5], [6], [8].
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Rys. 1. Belka wspornikowa olagbna rownomiernie sitciagta q
Zr6dto: Opracowanie wlasne Autoréw na podstawie [3]

Fig. 1. The cantilever beam uniformly loaded byteurous force g
Source: Elaboration of the Authors basing [3]

Przy obcizeniu belki wspornikowej sitciagta q roztazong rownomiernie na catej dtugo-
sci belki, moment M w przekroju o odtej x wyraza st w postaci skalarnej wzorem [7]:

M=-dx2, @
2
Zatem réwnanie rniczkowe linii ugecia belki wspornikowej ma posigll]:
a9 qD@ 2)

dx’
gdzie iloczyn EJ oznacza sztywsdoelki na zginanie. ROwnanie (2) obustronnie catkuy

wzgledem zmiennej x:
dy q
EJ dx=—| ¥ d
J{ (dxﬂ Kl X ©

Po wykonaniu catkowania otrzymujemy:

gydy_d 1%
+ OR 4
EJ G. G @)
Stah C; wyznaczymy z warunku doskona}ego utwierdzeniaibglpunkcie A. Warunek
ten wyraa fakt,ze przekréj belki w tym miejscu nie obraca. gtakt ten oznaczage zgeta &
belki pozostanie styczna do osi adgch w punkcie A. Zatem warunek brzegowy ma péasta

dy
=0. 5
dx|x =L ®)
Wykorzystupc warunek brzegowy (5) w rownaniu (4) i po upglzowaniu mamy:
qL’
C=—"—. 6
1= "8 (6)

Podstawiajc wyznaczon stah C; do réwnania (4) i po podzieleniu obu jego stronear
stah EJ dostajemy nagiujaca jego posté&

3
dy_ a .s_db (7)
dx 6EJ 6EJ
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Podstawiajic x = 0 w réwnaniu (7) znajdziemy waftokata 9o nachylenia stycznej na
koncu belki (gt ugiecia belki):

dy

dx

Rownanie raniczkowe (7) obustronnie catkujemy wgzdém zmiennej x:

__av (8)
x=0 6EJ

80

3
j%xzijxsdx—q—LJ dx . 9)
dx 6EJ 6E
Po wykonaniu catkowania otrzymujemy:
_ 9 ._gv
X)=——x"*- x+C,, COR. 10
Y =22E5" TS T @ (19

Stah C, wyznaczymy z drugiego warunku brzegowego, ktératia, ze ugkcie belki
W miejscu utwierdzenia jest rowne zeru. Zatem wekuen ma posta

y(x=L)=0. (11)
Wykorzystupc warunek brzegowy (11) w rownaniu (10) uppizowaniu mamy:
qL’
C, =—. 12
> 8EJ (12)
Podstawiajc wyznaczon stah C, do rownania (10) dostajemy ngsiijagca jego posté&

3 3
yx) =5 -y O
24EJ 6EJ  8E.
Réwnanie (13) jest réwnaniem linii wgia belki wspornikowej o diugoi L oraz sztyw-
nosci EJ obcazonej sih ciagla q roziazona réwnomiernie na catej diugn belki.
Najwicksze uggcie belki czyli warté¢ strzatki ugecia f jaka powstaje na swobodnym
koncu belki wspornikowej otrzymamy, gdy w rownaniu p&tozymy x=0:

(13)

oy =y AL
f=y(x=0)=—. 14
y( 8E (14)
Rozwigzujac rownanie (14) wzghem EJ otrzymujemy:
_av
EJ= . 15
8f 13)

Zaleznosé¢ (15) oznaczaze sztywnd¢ zginania belki przy tych samych warunkach @bci
zenia i podparcia jest odwrotnie proporcjonalnatilpagki ugiecia spezystego.

Po wprowadzeniu momentu bezwtadciodo wzorow (8) i (14) otrzymujemy wygodny
w obliczeniach numerycznych wzor ngt kigiecia belki

2q (LY
0" Egb _hj ’ (19)
i strzatke ugiccia belki:
3
F= 22&&) ' ()
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2. Analiza numeryczna w programieMathematica

Do analizy numerycznej przyjmuje¢siwartasci parametréow dla belki jednostronnie
utwierdzonej i obeizonej si ciagla na catej jej diugeri, ktére § podane w tabeli 1. Przyj-
muje st rowniez, ze belka o przekroju prostetaym jest wykonana ze stalieglowej pospo-
litej [2], [10]. W analizie numerycznej bada sunkcje kata ugecia 9, =9,(q,L) oraz funk-
cje strzatki ugecie belkif =f (q,E).

Tabela 1. Dane do analizy numerycznej dla belkigionej sib ciagla g rownomiernie roztaong
Table 1. Data for numerical analysis for beam lddolea continuous force q evenly in along the lengt

Oznaczenie Parametr: Wartgc:
q Warta¢ sity ciagtej 2,0-4,0kg 19,6 —-39,2N
L Dtugos¢ belki wspornikowej 50 -100 cm 0,5-1,0m
b Szeroké¢ belki wspornikowej 4,0 cm 0,04 m
h Wysoka¢ belki wspornikowej 0,6 cm 0,006 m
E Modut Younga(stal weglowa pospolita) 2,1x10°-2,2x10° MPa
Zrédto: Opracowanie Autoréw
Source: Elaborated by the Authors
» Programy do analizy numerycznej funkcit& ugecia 9, =9,(q, L)
Program 1.Mathematica [1], [4], [9] Komentarz:
E: =2. 1*10"5; Modut Younga,
b: 40; h:=6 szerokac¢ i wysokas¢ belki

Pl ot3D[ (-2*g*L"3)/ (E*b*h"3), {q, 2, 4}, {L, 0.5, 1},
Col or Functi on - Hue]

Wykres przestrzenny 3D
funkcji 9, =9,(q,L)

Program 2.Mathematica [1], [4], [9] Komentarz:

E: =2. 1*10"5; Modut Younga,

b: 40; h:=6 szerokd¢ i wysokas¢ belki
Cont our Pl ot Wykres warstwicowy

[(-2*gq*L"3)/ (E*b*h"3),{q, 2, 4},{L, 0.5, 1},
Col or Functi on - Hue]

funkcji 9, =3,(q,L)

» Programy do analizy numerycznej funkcji strzatkieaga belkif = f (q,E)

Program 3.Mathematica [1], [4], [9] Komentarz
L: =575; Dlugaos¢ belki,
b: 40; h:=6 szerokdc¢ i wysokai¢ belki

Pl ot 3D[ (3*q*L"3)/ (2*E*b*h"3),{q, 2, 4},
{E, 2. 1*10"5, 2. 5*1075}, Col or Functi on - Hue]

Wykres przestrzenny 3D
funkcji f=1(q,E)

Program 4.Mathematica [1], [4], [9] Komentarz
L: =575; Dlugaos¢ belki,
b: 40; h:=6 szerokac¢ i wysokas¢ belki

ContourPlot[(3*g*L"3)/ (2*E*b*h*3),{q, 2, 4,
{E, 2. 1*10"5, 2. 5*1075}, Col or Functi on - Hue]

Wykres warstwicowy
funkcji f=1(q,E)
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 Analiza numeryczna funkcjiska uggcia belki 9, =3,(q, L)

Kgt
ugiecia
belki

>

3
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Rys. 2. Belka wspornikowa olgbna sih ciaglta g
rownomiernie roztéong na catej dtugéci. Wykres
przestrzenny 3D funkcjidgta ugecia belki
9, =9,(q,L) zalenej od sity q i diugéci belki L

Zrédto: Opracowanie witasne Autorow

Fig. 2. The cantilevered beam loaded by a contiauou
force g evenly in along the length. The graph 3D of

function of deflection angle of the beagn =9 ,(q, L)

dependent of a continuous force g and the beantidng

Source: Elaboration of the Authors
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Rys. 3. Belka wspornikowa ohg¢bna sih ciagta g
rownomiernie roztgong na catej dtuggci. Wykres
warstwicowy funkcji kta ugkcia belki
9, =9,(q,L) zalenej od sity g i diugéci belki L

Zrédto: Opracowanie wiasne Autoréw

Fig. 3. The cantilevered beam loaded by a contiauou
force q evenly in along the length. The contoupbraf
function of deflection angle of the beafy =3 ,(q, L)
dependent of a continuous force g and the beantiidng

Source: Elaboration of the Authors
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* Analiza numeryczna funkcji strzatki ugia belkif =f (q, E)

Strzatka
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Rys. 4. Belka wspornikowa ola¢ona si ciagta q
rownomiernie rozteong na catej diuggci. Wykres
przestrzenny 3D funkcii strzalki ugiia belki f =f(g,E)
zaleznej od sity cagtej g oraz modutu Younga E
Zrédto: Opracowanie wiasne Autora

Fig. 4. The cantilevered beam loaded by a contisdorce
g evenly in along the length. The gra®B of deflection
function of the bearh=" (q, E) dependent on

continuous force g and Young’s modulus E

Source: Elaboration of the Authors
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Rys. 5.Belka wspornikowa obgiona si4 ciagta q
rownomiernie rozteong na catej dtuggci. Wykres
warstwicowy funkcji strzatki ugicia belki f = f(q,E)
zaleznej od sity cagtej g oraz modutu Younga E
Zrédto: Opracowanie wiasne Autora

Fig. 5. The cantilevered beam loaded by a contisuou
force q evenly in along the length. The contoupbraf
deflection function of the beafr=f (q, E) dependent on

concentrated force P and Young's modulus E

Source: Elaboration of the Authors
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3. Whnioski

* Modelowanie analityczne belki o danej dtdgio jednostronnie utwierdzonej o przekroju
prostokita, obcizonej sih ciggta rownomiernie roztéong na jej dtugéci i danym module
Younga pozwala wyprowadzinie tylko réwnanie ugcia belki, ale rownig wzory na
strzatke i kat ugiecia belki.

* Analiza numeryczna w programMathematicabelki o danej diugai L, jednostronnie
utwierdzonej o przekroju prostgiia, obcjzonej sih ciagta rownomiernie rozteong na jej
diugasci i danym module Young E daje mwvos$¢ wyznaczenia wartai strzatki i kgta
ugiecia belki.
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