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Rodziny zbiorów, zadania wprowadzaj¡ce do teorii miary

Streszczenie. Prezentowany zestaw zada« poprzedzony kilkoma poj¦ciami wst¦pnymi ma
charakter wprowadzaj¡cy w problematyk¦ funkcji rzeczywistych, teorii miary i tematyki
pokrewnej. Jest wynikiem kilkuletnich do±wiadcze« autorów zwi¡zanych z prowadzeniem zaj¦¢
z Teorii funkcji rzeczywistych na Wydziale Matematyczno-Fizycznym Politechniki �laskiej. Mo»e
by¢ wykorzystywany zarówno przez studentów jak i prowadz¡cych zaj¦cia. Autorem przewa»aj¡cej
wi¦kszo±ci niestandardowych zada« jest pierwszy z autorów, którego wkªad w powstanie tej pracy
jest absolutnie kluczowy.

Podstawowe oznaczenia i de�nicje

Niech (An) b¦dzie ci¡giem podzbiorów ustalonego zbioru X.

Zbiór {x ∈ X : ∃n0 ∈ N ∀n > n0 x ∈ An} nazywamy doln¡ granic¡ ci¡gu (An) i oznaczamy lim inf
n→∞

An.

Zbiór {x ∈ X : ∀n0 ∈ N ∃n > n0 x ∈ An} nazywamy górn¡ granic¡ ci¡gu (An) i oznaczamy lim sup
n→∞

An.

Je»eli lim inf
n→∞

An = lim sup
n→∞

An = A, to zbiór A nazywamy granic¡ ci¡gu (An) i oznaczamy lim
n→∞

An.

Niepusta rodzina R podzbiorów zbioru X jest póªpier±cieniem, je»eli speªnia nast¦puj¡ce warunki:

A,B ∈ R ⇒ A ∩B ∈ R,

A,B ∈ R ⇒ ∃C1, C2, ..., Cn ∈ R A \B = C1 ∪ C2 ∪ ... ∪ Cn.

Niepusta rodzina R podzbiorów zbioru X jest pier±cieniem, je»eli speªnia nast¦puj¡ce warunki:

A,B ∈ R ⇒ A ∪B ∈ R,

A,B ∈ R ⇒ A \B ∈ R.
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Niepusta rodzina R podzbiorów zbioru X jest ciaªem, je»eli speªnia nast¦puj¡ce warunki:

A,B ∈ R ⇒ A ∪B ∈ R,

A ∈ R ⇒ A′ ∈ R,

gdzie A′ jest dopeªnieniem zbioru A w zbiorze X.

Niepusta rodzina R podzbiorów zbioru X jest σ−pier±cieniem, je»eli speªnia nast¦puj¡ce warunki:

∀n ∈ N An ∈ R ⇒
⋃
n∈N

An ∈ R,

A,B ∈ R ⇒ A \B ∈ R.

Niepusta rodzina R podzbiorów zbioru X jest σ−ciaªem, je»eli speªnia nast¦puj¡ce warunki:

∀n ∈ N An ∈ R ⇒
⋃
n∈N

An ∈ R,

A ∈ R ⇒ A′ ∈ R.

Dla dowolnego zbioru niepustego X i dowolnej rodziny R ⊂ 2X przez S(R), F(R), P(R) oznaczamy

odpowiednio σ−ciaªo, ciaªo i pier±cie« podzbiorów X generowany przez R.

Je»eli I jest niepust¡ rodzin¡ podzbiorów zbioru X speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce warunki:

A,B ∈ I ⇒ A ∪B ∈ I,

A ∈ I, B ⊂ A ⇒ B ∈ I,

to mówimy »e I jest ideaªem w 2X . Je»eli I 6= 2X to ideaª I nazywamy ideaªem wªa±ciwym. Ideaª w 2X

nazywamy ideaªem maksymalnym, je»eli jest ideaªem wªa±ciwym i dla dowolnego ideaªu I0 ⊂ 2X takiego

»e I ⊂ I0 mamy I0 = I lub I0 = 2X .

Zadania

1 Niech An ⊂ R. Znale¹¢ lim inf
n→∞

An i lim sup
n→∞

An, je»eli:

(a) An =

{
[0, 1] dla n nieparzystego

[0, 2] dla n parzystego

(b) An = [(−1)n 1
n
, 1]

(c) An = [n, n+ 1]

(d) An = {xn}, gdzie xn → x
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(e) An =


[0, 1− 1

n
] dla n nieparzystego

[
1

n
, 1] dla n parzystego

2 Wykaza¢, »e:
∞⋂
n=1

An ⊂ lim inf
n→∞

An ⊂ lim sup
n→∞

An ⊂
∞⋃
n=1

An

3 Wykaza¢, »e je±li An+1 ⊂ An dla n ∈ N lub An+1 ⊃ An dla n ∈ N, to istnieje granica lim
n→∞

An

przy czym:

lim
n→∞

An =

∞⋂
n=1

An

w przypadku, gdy ci¡g (An) jest zst¦puj¡cy,

oraz:

lim
n→∞

An =

∞⋃
n=1

An

w przypadku, gdy ci¡g (An) jest wst¦puj¡cy.

4 Wykaza¢, »e:

(lim inf
n→∞

An)
′
= lim sup

n→∞
A
′

n

lim inf
n→∞

A
′

n = (lim sup
n→∞

An)
′

5 Wykaza¢, »e:

lim
n→∞

An = A⇔ lim sup
n→∞

(An ÷A) = ∅.

6 Wykaza¢, »e:

(a) lim inf
n→∞

(An ∩Bn) = lim inf
n→∞

An ∩ lim inf
n→∞

Bn

(b) lim sup
n→∞

(An ∪Bn) = lim sup
n→∞

An ∪ lim sup
n→∞

Bn

(c) lim inf
n→∞

(An ∪Bn) ⊃ lim inf
n→∞

An ∪ lim inf
n→∞

Bn

(d) lim sup
n→∞

(An ∩Bn) ⊂ lim sup
n→∞

An ∩ lim sup
n→∞

Bn

Poda¢ przykªady wykazuj¡ce, »e znaków inkluzji w zadaniach (a) i (b) nie mo»na zast¡pi¢

znakami równo±ci.

Wykaza¢, »e je±li istnieje lim
n→∞

An lub lim
n→∞

Bn to:

(e) lim inf
n→∞

(An ∪Bn) = lim inf
n→∞

An ∪ lim inf
n→∞

Bn

(f) lim sup
n→∞

(An ∩Bn) = lim sup
n→∞

An ∩ lim sup
n→∞

Bn
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7 Wykaza¢, »e:

lim sup
n→∞

An =

∞⋂
k=1

∞⋃
n=k

An

lim inf
n→∞

An =

∞⋃
k=1

∞⋂
n=k

An

8 Niech (pn) b¦dzie podci¡giem ci¡gu (n). Wykaza¢, »e je±li lim
n→∞

An = A, to lim
n→∞

Apn = A.

Czy analogiczne stwierdzenie jest prawdziwe dla lim inf
n→∞

An i lim sup
n→∞

An ?

9 Niech An = (an, bn), gdzie 0 < an < bn < 1. Wykaza¢, »e ci¡g (An) zawiera podci¡g zbie»ny,

tzn. istnieje zbiór A i podci¡g liczb naturalnych (pn) taki, »e lim
n→∞

Apn = A.

10 Niech (xn) b¦dzie dowolnym ci¡giem wszystkich liczb wymiernych odcinka [0, 1].

Znale¹¢ lim inf
n→∞

An i lim sup
n→∞

An, je»eli:

(a) An = [0, xn]

(b) An =

{
[xn, xn+1] je±li xn+1 > xn

[0, 1] \ [xn+1, xn] je±li xn+1 < xn

(c)(*) An =

{
[xn, xn+1] je±li xn+1 > xn

[xn+1, xn] je±li xn+1 < xn

11 Niech X = {1, 2, 3}.
(a) Wyznaczy¢ liczb¦ wszystkich rodzin podzbiorów zbioru X.

(b) Poda¢ przykªad pier±cienia zawartego w 2X , który nie jest ciaªem.

(c) Wyznaczy¢ liczb¦ wszystkich pier±cieni i ciaª zawartych w 2X .

(d) Opisa¢ wszystkie pier±cienie i ciaªa zawarte w 2X .

12

(a) Wykaza¢, »e ka»dy sko«czony pier±cie« jest σ-pier±cieniem, a ka»de ciaªo σ-ciaªem.

(b) Czy znak "
⋃
" w de�nicjach pier±cienia, σ-pier±cienia, ciaªa i σ-ciaªa mo»na zast¡pi¢ znakiem "

⋂
" ?

(c) Wykaza¢, »e je±li M jest pier±cieniem (σ-pier±cieniem) podzbiorów zbioru X oraz X ∈ M, to

M jest ciaªem (σ-ciaªem).

13 Niech X = N. Poda¢ przykªad pier±cienia zawartego w 2X , który nie jest σ-pier±cieniem i ciaªa,

które nie jest σ-ciaªem.

14 Wykaza¢, »e je±li M0 jest pier±cieniem (σ-pier±cieniem) podzbiorów zbioru X oraz

M = {A ⊂ X; A ∈M0 lub A′ ∈M0}, to M jest ciaªem (σ-ciaªem).

Czy dla ka»dego ciaªa (σ-ciaªa) M istnieje pier±cie« (σ-pier±cie«) M0 taki, »e dla ka»dego A ∈ M

dokªadnie jeden ze zbiorów A lub A′ nale»y do M0?
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15 Udowodni¢, »e liczba elementów dowolnego sko«czonego ciaªa zbiorów jest równa 2n.

Czy twierdzenie to jest prawdziwe dla pier±cienia?

16 Zaªó»my, »e X jest dowolnym zbiorem a m liczb¡ kardynaln¡ niesko«czon¡. Wykaza¢, »e zbiór:

M = {A ⊂ X : moc(A) ≤ m} jest σ−pier±cieniem podzbiorów zbioru X.

17 Niech X b¦dzie zbiorem niepustym oraz A,B,C ⊂ X. Znale¹¢ pier±cie« i ciaªo podzbiorów X

generowane przez rodzin¦ {A,B,C}.

18 Opisa¢ pier±cie«, ciaªo i σ−ciaªo generowane przez sko«czon¡ rodzin¦ {A1, A2, ..., An} podzbiorów
zbioru X.

19 Zaªó»my, »e X jest dowolnym zbiorem niepustym, a R jest rodzin¡ wszystkich podzbiorów

jednopunktowych X. Znale¹¢ pier±cie«, ciaªo i σ−ciaªo generowane przez rodzin¦ R.

20 Udowodni¢, »e ka»da z podanych rodzin generuje ten sam pier±cie« to samo ciaªo i σ−ciaªo
podzbiorów zbioru liczb rzeczywistych:

{(a, b) : a, b ∈ R, a < b}, {[a, b] : a, b ∈ R, a < b}, {[a, b)∪ (c, d] : a, b, c, d ∈ R, a < b < c < d}.

21 Opisa¢ σ−ciaªo podzbiorów R generowane przez wszystkie przedziaªy postaci [a, b),

gdzie a, b ∈ Z, a < b.

22 Zaªó»my, »e X1, X2 s¡ zbiorami rozª¡cznymi i X = X1 ∪ X2. Niech M1,M2 b¦d¡ ciaªami

podzbiorów odpowiednio X1 i X2. Znale¹¢ ciaªo podzbiorów X generowane przez M1 ∪M2.

23 Poda¢ przykªad dwóch rodzin R1,R2 ⊂ 2N takich, »e R1 ∩R2 = ∅, oraz P(R1) = P(R2).

24 Udowodni¢, »e je±li R1, R2 s¡ rodzinami podzbiorów zbioru X, oraz P(R1) = P(R2),

to F(R1) = F(R2) oraz S(R1) = S(R2).

25 Poda¢ przykªad dwóch niesko«czonych pier±cieni M1, M2 podzbiorów tego samego zbioru takich,

»e M1 ∩M2 = {∅}, oraz S(M1) = S(M2).

26 Niech M b¦dzie ciaªem podzbiorów zbioru X. Niech R = M ∪ {Z}, gdzie Z jest

dowolnym podzbiorem zbioru X. Udowodni¢, »e: F(R) = {(A ∩ Z) ∪ (B ∩ Z ′) : A,B ∈ M}.
Pokaza¢, »e je±li M jest σ−ciaªem, to F(R) = S(R).

27 Niech R ⊂ 2X b¦dzie tak¡ rodzin¡ zbiorów, »e ∅ ∈ R oraz A,B ∈ R, A 6= B ⇒ A ∩ B = ∅.
Udowodni¢, »e: P(R) = {A1 ∪A2 ∪ ... ∪An : n ∈ N, A1, A2, ..., An ∈ R}.

28 Niech P0 b¦dzie rodzin¡ wszystkich przedziaªów w R postaci [a, b), gdzie a, b ∈ R i a ≤ b.

Przyjmijmy, »e: M0 = {P1 ∪P2 ∪ ...∪Pn : Pi ∈ P0, i = 1, 2, ..., n}. Udowodni¢, »e M0 jest pier±cieniem.

29 Niech P0 b¦dzie rodzin¡ przedziaªów zde�niowan¡ w poprzednim zadaniu. Przyjmijmy, »e:

P = P0 ∪ {(−∞, a) : a ∈ R} ∪ {[b,∞) : b ∈ R} oraz M = {P1 ∪ P2 ∪ ... ∪ Pn : Pi ∈ P, i = 1, 2, ..., n}.
Udowodni¢, »e M jest ciaªem podzbiorów R.

30 Udowodni¢, »e je»eli M jest pier±cieniem podzbiorów zbioru X, to relacja ∼ okre±lona w 2X

w nast¦puj¡cy sposób: A ∼ B :⇔ A÷B ∈M, jest relacj¡ równowa»no±ci.
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31 Niech M b¦dzie pier±cieniem podzbiorów zbioru X. Dla dowolnych dwóch zbiorów A,B ∈ M

niech A ⊕ B = A ÷ B = (A \ B)
⋃
(B \ A). Udowodni¢, »e z tak okre±lonym dodawaniem M jest

grup¡ przemienn¡.

32 Niech R b¦dzie rodzin¡ wszystkich kwadratów domkni¦tych w R2. Niech M b¦dzie pier±cieniem

generowanym przez R. Udowodni¢, »e:

(a) dowolny odcinek (domkni¦ty, otwarty) nale»y do M,

(b) dowolny wielok¡t domkni¦ty i wielok¡t otwarty nale»¡ do M.

33 Zaªó»my, »e , f : X → X funkcj¡ ró»nowarto±ciow¡, gdzieX 6= ∅. NiechM = {A ⊂ X : f [A] = A}.
Udowodni¢, »e M jest σ−pier±cieniem, a je±li f [X] = X, to M jest σ−ciaªem.

34 Udowodni¢, »e je±li M jest σ−ciaªem podzbiorów zbioru X a f : X → Y dowoln¡ funkcj¡,

to rodzina {A ⊂ Y : f−1[A] ∈M} jest σ−ciaªem podzbiorów zbioru Y.

35 NiechM b¦dzie rodzin¡ wszystkich tych zbiorów A ⊂ [0, 1], których funkcja charakterystyczna χA
jest caªkowalna w sensie Riemanna. Udowodni¢, »e M jest ciaªem podzbiorów [0, 1], ale nie jest σ−ciaªem.

36 Dla dowolnego zbioru sko«czonego A ⊂ N oznaczmy przez |A| ilo±¢ elementów zbioru A.

Dla dowolnego A ⊂ N okre±lamy funkcje mw[A] oraz mz[A] w nast¦puj¡cy sposób:

mw[A] = lim inf
n→∞

|A ∩ {1, 2, ..., n}|
n

, mz[A] = lim sup
n→∞

|A ∩ {1, 2, ..., n}|
n

Niech: M0 = {A ⊂ N : mz[A] = 0} , M = {A ⊂ N : mw[A] = mz[A]} .

Udowodni¢, »e:

(a) dowolny zbiór sko«czony nale»y do M0,

(b) zbiór wszystkich kwadratów liczb naturalnych nale»y do M0,

(c)(**) zbiór liczb pierwszych nale»y do M0,

(d) dla ka»dego ε ∈ [0, 1] istnieje zbiór A ∈M taki, »e mz[A] = mw[A] = ε.

Poda¢ przykªad zbioru nie nale»¡cego M.

37 Przy zaªo»eniach poprzedniego zadania udowodni¢, »e:

(a) M0 jest pier±cieniem podzbiorów N, ale nie jest σ−pier±cieniem,

(b) je±li A, B ∈M oraz A ∩B = ∅, to A ∪B ∈M,

(c) je±li A, B ∈M oraz B ⊂ A, to A \B ∈M,

(d) M nie jest pier±cieniem.

38 Niech (X, d) b¦dzie dowoln¡ przestrzeni¡ metryczn¡. Oznaczmy przez M rodzin¦ tych zbiorów

A ⊂ X, których domkni¦cie A jest zwarte. Udowodni¢, »e M jest pier±cieniem zbiorów.

Czy M musi (mo»e) by¢ σ−pier±cieniem ?

39 Udowodni¢, »e rodzina podzbiorów I-kategorii dowolnej przestrzeni metrycznej jest σ−pier±cieniem.

40 Niech (X, d) b¦dzie dowoln¡ przestrzeni¡ metryczn¡. Oznaczmy przez K rodzin¦ wszystkich kul

otwartych: K(x, r) = {y ∈ X : d(y, x) < r}, (x ∈ X, r > 0).
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Niech M b¦dzie σ−ciaªem generowanym przez K. Udowodni¢, »e:

(a) dla dowolnych x ∈ X i r > 0 kula domkni¦ta K(x, r) = {y ∈ X : d(y, x) ≤ r} nale»y do M,

(b) je»eli X jest przestrzeni¡ o±rodkow¡, to dowolny zbiór otwarty (domkni¦ty) nale»y do M.

Pokaza¢ »e zaªo»enie o±rodkowo±ci w punkcie (b) jest istotne.

41 Zaªó»my »e M, N s¡ pier±cieniami podzbiorów odpowiednio X i Y. Udowodni¢, »e

{A×B : A ∈M, B ∈ N} jest póªpier±cieniem podzbiorów zbioru X × Y.
Opisa¢ pier±cie« podzbiorów X × Y generowany przez R.

42 Pokaza¢, »e dla dowolnego q ∈ N, rodzina zbiorów {[a,b) : a,b ∈ Rq} jest póªpier±cieniem wRq.
Opisa¢ pier±cie« generowany przez t¦ rodzin¦.

43 Udowodni¢, »e je±li M jest póªpier±cieniem, to:

P(M) = {A1 ∪A2 ∪ ... ∪An : n ∈ N, A1, A2, ..., An ∈M}.

44 Zaªó»my, »e X,Y s¡ zbiorami niepustymi a M jest σ−ciaªem podzbiorów X×Y. Oznaczmy przez

π rzutowanie z X × Y na X (tzn. π jest odwzorowaniem z X × Y na X okre±lonym za pomoc¡ wzoru

π(x, y) = x.) Wykaza¢, »e π(M) jest σ−ciaªem podzbiorów X.

45 Udowodni¢, »e dowolny ideaª w 2X , jest pier±cieniem podzbiorów zbioru X. Poda¢ przykªad

ideaªu, który nie jest σ−pier±cieniem i ideaªu, który jest σ−pier±cieniem.

46 Pokaza¢, »e je±li I jest ideaªem w 2X , to M = {A ⊂ X : A ∈ I lub X \ A ∈ I.} jest ciaªem
podzbiorów zbioru X.

47 Udowodni¢, »e ideaª I ⊂ 2X jest ideaªem maksymalnym wtedy i tylko wtedy, gdy speªnia

nast¦puj¡cy warunek: A ⊂ X ⇒ A ∈ I lub X \A ∈ I.

48 (*) Udowodni¢ »e dowolny ideaª jest zawarty w ideale maksymalnym.

49 Zaªó»my, »e S jest rodzin¡ ciaª (σ−ciaª) podzbiorów zbioru X. Udowodni¢, »e
⋂
{M : M ∈ S}

jest ciaªem (σ−ciaªem).

50 Poda¢ przykªad dwóch σ−ciaª podzbiorów tego samego zbioru X, których suma nie jest ciaªem.

51 Niech S b¦dzie rodzin¡ ciaª podzbiorów zbioru X. Udowodni¢, »e je±li rodzina S speªnia

nast¦puj¡cy warunek: M1,M2 ∈ S ⇒ M1 ⊂ M2 lub M2 ⊂ M1, to
⋃
{M : M ∈ S} jest ciaªem

podzbiorów zbioru X.

52 Poda¢ przykªad ci¡gu (Mn) σ−ciaª podzbiorów tego samego zbioru X takiego, »e Mn ⊂ Mn+1

dla dowolnego n ∈ N, oraz
∞⋃
n=1

Mn nie jest σ−ciaªem.

53 Niech M0 b¦dzie b¦dzie ciaªem podzbiorów zbioru X i zaªó»my, »e A0 ∈ 2X \M0. Udowodni¢, »e

istnieje maksymalne ciaªo M podzbiorów zbioru X takie, »e M0 ⊂M i A0 6∈M.

54 (*) Pokaza¢, »e twierdzenie sformuªowane w zadaniu poprzednim nie jest prawdziwe dla σ−ciaª.
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55 (*) Niech M0 b¦dzie ciaªem podzbiorów zbioru X. Czy musi istnie¢ maksymalne wªa±ciwe ciaªo

M podzbiorów zbioru X zawieraj¡ce M0?

56 Pokaza¢, »e je±li R jest niesko«czon¡ rodzin¡ podzbiorów zbioru X, to:

moc(P(R)) = moc(F(R)) = moc(R).

57 (*) Udowodni¢ »e je±li M jest niesko«czonym σ−ciaªem, to moc(M) ≥ c.

Wybrane wskazówki i odpowiedzi

5 ⇒ (nie wprost)

x ∈ lim sup(An÷A)⇒ a) x ∈ An\A dla niesko«czenie wielu n lub b) x ∈ A\An dla niesko«czenie

wielu n

w przyp. a) x ∈ lim sup(An \A) w przyp. b) x ∈ A \ lim sup(An) sprzeczno±¢.

⇐ (nie wprost)

A 6= limAn ⇒ lim sup((An ∪ A) \ A) 6= ∅ ⇒ lim sup(An \ A) 6= ∅ lub A \ lim inf(An ∩ A) 6= ∅ ⇒
A \ lim inf An 6= ∅

W obu przypadkach lim sup(An ÷A) 6= ∅, sprzeczno±¢.

18 Jak ªatwo zauwa»y¢ ciaªo generowane przez rodzin¦ R skªada si¦ z tych zbiorów A ⊂ X, »e zbiór

A jest sko«czony lub jego dopeªnienie jest sko«czone. Podobnie σ−ciaªo generowane przez R skªada si¦

z tych zbiorów, które s¡ przeliczalne lub których dopeªnienia s¡ przeliczalne.

20 Jak ªatwo zauwa»y¢ σ−ciaªo to skªada si¦ ze zbiorów postaci
∞⋃

n=−∞
[αn−1, αn), gdzie αn−1 < αn

dla dowolnego n ∈ Z.

57 Niech (An) b¦dzie ci¡giem zªo»onym z ró»nych zbiorów σ−ciaªa M oraz:

M0 = {
∞⋂
n=1

A∗n, gdzie A
∗
n ∈ {An, A

′

n}}.

�atwo zauwa»y¢, »e:

10 ∀B1, B2 ∈M0, B1 6= B2 ⇒ B1 ∩B2 = ∅;
20 M0 ⊂M;

30 ∀x ∈ X ∃!Bx ∈Mo taki, »e x ∈ Bx;
40 ∀n ∈ N An =

⋃
x∈An

Bx.

Z 40 wynika, »e rodzina M0 zawiera ci¡g (Bn), (n ∈ N).
Niech: M1 = {

⋃
n∈δ−1(1)

Bn; δ ∈ {0, 1}ω}.

Oczywi±cie (z 20) M1 ⊂M i wobec 10 moc M1 = c. Zatem moc M ≥ c.
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