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Przedstawiono podstawy matematyczne i obliczenia nachylenia prostych, odchytek prostoliniowosci wzgledem prostej 2D

i odchytke prostoliniowosci srednio kwadratowq. Parametry prostej wyznaczono za pomoca regresji stosujgc metode

najmniejszych kwadratéw. Prosta aproksymacyjna przechodzi przez srodek ciezkosci zbioru punktéw pomiarowych.

Z warunku koniecznego na minimum funkcji aproksymacyjnej Lagrange'a z warunkiem ubocznym uzyskano uktady réwnan

jednorodnych o dwdéch niewiadomych dla prostej 2D. Rozwigzanie tych réwnan pozwala znalez¢ wartosci wtasne Xi, i=1,2

oraz wektory wtasne v(2,2) bedace wektorami prostopadtymi do dwdch wzajemnie prostopadtych prostych przechodza-

cych przez srodek ciezkosci. Wektor normalny do szukanej prostej odpowiada najmniejszej wartosci wtasnej A;, i = 1, 2.

1. Wstep

Linie proste generujg podczas pomiaréw plaszczyzny na kor-
pusach, zebrach profiléw lotniczych, pryzmach itp.

Odchytka prostoliniowosci prostej jest suma ochytki do-
datniej i ujemnej od prostej regresji ustalonej wedtug
kryterium najmniejszych kwadratéw odchytek od zarysu
rzeczywistego (rys. 1) [9].

Odchytka prostoliniowosci dodatnia i ujemna mierzona jest
w kierunku normalnym do prostej regres;ji (rys. 2).

Prostg ortogonalng okresla sie na podstawie wspdtrzednych
punktéw pozyskanych podczas pomiaréw prostych z CMM,

Rys. 1. Profil prostoliniowosci: A-A — ptaszczyzna prostoliniowosci,
1 — linia zaobserwowana

np. Koordynatometr firmy VIS Warszawa, CMM VISTA firmy
Zeiss. Wspétrzedne punktéw pomiarowych prostych odno-
szg sie do srodka kulki gtowicy pomiarowej, ktéra stykata
sie z ptaszczyzng na przedmiocie mierzonym lub do punktu
styku wigzki promieni rentgenowskich z przedmiotem mie-
rzonym na przemystowych tomografach komputerowych
(METROTOM 800 - Zeiss) [3].

Oprogramowanie CMM, np.: Calypso firmy Zeiss [1], XYZ88
firmy VIS Warszawa [6], wykonuje automatyczng korekte
wspotrzednych punktéw o promien kulki gtowicy pomiaro-
wej w trzech osiach. Promien kulki sondy pomiarowej jest
ustalany podczas kalibracji sondy pomiarowej w trybie auto-
matycznym (CMM VISTA Zeiss) lub wprowadza sie wymiar

%

Rys. 2. Odchytki prostoliniowosci wzgledem prostej odniesienia:

1 — prosta odniesienia najmniejszych kwadratdéw, a — odchytka
prostoliniowosci lokalna dodatnia, b — odchytka prostoliniowosci lokalna
ujemna

nr 3/20165 www.e-obrobkametalu.pl



OBROBKA UBYTKOWA

obrébkamerfalu

sfery sztywnego trzpienia do procedury pomiarowej steruja-
cej pracg CMM (np. Koordynatograf VIS Warszawa). Jest to
tzw. tryb pracy OFF LINE [7].

Réwnania prostych na plaszczyznie uzyskane wedtug wspét-
rzednych punktéw z CMM sg przesuniete o promien sondy
pomiarowej od powierzchni mierzonej. Réwnania prostych
wymagajg translacji o wartos$¢ promienia sondy pomiarowe;j.
Dla wspotrzednych punktéw pozyskanych z przemystowego
tomografu komputerowego nie ma potrzeby translacji, gdyz
wspotrzedne lezg na powierzchni przedmiotu [2].

2. Algorytm obliczania parametrow prostej
na ptaszczyznie

2.1. Réwnanie kierunkowe ortogonalnej
prostej regresji, wedtug Linnika,

Prostg ortogonalng wyznacza sie metodg aproksymacji opar-
tej o kryterium najmniejszych kwadratow. Dla prostych na
ptaszczyznie wykorzystano w oprogramowaniu XYZ88 firmy
VIS Warszawa [6] wzory dla ortogonalnej prostej regresji we-
dtug Linnika [5].

Réwnanie kierunkowe prostej ma postac:

y=m-x+n M
Wspotczynnik kierunkowy m prostej ortogonalnej (rys. 3) zo-
stat obliczony dla prostej przechodzacej przez srodek ciezko-
$ci S(x,y) punktéw pomiarowych P;. Wartos¢ wspotczynni-
ka m wg Linnika [5] oblicza sie z nastepujacego wzoru:
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Rys. 3. Ortogonalna prosta regresji L na ptaszczyznie, wg [5]:
S(x,y) - srodek ciezkosci punktéw pomiarowych, a.— kat nachylenia
prostej z dodatnim kierunkiem osi OX
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(X, ¥y ) - wspdtrzedne srodka ciezkosci punktdéw pomiaro-
wych P(x,,y;),i=1, .., nproste] w ukladzie globalnym:

)

2.2. Réwnanie prostej ortogonalnej wedtug
Lagrange’a

Ogodlniejszg metoda definiowania prostych ortogonalnych
jest metoda Lagrange’a, ktéra stosuje sie zarowno dla pro-
stych na ptaszczyznie jak i dla prostych w przestrzeni [4].

Ortogonalng prostg regresji metoda Lagrange’a z warun-
kiem ubocznym definiuje sie rowniez w srodku ciezkosci
S(x,y) zbioru punktéw pomiarowych (rys. 4). W tym
przypadku rownanie prostej nie zawiera statej i przyjmuje
forme:

(5)

Kryterium najmniejszych kwadratéw Lagrange’a z warun-
kiem ubocznym odchytek od prostej ortogonalnej w uktadzie
lokalnym o poczatku w srodku ciezkosci S(x,y) ma postac
funkgji:

by-x +by,-y =0

Fby. by )= by X; +byy; ) —A-(b] +b5 - =min (6)

i=1

gdzie: b? + b3 =1 - warunek uboczny,

X; =(x; =X%), y; =(y; - y) — wspétrzedne punktu w uktadzie
lokalnym,

X, y - wspdtrzedne srodka ciezkosci S, zbioru punktéw po-
miarowych,

b,, b,, A - nieznane parametry.

Rys. 4. Ortogonalna prosta regresji L na ptaszczyznie, wg [4]:
S(X,y) — srodek ciezkosci punkéw pomiarowych,

M; —odchytkiw kierunku normalnym od prostej,

tg(a) —wspdtczynnik kierunkowy prostej ortogonalnej

nm
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Réwnanie (6) nie zawiera statej, gdyz prosta przechodzi
przez srodek ciezkosci zbioru punktéw pomiarowych P,
i =1, ..., n. Obliczenia parametréw prostej (b,, b,) wyko-
nywano w ukfadzie lokalnym. W dalszym opisie znak ,,prim”
przy wspotrzednych pominieto.

Warunkiem koniecznym na minimum funkcji Lagrange’a (5)
z warunkiem ubocznym jest zerowanie sie jej pochodnych
czgstkowych wzgledem zmiennych: by, by, 4, tj.:

M:b«ZX%bz-Zxry;—i-m =0

0b1 i i=1
M:b1.2x,«y,+bz‘zy%*l'bz:O 7

5b2 =1 i=1
by ) iy 2 q_g

A 1103

Po rozpisaniu warunku koniecznego (7) uzyskano ukfad row-
nan jednorodnych o postaci:

by xZ-2)+by Y x;-y; =0
. . (8)
b, - Xi')’i+bz'(zy,'2—/1):0
f=]

i=1

Wprowadzono oznaczenia macierzowe A2,,,, B2,,, E2,,,:
n n
2 xi in'y,' b -
b2 =] "], E2=
L’j {0 J

i=1 i=1
n n 2
in Vi Zy,'
i=1 i=1
Uktad réwnan jednorodnych (9) zapisano réwnaniem macie-
rzowym:

A2= 9)

(A2-4EYb =0 (10)
Uktad réwnan jednorodnych (10) ma niezerowe rozwigzanie,
jesli wyznacznik uktadu spetnia warunek:

det(A2-1£2) =0 (1

Przez rozwiniecie wyznacznika (11) uzyskuje sie tzw. wielo-
mian charakterystyczny drugiego stopnia wzgledem zmien-
nej 4, tj. W,(1) =0 . Pierwiastki tego réwnania, zwane war-
tosciami wtasnymi: (4,, 4,) wstawione do ukfadu réwnan
jednorodnych (8) pozwalajg obliczy¢ dwa wektory wiasne,
ktére okreslaja dwie proste prostopadte wzgledem siebie.
Mozna udowodni¢, ze wartosci wtasne 4, (i = 1, 2) sg sred-
nimi kwadratami odlegtosci punktéw pomiarowych od obu
prostych [2]. Szukang prostg jest ta, ktdrej odpowiada naj-
mniejsza wartos¢ wtasna 4; .

Do obliczenia wartosci wlasnych i wektorow wtasnych po-
stuzono sie standardowymi podprogramami z biblioteki IBM
o nazwach NROOT oraz EIGEN [8]. W wyniku obliczen uzy-
skano:

A
wektor A ={ !
A

} z wartosciami wilasnymi
2

oraz macierz

by b isi
B2 ={ B 12} z wektorami wtasnymi, ktéra w zapisie blo-
b21 bZZ

kowym ma postac: B2-[b,.b,]. Kolejne] wartosci witasne] 4
odpowiada kolejny wektor w tablicy B2. Najmniejsze] war-
tosci wilasnej 4, odpowiada poszukiwany wektor. Zna-
leziony wektor jest prostopadly do poszukiwanej prostej,
ktora definiuje sie w postaci réwnania normalnego prostej
x-b;+y-b,,—p=0. Odlegtos¢ p prostej od poczatku
uktadu globalnego obliczano z zaleznosci: p=(-x-b,;—yb,;).
Indeks i okresla wektor w tablicy B2.

Nizej przytoczono przyktad wynikéw obliczen wektora
wartosci wlasnych 1(2,1) oraz tablicy wektoréw wtasnych
B2(3,3) dla prostej kontrolnej 2D (opisanej nizej w p. 3.1).

Obliczone wartosci wilasne 1, dlai = 1, 2 zapisane w wek-
torze A(2,1) wynosza:

897.2255
A1) =
0.0001

Obliczone wektory wtasne zapisane w macierzy B2(2,2) wy-
nosza:

0.8660 -0.5000
B2(2,2)=

0.8660 0.8660

Indeks najmniejszej wartosci wtasnej 1, = 0.0001 okresla
ostatnig kolumne w macierzy B2(2,2) bedacg sktadowymi
wektora poszukiwanej prostej ortogonalnej, tj.:

p. _ [z | _[0.5000
27 | by| |0.8660]

3. Odchytki prostoliniowos$ci oraz katy nachylenia prostej
wzgledem osi OX

Opracowano uniwersalny program SIGML.EXE, ktéry umozli-
wia obliczenie nachylenia i odchytki prostoliniowosci prostej
lezacej na plaszczyznie (2D) i prostej w przestrzeni (3D). Po-
lecenie dla programu wykonania obliczen dla prostej 2D lub
3D sygnalizowane jest w danych do programu przez para-
metr o wartosci liczbowej ,2” lub ,,3.”. Dane pozyskane z po-
miarow na CMM majg zawsze trzy wspotrzedne (x;,y;,z;).

Poprawnosc obliczen dla prostej 2D wykonywanych przez
program SIGML.EXE sprawdzono dla szesciu kompletéw da-
nych. Pierwsze cztery komplety kontrolne zawierajg wspot-
rzedne 18 punktéw lezacych na prostych i w ich sasiedztwie
nachylonych pod katami 30° oraz 120° (tabl. 1). Pozostate dwa
komplety danych stanowig pliki ze wspdtrzednymi punktéw
uzyskanymi podczas skanowania prostych o kacie nachyle-
nia 45° oraz 135° gfowica pomiarows z sztywnym trzpieniem
z koncowka sferyczng na CMM VIS Warszawa (tabl. 2).

3.1. Nachylenie prostej 2D i odchytki
prostoliniowosci od prostej kontrolnej

Zadawanie punktéw na prostej kontrolnej 2D i w jej sasiedz-
twie przedstawiono na rys. 4. W celu sprawdzenia poprawnosci
obliczen odchytek prostoliniowosci prostej 2D przez program
SIGML.EXE przygotowano dwa zbiory punktow lezacych na
dwoch prostych nachylonych pod katami a = 30°i o = 120°
do osi OX, ktérych réwnania normalne majg postac:

x-c0s(30) + y-sin(30)- 0,866 = 0
x0s(120) + ysin(30) + ysin(120) -50 = 0

(12)
(13)
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Tablica 1. Nachylenie i odchytki prostoliniowosci od prostej kontrolnej 2D

Odchytk Wspdt . Wspot . Odlegt.
Zbiory punktow Liczba Odchyiki prostolin. chylia spotezyn./ spotezyn./ c8 .
Lp. .. y.2) unkt MIN/MAX suma kat kat prostej
I:yll i P . DEVLC b1,’/(1,'o bz,‘ / B,‘o p
1 Prosta 30° 18 0,0/0,0 0,0 -0,50/30.0 0.866/60.0 -0,866
5 Pro. Sasiedz.
30° 18 —-0,0165/0,0184 0,0349 —0,50/30,0002 0,866/59,9998 —0,8649
3 Prosta 120° 18 0,0/0,0 0,0 0,866,120,0/ 0,50/30,0 -50,0
4 Pro. Sagsiedz.
120° 18 -0,0110/0,0119 0,0229 0,0866/119,9986 0,50/29,9986 —49,994

Na obu prostych wyznaczono 18 punktow, dla, xe<0,-,85> ,
z krokiem co 5 mm. Ponadto utworzono dwa dodatkowe
zbiory punktéw o nazwie sgsiedztwo zmieniajgc wspot-
rzedng y; przemiennie o warto$é¢ =0,02. Dane z czterech
utworzonych zbioréw wprowadzono kolejno do programu
SIGML.EXE. Wyniki obliczen programu dla plikéw z danymi
o kacie nachylenia prostych 30°i 120° zamieszczono w tabli-
cy 1 (L.p.7 oraz L.p.3). Wyniki obliczer programu dla plikéw
30° i 120° sgsiedztwa zamieszczono w tablicy (L.p.2 oraz
L.p.4). Zmiana wspéirzednych y; punktéw w zbiorach sg-
siedztwa (L.p.2 oraz L.p.4) ma niewielki wptyw na parame-
try prostej normalnej (b;,by;) i jej nachylenie. Zmienia sie
tylko nieznacznie parametr p, okreslajgcy odlegtos¢ prostej
od poczatku ukiadu globalnego. Program SIGML.EXE oblicza
odchytke prostoliniowosci ujemng — MIN, dodatnig — MAX
wzgledem prostej regresji oraz odchytke sume — DEVLC.
Dla zbioréw oznaczonych (L.p.7 i L.p.3) odchytki te wyno-
szg 0, gdyz punkty lezg na prostych.

Program SIGML.EXE umozliwia ponadto obliczenia parame-
tréw prostej regresji (by;,b; o ) oraz nachylenia wyrazonych
w stopniach.

3.2. Nachylenie i odchytki prostoliniowosci
od dwéch prostych 2D po skanowaniu

Skanowanie prostej 2D na manualnej WMP wykonano na
ramionach pryzmy (rys. 7). Katy ramion pryzmy wynosity 45*
i 135* wzgledem ukfadu globalnego.

Wyniki obliczer programu SIGML.EXE dla punktéw po ska-
nowaniu prostych na pryzmie, pozyskanych z WMP VIS War-
szawa, zamieszczono w tablicy 2.

W celu poprawienia doktadnosci obliczen srodka ciezkosci
S(x,y.z) program SIGML.EXE usuwa punkty bliskoznaczne

uzyskane podczas skanowania. Przyjeto wzajemna odlegtosé
punktéw pomiarowych <1 mm. Liczba punktéw w zbiorze
zmalata z 52 do 16. Program oblicza odchytki prostoliniowo-
$ci ujemna — MIN, dodatniag — MAX oraz sume DEVLC wzgle-
dem prostej regresji, parametry prostej regresji (by;,b,;.0)
oraz nachylenie w stopniach.

Programem SIGML.EXE obliczono nachylenia, odchytki pro-
stoliniowosci, tzn. odchytke ujemnag — MIN, dodatnig - MAX
oraz odchytke — suma DEVLC, wzgledem prostej regresji.
Dla zbioru danych L.p.7 odchytki te wynoszg 0, gdyz punkty
leza na prostej. Dalej program SIGML.EXE oblicza parame-
try prostej regresji (by;, by, bs;) (i — indeks wektora w tabli-
cy wektorow wtasnych B2), nachylenia oraz katy: W1°i W2°
w plaszczyznach OXY i OXZ.

Rys. 5. Skanowanie prostej 2D na manualnej CMM gfowica pomiarowa
z sztywnym trzpieniem i koncdwkgq sferyczng

Tablica 2. Nachylenie prostej i odchytki prostoliniowosci od prostej 2D po skanowaniu

i . i Odchytki Odchyt. Wspétczyn./ Wspétczyn./ Odlegt.
Zbiory punktéw Liczba ) .
e (XY iZ;) unkt prostolin. Suma Kat Kat od proste]
i punie: MIN/MAX DEVLC by /0;° by /B p

1 Pro.Skanow.
45° 55/16 -0,0131/0,011 0,0241 0,7174/45,8382 ~0,6967/44,1618 13,2069

5 Pro.Skanow.
135° 52/16 -0,0115/0,0147 0,0297 0,7127/134,5462 0,7015/44,5462 49,3021
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4. Podsumowanie i wnioski

Zalecanym oprogramowaniem do obliczenia odchytek pro-
stoliniowosci w manualnych CMM jest regresja ortogonalna.
Jesli w oprogramowaniu CMM (np. XYZ88.FOR VIS [5]) takich
podprogramow nie ma, nalezy pliki z wynikami pomiaréw
prostych 2D lub 3D na CMM wykorzysta¢ do obliczen od-
chytek prostoliniowosci poza maszyng wspétrzednosciowa.
Na przyktad, wspoétrzedne punktow Pi(x;,y;,z;),i=1,..,n
uzyskane z pomiaréw prostych wprowadzi¢ do programu
regresji ortogonalnej (np. SIGML.EXE) i uzyskaé poprawne
wyniki odchylek prostoliniowosci. Przedstawiony program
ustala rowniez réwnanie prostej (na ptaszczyznie i w prze-
strzeni) co pozwala skontrolowac poprawnosé¢ wykonania
nachylen katowych prostych na mierzonym przedmiocie.

Lepszym rozwigzaniem mogtoby by¢ wprowadzenie uzu-
petnien do programu wspétrzednosciowe] maszyny po-
miarowej (np. XYZ88.FOR [5]), ale nie jest to zadanie proste
a czasami wrecz niemozliwe, gdyz twércy oprogramowania
nie udostepniajg programéw zrédiowych uzytkownikom,
ktérym przekazano maszyne wspoétrzednosciowy do uzytko-
wania.
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