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EStymacja niepewnosc charakterystyki
7 pomiarow w punktach kontrolnych

Zygmunt Lech Warsza
Przemystowy Instytut Automatyki i Pomiarow PIAP, Al. Jerozolimskie 202, 02-486 Warszawa
Jacek Puchalski
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Streszczenie: w pracy oméwiono dwie metody estymacji niepewnosci kilku wartosci
funkcji opisujgcej badang charakterystyke na podstawie pomiaréw w punktach kontrolnych.
Metoda |, nazwana deterministyczng, wykorzystuje w interpolacji niepewnosci typu B w tych
punktach korzystajgc z liniowej aproksymaciji przebiegu maksymalnych dopuszczalnych
bteddw przyrzaddéw. Metoda Il polega na statystycznej estymaciji niepewnosci dla wartosci
funkciji jako liniowej kombinacji wynikéw pomiaréw w punktach kontrolnych. Do wyznaczenia
niepewnosci uzyto macierzowego rownania propagacji wariancji w posrednich pomiarach
wieloparametrowych, podanego w Suplemencie 2 do Przewodnika GUM. Jest to rozszerzenie

zastosowania tego Suplementu.

Dla dwu interpolowanych wartosci porownano wyniki estymaciji niepewnosci wzglednych

i bezwzglednych oraz ich sumy i réznicy otrzymane obiema metodami. Do interpolacji badanej
funkcji w catym zakresie podano zasade minimalizacji liczby kontrolnych punktéw pomiarowych.
Obie metody mozna stosowacé w wielu obszarach wspdtczesnej metrologii.

Stowa kluczowe: estymacja niepewnos¢ badanej funkgji, punkty kontrolne, pom

1. Wprowadzenie

W wielu obszarach praktyki pomiarowej, a w szczegdlnie
w pomiarach o duzej precyzji wystepuje zagadnienie: w
ilu i ktérych punktach badanej charakterystyki nalezy mie-
rzy¢ jej wartosci i z jaka dysponowana doktadnoscia, by w
calym zakresie jej pomiaréw nie przekroczy¢é wymaganych
wartosci niepewnoéci bezwzglednej lub wzglednej. Dotyczy
to na przyktad kalibracji przyrzadéw, badania charaktery-
styk czujnikéw, przetwornikéw i innych cztonéw systemoéw
pomiarowych, a ponadto kontroli elementéow i podzespo-
16w w produkcji, testowania i diagnostyki eksploatowanych
urzadzan.
W badaniach tych moga wystapi¢ nastepujace sytuacje:
—znane s3 réwnania opisujace badana charakterystyke
i doktadno$é uzytych miernikéw, np. dla woltomierza
cyfrowego jest to liniowa zaleznosé¢ dopuszczalnego bledu
maksymalnego. Nalezy znalezé przebieg niepewnosci
tej charakterystyki;
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—znany jest tylko rodzaj badanej funkcji menzurandu,
nalezy znalez¢ i jej parametry i przebieg niepewnosci;
—nieznany jest ani rodzaj badanej funkcji, ani rownanie

opisujace jej niedokltadnosé.

W badaniach podstawowych, aplikacyjnych i naukowych
nie ma zwykle istotnych ograniczen co do gesto$ci punk-
téw pomiarowych, kosztéw i czasu badan. Jesli parametry
funkcji opisujacej badana charakterystyke znajduje sie eks-
perymentalnie, to opis jej dokltadnosci wyznacza sie zwykle
metodami statystycznymi, w tym stosujac regresje liniowa.
Natomiast w wielu badaniach uzytkowych istnieja rézne
ograniczenia, ktére powoduja, ze trzeba zminimalizowaé
liczbe punktéw kontrolnych badanej funkeji, ich rozmieszcze-
nie i objeto$¢ informacji oraz czas i koszt jej pozyskiwania.
Zalezy to od jej rodzaju i zakresu wartosci, od mozliwo$ci
uzyskania wymaganej niepewnosci pomiaréw i od doklad-
nosci uzytej aparatury pomiarowej. Moze tez pojawic sie
wymaganie, by punkty kontrolne rozmieszczaé nieréwno-
miernie.

W pracy rozpatrzy sie przypadki, gdy estymacje niepew-
nosci wartosci funkcji y = f(x) opisujacej badana charakte-
rystyke nalezy przeprowadzi¢ dla wartos$ci x nie mierzonych
bezposrednio, polozonych w przedziale miedzy punktami
kontrolnymi (interpolacja) i poza tym przedziatem (ekstra-
polacja), ale w poblizu. Estymacji tej dokona sie na podsta-
wie znanych wartosci i niepewnosci w punktach kontrolnych.
Zbada sie ich zalezno$¢ od rozstepu punktéw kontrolnych
i ich polozenia wzdluz zakresu badanej funkcji. Okresli sig
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tez granice przedzialu, w ktérym estymowane niepewnosci
nie przekrocza wymaganych wartosdci oraz zaproponuje sie
procedure minimalizujacg liczbe punktéw kontrolnych.
Oméwi sie zastosowanie dwu metod estymacji niepewno-
$ci dla dowolnych wartosci badanej funkcji. Metoda I, nazwa-
na tu deterministyczna, polega na wyznaczaniu niepewnosci
z przebiegu bledu granicznego, znanego z przeprowadzonej
wiarygodnie kalibracji lub z danych od producenta. Meto-
da II jest statystyczna i opiera sie na wynikach pomiaréw
w punktach kontrolnych. Proponuje sie by estymacje ta
metoda przeprowadzaé tak, jak dla posrednich pomiaréw
wieloparametrowych, tj. wg wektorowej metody propagacji
niepewnosci, zalecanej miedzynarodowo w Suplemencie 2 do
Przewodnika Wyrazania Niepewnosci o angielskim akroni-
mie GUM [1]. Sluzy ona do szacowania niepewnosci zbioru
pojedynczych wartosci wielkoéci skojarzonych w posrednich
pomiarach wieloparametrowych, czyli elementéw multimen-
zurandu. W pracy proponuje si¢ zastosowanie tej metody do
estymacji niepewnosci dowolnej wartosci funkeji na podsta-
wie pomiaréw kontrolnych w ograniczonej liczbie punktow.

2. Zasady estymacji niepewnosci
punktow charakterystyki
wyznaczanych posrednio

Omawianie zagadnienia rozpocznie analiza prostego przy-
padku, gdy w punktach kontrolnych mierzy sie dwie warto-
$ci badanej wielkosci =, tj. =, z,, (z,>1,). Ich standardowe
odchylenia, oznaczane jako ¢, 0,, sa traktowane jako
niepewnosci bezwzgledne. Na podstawie tych pomiaréw
nalezy oszacowac:

—niepewnosci bezwzgledne 0, 1 wzgledne 0, = o/, dla war-

tosci z,, ktérych nie mierzy si¢ bezposrednio;

— zakresy dla estymowanych niepewnosci o zadanych warto-

Sciach granicznych;

—niepewnosci innych wielkosci zaleznych od x wg znanej

funkeji f(z).

Oméwi sie tez wybor liczby punktow kontrolnych zaleznie
od zakresu wartosci badanej funkcji i wymaganej niepewno-
$ci. Rozwazania stana sie bardziej ogdlne, jesli znormalizuje
sie mierzone wartosci, tj. odniesie si¢ je do szerokosSci prze-
dzialu pomigdzy punktami kontrolnymi z, — z,, do zakresu
pomiarowego z  — x, lub do wybranej wartosci z tego
zakresu, np. x__ .

Niepewnos¢ standardowa kazdej z kontrolowanych wartosci
z,, x, jest wedlug Przewodnika GUM [1] suma geometryczna

dwu skladnikéw
u=Jul +up. (1)

Niepewnos¢ u, (typu A) wyznacza si¢ metodami statystycz-
nymi z rozrzutu wartosci i liczby n powtarzanych pomiaréw
wielkosci mierzone;j.

Drugi sktadnik — niepewnoé¢ u, (typu B) obejmuje przewi-
dywany laczny wplyw wielu réznych oddzialywan na badany
obiekt, uzyte przyrzady i system pomiarowy. Maja one charakter
deterministyczny, lecz ich wartosci nie sa znane przy wykony-
waniu pomiaréw. Pochodza od wplywéw wielkosci, ktore moga
pojawié si¢ w warunkach dopuszczalnych w znamionowym okre-
sie eksploatacji [1, 2]. Zrandomizowanym oszacowaniem tych
wplywow jest warto$¢ standardowe]j niepewnosci u,. Wyznacza
sie ja heurystycznie dla przewidywanych rozkladéw prawdopo-
dobienistwa i granicznych wartoéci oddziatywan. W tej pracy
nie bedzie si¢ szczegdlowo analizowaé poszczegélnych sktado-
wych niepewnosci u,,.
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Rozwazania beda dotyczy¢ przypadkéw, gdy niepewnosci dla
wartodci z;, z, mierzonych w punktach kontrolnych sa znane
z pomiaréw i z danych przyrzadéw. Gdy mierzy sie je niesyn-
chronicznie, na zakresach o réznej dokladnosci, lub réznymi
przyrzadami, to nalezy zalozy¢, ze ich wspélezynnik korelacji
P, — 0. Niezmiernie rzadko p , < 0. Przy pomiarach tym samym
przyrzadem i w jednakowych warunkach p,, — 1. Ze wzrostem
wartosci mierzonych z, 2 x, niepewno$¢ bezwzgledna zwykle tez
wzrasta, tj. u, = u i to czgsto proporcjonalnie.

W metodzie I stosuje sie opis niepewnosci punktéw mierzo-
nych wynikajacy z maksymalnego dopuszczalnego btedu przyrza-
déw pomiarowych, ich przetwornikéw i czujnikéw [2, 3]. Modul
tego bledu podaje sie jako sume dwu sktadowych, addytywnej
i multiplikatywnej, zalezna liniowo od mierzonej wartosci x, czyli
menzurandu, w postaci [2, 3]:

NENEE

max

+(x—x0)|8s| (2)

max

A Ty

max

gdzie: moduly dopuszczalnych bledéw bezwzglednych: [A | -
dla wartosci z i |Azn| = dla poczatkowej wartosci zakresu 1z,
(np. 7, = 0); & = K;X,% /(m—zo) — wzgledny blad réznicy
(z — x) sygnalu wyjéciowego lub odczytu; |& o dopusz-
czalny modul tego btedu.

Z dwu granicznych wartosci +|Az| , *|Az|  bledu dopusz-
czalnego (1) dla z,, z, menzurandu, wyznaczy¢ mozna liniowy
przebieg funkcji niepewnosci. Dla rozrzutu z wewnatrz prze-
dziatu bledéw granicznych (A | . *|A | zwykle przyjmuje
si¢ rownomierne rozktady prawdopodobienstwa oraz ich odchyle-
nia $rednie kwadratowe o, 0, — jako standardowe niepewnosci
bezwzgledne. Wspélczynnik korelacji miedzy niepewnosciami
z calego zakresu wynosi 1.

Odnoszac wartosci z, z,, 7, do maksymalnej wartosci z_
zakresu pomiarowego otrzyma si¢ wartosci wzgledne:

X

__Z _n _ Ty
}/y: - ) }/rl - ) 7.:,2 -

max max max

3)

oraz x — x, = (y, ~y,)7,,. i dla e, = const — liniowy przebieg

niepewnosci o tangensie kata nachylenia:

0,-0, 0,0,

= (3a)
Vo =Vn Vo =7
Standardowa niepewnosé¢ bezwzgledna o, wynosi
O-z: = M(GTQ - O-'rl) + O-l‘l (4)
Vo = Vn

Po jej normalizacji do niepewnosci o, # 0 pierwszego punktu
a1
kontrolnego z,, otrzyma si¢ 0, = 0,/0 |

Ve = Va e+ Voo = Ve
Voo = Va1 Vio = Va1

c, = ezl r-e (4a)
y—1

n

Vi 7/_1

gdzie: y=ux,/7, e=0 /0, — stosunki wartosci i niepewnosci
punktéw kontrolowanych =z, ,.

Liniowe przebiegi kilku znormalizowanych niepewnoéci bez-
wzglednych przedstawiono na rysunku 1.
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Rys. 1. Znormalizowana niepewnos$¢ o, /o, jako liniowa funkcja
znormalizowanej wielko$ci mierzonej y, = x/x, ., €= 0,10, .,V = X,/X,

Fig. 1. The normalized uncertainty o /o , as linear function of the

x 7 x1
normalized of measured values y, = x/x__, € =0_/0,, and y = x,/x,

Ze wzoru (3) wynika, ze dla o, = 0

_ Ve1Ou2 ~ V2O
Vooo = = (5)
O~ 0y

Standardowa niepewnos$¢ wzgledna wielkosci

6355&: ]‘_h 5(1‘—:5)-'—}/1151'1 (6)

x }/.’II ’ ! }/.’II
Odnoszac ¢, do 6 # 0 oraz oznaczajac yz& )
' ' T Vn

L -1. . PP .
otrzymuje sie 5(12_1]) = 5—15“ i zalezno$¢ hiperboliczna:
O _Yuy—€ el (7)
6, v, r-1 7-1

Ze wzoru (7) wynika, ze 6 /0, — oo dla malych wartosci
y,— 0.

Metoda I jest bardzo prosta, jesli dla maksymalnego bledu
i niepewnosci mozna przyjac¢ zaleznosci liniowe. Stosuje sie ja do
przyblizonej liniowej estymacji niepewnosci w calym zakresie,
lub tylko w jego czesci niewiele szerszej od przedziatu pomiedzy
warto$ciami kontrolowanymi (z;, z,). Nieliniowe przebiegi mozna
aproksymowa¢ lini¢ tamana o innym nachyleniu w kazdym prze-
dziale miedzy kolejnymi punktami kontrolnymi. W metodzie
tej nie uwzglednia sie jednak statystyki danych pomiarowych,
w tym wplywu korelacji miedzy niepewnosciami wielko$ci mie-
rzonych o, 0, gdy wspélezynnik p , #1 oraz nie mozna
wyznaczy¢ korelacji estymowanych wartosci z, x, 1 zaleznosci
ich niepewnosci od p ,, Trzeba tu zatozy¢, ze wszystkie wsp6l-
czynniki korelacji sa réwne 1.

3. Metoda Il - statystyczna

3.1. Estymacja niepewnosci bezwzglednej

w przedziale miedzy punktami kontrolnymi
Zaleznosé niepewnoséci dla wielkosci « wewnatrz i na zewnatrz
przedzialu migdzy jej dwoma wartosciami x,, z, zmierzonymi
w punktach kontrolnych, w ogélnym przypadku moze by¢
nieznana. Wartos¢ z, zalezna liniowo od z,, z,, estymuje si¢
z pomiaréw jako ich superpozycje:

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

xc=xl+k(x2—x1)=(1—k)xl+kx2 (8)
gdzie: wspotezynniki k() — wspotezynnik 0 < k<1 dla s <z <1,

Jesli zaleznosé niepewnosci od mierzonej wielkosci z, 0, = f(z)
nie jest znana, to niepewnos¢ o, wartoéci z, nalezy oszacowaé
posrednio z wartosci i niepewnosci pomiaréw kontrolnych. Przy
statystycznym opisie dokladnosci za pomoca niepewnosci, war-
tosci kontrolne, np. =, z, ich niepewnoéci o, 0, jak i wartosci,
ktérych niepewnosci estymuje sie posrednio z tych pomiaréw,
np. 7, z,, modeluje si¢ zmiennymi losowymi. Skorzystamy tez
z wektorowej metody wyznaczania niepewnosci multimenzu-
randu podanej w Suplemencie 2 do Przewodnika GUM [1].

W metodzie tej analizowany multimenzurand wyjsciowy Y
opisuje sie ogdlnie réwnaniem macierzowym

Y = F(X) (9)

Elementy wektora wyjéciowego Y wyznacza si¢ posrednio
z pomiaréw elementéw wektora X. Ich niepewnosci i wspot-
czynniki korelacji zawiera macierz kowariancji U,. Macierz t¢
wyznacza sie z wektorowego prawa propagacji wariancji [1]:
U,=8U,S" (10)
Na przyklad, gdy estymuje sie niepewnosci dwu wartosci ana-
lizowanej funkcji, tj. dla wyjsciowego menzurandu =, = [z, ]
o macierzy kowariancji U, , to macierz czulosci S i macierze
kowariancji U, 1 U, wielkoéci & = [z,, 2,|" i 2, maja postaci:

axcl axcl
dr, OJz
S = (lla)
axd ax{:?
oz, Oz,
o’ L1900,
zl z1,2% 71 22
Uy = (11b)
2
p[l.Zo-zlo-IZ 0-12
2
O.Z‘El pzcl 2O.zclo-zc2
Uy, = | (11c)
2
pzcl.ZO-zclo.zCZ O-J:CZ
gdzie: 0, 0,10, , 0 ,— niepewnosci bezwzgledne, p_,,p .,

— wspdélezynniki korelacji.

Jesli niepewnosci wzgledne w pomiarach nie przekraczaja
kilku procent, to z réwnania (10) wyznacza sie niepewnosci
dla nieliniowej funkcji przetwarzania ¥ = F(X) z uzyciem jej
jakobianu S = 0Y/0X.

Do opisu estymacji niepewnosci dla dwu wartosci =, z,,, gdy
zalezg liniowo od mierzonych wartosci z,, 7,, zastosujemy kom-
binacje liniowe o wspélczynnikach « , a,, a, oraz §,, B,, B,, tj.:

z, (a) = oz, + 0T, + o (12a)

Zeo (ﬂ) = p, + B, + By (12b)

Wspétezynniki @ = [, a,, a,] i B = [B,, B,, B,] nie zaleza od
wartosci 7, i 7,. Wybiera si¢ je w sposéb dowolny. Sg one ogra-
niczone tylko przez warunki brzegowe. Mozna je wybra¢ tak, by
byty spetniane przez odpowiednie wartosci z, i , estymatoréw,
np. ich wartosci érednie.
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W szczegdlnym przypadku, gdy wyniki pomiaréw kontrol-
nych z,, 7, sa nieskorelowane, czylip , , = 0, to z (10) i (12a, b)
wynika, ze wyjSciowa macierz kowariancji U, ma nast¢pujaca
postaé rozwinieta:

0|l B
Uy =SUS" = ! =

B B0 on]le B

o oo

alﬂlo-.:l + a2ﬁ20.12,2

2 <2 2 <2
lo-zl +ﬂ20-z2

2 2 2 2
al O.'tl + a? O-.1:2

alﬂlo-fl + aZﬂZGzZZ

Wystepujace w zaleznosci (13) na gléwnej przekatnej kwa-
draty niepewnosci (wariancje) dla z (@) i z,(B) wynosza

o, =ajo, +oiol, da z, = o, + o, + a, (14a)
O-.TQ,cz = Bioi + 220-5,2 dla z, = Bz, + Bz, + f, (14b)

Za$ ich wspotczynnik korelacji
a.p +a,pe’ (15)

pa/? =
\/af + o€’ \/ﬂf + B’

O
O

gdzie € = — stosunek niepewnosci wielkoéci zmierzonych

.Z'Z 1 .771.

Z réwnan (13) i (15) wynika, ze wartodci «, i z, tez beda sko-
relowane. Ich wspélczynnik korelacji wynosi

p, =k (16)
(1-k) + 8%

Zalezno$é (16) wspotezynnika korelacji p, ,  jako funkeje
parametru k dla kilku & przedstawiono na rysunku 2.

Z wartosci x 1 ¥, mozna nastgpnie wyznaczy¢ wielkosci opi-
sane inna funkcja wektorowa G-

z= G(z) (17)
Macierz kowariancji U, wielkosci z = [z, z]|" jest wéwczas

okreslona zgodnie z prawem propagacji wariancji dla uktadu
wielowymiarowego (10) jako:

U, = SGUX.:SGT (18)
9% 9
axcl axc2
gdzie S; =
9% 9%
dz, OJz,,

Z macierzy kowariancji U wyznacza si¢ zarowno niepewnosci
wielkosci wyjsciowych z, jak i ich wspétczynniki korelacji. Jesli
postaé funkcji G jest prosta, np. liniowa, to wykonuje sie naj-
pierw operacje matematyczne na wartosciach wejsciowych
i z,, a nastepnie stosuje si¢ poprzednie formuly uzyskane dla
elementéw macierzy kowariancji, np. dla sumy /réznicy interpo-
lowanych wielkosci:
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Rys. 2. Wspétczynnik korelacji p
parametrow € = 1; 1,5; 2

Fig. 2. Correlations coefficients p
parameters € = 1; 1.5; 2

w funkcji parametru k dla réznych

xixc

as function of parameter k for different

x1xe

AI(J = I{:2 :t 'Trtl (198“)
Az, =(Bta)z +(Bta)u, + B *a (19b)
Podobnie wyznacza si¢ niepewnos$é tej sumy/réznicy
2 2
O’im( = (ﬂl * al) O-j, + (ﬂ? x 0(2) O-.i_) (20)

Wzér (20) mozna tez otrzymaé bezposrednio z niepewnosci
(14a, b) i wspolezynnika korelacji (15). Nalezy zsumowaé kwa-
draty niepewnosci wielkosci =, z, i doda¢/odja¢ podwdjny ilo-
czyn ich wspélezynnika korelacji.

Wielko$¢ z,, ktérej niepewnos¢ si¢ estymuje, w przypadku
liniowym jest zwiazana z wielkosciami =, z, tak samo, jak
w interpolacji metoda I, przez formule (8). Wspélezynnik poloze-
nia k dla wielkodci 2 wyznacza si¢ rozwigzujac réwnania (8), tj.:

_ T _ Ve Vn (21)

Voo = V1

k

Ty =T

Zalezno$¢ liniowa (8) wystepuje réwniez dla k<01 k> 1. Wiel-
ko$¢ z_ jest wowczas ekstrapolowana. Stad dla nieskorelowanych
wielkoéci 2, z, z (15a, b) otrzymuje si¢

ol =(1- k)2 o’ + ko, (22)

Po znormalizowaniu niepewnosci 0, i 0, do 0, czyli dla

O, . o} T s . .
0, =—% i ¢=— oraz odniesieniu wartosci zmierzonych
O O
7, w, i wartodci estymowanej x, do zakresu pomiaréw
z -, dla z = 0 otrzymuje si¢
(o3 2
0, =—==(1-k) +&%’ (23)
0-1:1

lub dla wzglednych wartosci wartosci wzglednych y , v, v,

0,. = ﬁ\/( Voo =) +€ (1 —7a) (24)
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W metodzie II wyrazeniu (4a) odpowiada:

2 2
O'W=L 7—& 2| Y
-1 Ve Vet

Przyklady przebiegéw niepewnosci bezwzglednych dla obu
metod przy dwu wartodciach stosunku niepewnosci € iy = 2
przedstawiono na rysunku 3.

(25)

19 . — Metoda I =1 — Metoda I1 e=1 E;
P dn:._i‘i — Metoda I =15 - -Metoda 1l e=15 .
17 Ox1 ,’:ID,Z?:
1'5 /"/ =
15 £ ot
o= =S
1.3 |y e - Py
1,2 i -
11 ~ T 034 - ~“ o2
P ] N s 5. O S ZANE o
09 0:224 — e - =Y T,= 2,21

= Wigaa—=t" 110,29 =
08 7,= 0,79 = et — Yar
07 et T

Rys. 3. Poréwnanie metod | i Il do interpolacji 7 = L£S

niepewnosci
x1

bezwzglednych dla x, w funkcji parametru dla réznych wartosci

. P JXZ .
stosunku niepewnosci £ = ——,€=1;1,5iy=2

x1

Fig. 3. Comparison of two method of interpolation of absolute uncertainties

&

of values x as function of parameter T = =X for different values of
Vit

the uncertainties’ ratio € = 1; 1,5 and parameter y = 2

Ze zrézniczkowania funkcji (24) po y, i powrocie do warto-
$ci z, wynika, ze osiaga ona minimum dla

Ly — Ly

=, + S
1+¢

Z, ‘O',L:min_ 1

(26)

Z (26) wynika, ze polozenie minimum wewnatrz przedzialu
< =z, m, > zalezy tylko od jego szerokosci z, — z, i stosunku

. , . O, . ;. I .
niepewnosci € = —2 jego krancéw. Polozenie przedziatu kon-

Eas

trolnego w badanym zakresie z - 1, np. zakresie pomiarowym
przyrzadu, nie ma wpltywu. W wartosciach wzglednych otrzy-

muje sie

2
1€ T, o
Ve o= L2 =y LT (27)
" 1+e& 1+e&
oraz spelniony jest warunek y,, < 7,.| 5 _uu< ¥, PO normali-
zacji doy
2
&+ -1
rmin = rzc |a =min —Z/ =1 7_2 (28)
" l1+¢ 1+¢

Polozenie maksimum réznicy miedzy niepewnosciami inter-
polowanymi obiema metodami
_ }/.’L'C 0, =min

max + \/%

Vo 2(1 + &

b te)

)(7—1)(8—1)=

(29)

=1+

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

, ‘ ====-tmin funkcji y=2
M. ---tmax y=2
18 \ S — - =t min funkeji — y=3
\\‘~ _____ T max fyz3
1,6 '\ Seeell
R~ - ..
1,4 +~ ~ o T
\\\\- ~~“-——-
1,2 S N . T
. “-~--—-—--‘-=__“.:ma..r—
1 3 5 / °

Rys. 4. Wykresy potozenia minimum funkcji niepewnosci
interpolowanej metoda Il i potozenia maksymalnej odlegtosci miedzy
niepewnosciami interpolowanymi metodami l i Il

Fig. 4. Plots of the position of minimum of interpolation function in the
method Il and the position of the maximum distance between uncertainties
estimated by methods | and Il

Minimalna unormowana niepewnos¢ o, . zalezy tylko od sto-

sunku niepewnosci ¢ punktéw kontrolnych:

o-nmin = L (30)
V1+é?
Na rysunku 5 podano wykres funkcji o, = f(z). Wynika

z niego, ze interpolowana metoda II niepewnosé bezwzgledna
w przedziale z,, 7, jest mniejsza od niepewnosci w punkcie
poczatkowym z, dla & = 1 o mniej niz 30%. Dla & = 2 zmniej-
szenie to nie przekracza 10%, a dla € ~ 22,3 estymowana niepew-
nos¢ jest mniejsza od o, tylko o 0,1%. Dla pierwszego i innych
przedzialéw, gdy jedna z niepewnosci krancéw, np. poczatkowa
0, — 0, to minimum nie wystepuje. Bedzie tak m.in. w most-
kach i przyrzadach z automatycznym lub recznym ustawianiem
wartosci 1, wg wzorca.

Onmin ——-—-T-T="
0,95 =

0,9 /
0,85 /
0,8 |1

0,75 |

&
07 !

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Rys. 5. Znormalizowana minimalna niepewnos¢ bezwzgledna o, .
w funkcji stosunku niepewnosci € kranncéw przedziatu

Fig. 5. Normalized minimum absolute uncertainty in the interpolation
interval as a function of parameter €

Wzér (25) moze tez stuzy¢ do ekstrapolacji niepewnosci poza

interpolowanym przedziatem, tj. dla Lo o orag Yo s y. Roz-

}lz 1 7/11

nica kwadratéw interpolowanej obiema metodami niepewnosci

w punkcie =Y _ 7‘2"1

Va1

Wynosi

2 2 £

(O'M —O',m) max=5 (31)
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Zaleznosé kwadratu niepewnoéci dla metody II jest parabo-
liczna. Przy ekstrapolacji wg (25) jej wzrost o €/2 wystepuje
w jednakowych odlegtosciach od wierzchotka paraboli o wspél-

+1 el +1 -1
rzednej 7 = 7_7 tj. w punktach: 7, = Yorz _ ¥ +2 Y .
2 }/arl 2 2
Va2

Przyktadowo, dla y = 2 otrzyma si¢ 7,, = = (0,79 oraz 2,21.

xl
Niepewno$c¢ estymowana metoda II jest w tych punktach wiek-
sza od uzyskiwanej metoda I. Ich réznica kwadratéw
ol -0’

nr nac

£ . . ., .
= Y ma znak przeciwny niz w srodku przedziatu.

Maksymalna réznica miedzy niepewnosciami estymowanymi
obiema metodami wewnatrz przedzialu wystepuje w poblizu

punktu %, [y i, tj- dla punktuo
Tpy = Ve lo, min \/2_(7/_1) (3—1) i wynosi
Y 2(1+¢”)
8(1 +e- \/%)
(0. -0u) = e (32)

Dla ¢ = 2 maksymalna réznica znormalizowanych niepewno-
$ci wynosi 0,4.

Na rysunku 6 zestawiono zalezno$¢ modultu réznicy niepew-
noéci dla obu metod w funkcji parametru dla trzech wybra-
nych punktéw.

1,2

1,1 |Unx — Onxc ] Umax 1o
1

-— e - — — — Cd

0,9 =

0,8 -~

0,7 -

0,6 =

0,5 -

0,4 //

0,3 =

02 M=l = == o e e e e e =

0,1
0

112141618 2 22242628 3 32343638 4

Rys. 6. Wartos¢ bezwzgledna réznicy znormalizowanych niepewnosci
miedzy obiema metodami w przedziale interpolacji i poza nim
1 -1
r+ + \/EL i dla wartosci maksymalnej
2e(y-1)
2(1+€9

niepewnosci kranicéw przedziatu

w punktach 71, =

( 5-1)wfunkcji E= e

Tmax = Ve Ia,, min +

czyli stosunku

x1

Fig. 6. Modul of absolute difference between two methods inside and

+1 -1
outside of interpolation interval in points Ty 2 = VT +4/2 y2 and for

. J2e(y-1) . .
maximum value Tmax = Ve o min +W( 6—1)as function of ratio
+
P Oxo
Oxi

Kilka przykladéw réznicy niepewnosci i réznicy kwadratéw
niepewnosci z rys. 6, przyblizonych do dwoch cyfr po przecinku,
zamieszczono w tabeli 1.

7Z tabeli 1 wynika, ze réznice bezwzglednych niepewnodci,
wyznaczone metodami I i II w jednostkach znormalizowanych
nie przekraczaja 0,4 dla ¢ < 2. Natomiast na rysunku 6 widac,
ze dla & < 3 réznica ta nie przekracza 0,5. Odleglos¢ punktu 7,
od linii prostej w metodzie I jest mniejsza niz odleglto$¢ maksy-
malna w przedziale interpolacyjnym. W punkcie 7, przekracza
si¢ warto$¢ maksymalna w przedziale interpolacyjnym dla & = 2
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Tabela 1. Réznice znormalizowanych niepewnosci obu metod

w wybranych punktach

Table 1. Differences of normalized uncertainty of both the method in chosen
points

I~ O T O
g | T | T T T =079
T=079 | T=22 | . T
1| =022 | =022 | =029 | =029 05
15| =035 | =02 | ~03 | =03 | 075
2 | 2048 | =022 | x040 | 038 1

i odlegto$¢ miedzy krzywymi ekstrapolacyjnymi jest wicksza
0 0,08 od wartosci maksymalne;j.

3.2. Estymacja niepewnosci wzglednej metoda Il
Z zaleznoéci o, = 0, x otrzymuje si¢ dla niepewnosci wzglednej
w punkcie z, rtéwnanie

Z Z Voo =71 Voo =V

c c

2 2
620 =&=i [7/12_7/1‘(:] afl+[%cc_%tljaf2 —

- - (33)
Yoo 4 1-ta
= | e |52 4] T | 52
Lo 4 1-fa
Vi Veo

A po normalizacji do niepewnosci 8 | otrzymuje sie:

2 2
U AN PR/ I Py A1 (34)
61:1 71:2 - 711 77;4: }/;r:ﬂ

Zalezmo$é (34) jest zblizona do hiperbolicznej i w catym zakre-
sie y,, jest ona malejaca.

Na rysunku 7 zestawiono zaleznosci niepewnosci wzglednych
w funkcji y,  dla parametréw y , v, i stosunku nie-

Ou _ ﬁé‘m _ Ve S,
T Oy Y Oy

pewnosci punktéw kontrolnych & =

O-zl

=2

£=125 =15

o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Rys. 7. Niepewnos$é wzgledna wielkosci wyjsciowych —<

w funkcji

x1

X,
znormalizowanego pradu }{. = —£L— dla parametréw Y, =0,1;
max

Y,.=0,9; €=11,25;15; 2

XC

Fig. 7. Relative uncertainty of output uncertainties as function of

x1

X
¢ for parameters y,, =0,1; y,,=0.9; € = 1;

normalized current Ve =
1.25;1.5;2 X max
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ac

Podobne wykresy otrzyma si¢ tez dla innych wartosci

1

parametrow € iy , ¥,

Z zaleznoéci (15) otrzymuje sie wsp6lczynnik korelacji miedzy
dwoma dowolnymi estymowanymi znormalizowanymi warto-
$ciamiy iy, .,z danego zakresu pomiarowego

1)32

(7,_7%][},_7@&]_,_(%2_1][7%1 _
Ve Ve Ve Ve
Puetzez = 5 - 21 - 5 -
\/7_7%:1 o Lo 4 52,\/ },_@ 1| Feer _
Vi Vi Va Va1
Jest on identyczny dla wzglednych i bezwzglednych niepew-

nosci. Jego przykladowe przebiegi dla trzech wartosci y,  podano
na rysunku 8.

2
1] £

(35)

1 peeTTTvee g e ——— Se—— T T — — —
Pxcixcz ¢l -~ TUs——-
0,8 P Pl
,/ 'V..chzzo-l Yxc2=0.5 Yxc2=0.9
Zz © 000000 Ewmmme - en =
0,6 ,’I 7 o..‘
0,4 yis 4 .‘-.
L’ ’
v /7 ..,
0.2 5
y ...,
0 7 AT
’
02 & 0,2 0,4 0,6 08 1
Vxc1 =%
0,4 max

Rys. 8. Wspétczynnik korelacjip, . .,
w funkcji znormalizowanej wartosci x_, (y,., = X_,/X ..
Y,.=09;€=2;y, ,=0,1;0,5;0,9

Fig. 8. Correlations coefficient of output values xc1, xc2 as function of
normalized quantities xc1 (y,, = x./x ) fory, =01;y,,=09€=2;
Y, =0.1;0.5; 0.9

estymowanych wartosci x_, x,
ydlay, =0,1;

2

4. Porownanie interpolacji metodamilill

Do analizy wybrano pomiary w dwoéch punktach kontrolnych
Y. = 0,1;y,=0,9. Na podstawie ich niepewnosci wyzna-
czono wartosci niepewnoéci w calym zakresie pomiarowym
metoda I dla liniowego przebiegu bledu granicznego — wzér (4)
i metoda II dla propagacji wariancji — wzér (25). Charakte-
rystyki obu estymowanych niepewnoéci podano na rysunku 9.

Oxc Metoda I Metoda I1

1,55
1,45
1,35
1,25
1,15
1,05
0,95
0,85
0,75
0,65

o 01 o2 03 04 05 06 07 08 09 1

Rys. 9. Estymacja niepewnosci dla metody lill y,, =0,1; y,,=0,9dla
réznych stosunkéw niepewnosci wyznaczonych w dwu punktach
pomiarowych € = 0,,/0,, = 1;1,25; 1,5

Fig. 9. Estimation of uncertainties by two methods for y , = 0.1; y ,= 0.9 and
few ratios of uncertainties in measurements points: € = 0 /o , = 1; 1.25; 1.5

x2 7 x1

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

Niepewnoéci wzgledne wg obu metod znormalizowano jako
stosunki z niepewnoscia wzgledna w pierwszym punkcie pomia-
rowym, tj. do 4 . Zatem

Ou _ 5.0, _ 1, (36)
o, 1,0, 710,
Zmnormalizowane niepewnosci wzgledne wynosza
i - yzlo-zs (37)
6x1 }/a:co-zrl
Dla metody I otrzymuje sie
Guf _Yay=e€, €71 (38)
511 I yu }/_1 7/_ 1
oraz dla metody II:
2 2
@ =_1 1_& 4 1_ﬁ g? (39)
Ouly, 7-1 Yo Ve

Dla poréwnania obu metod, réznice znormalizowanych nie-

f7g

o,

1

xe

pewnosci wzglednych oznaczono jako A = . Jej prze-

Jig z1r

bieg podano na rysunku 10.

0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

0N\ |
-0,1 S —em—— I

0,2 Xmax

0 010203040506070809 1

4 e=1.25 e=1.75

|
|
‘\
W

Rys. 10. Poréwnanie niepewnosci wzglednych estymowanych
metodami | i Il: dla wielkos$ci kontrolnycho y  =0,1; y,, = 0,9 i réZnych
stosunkow ich niepewnosci € = 0,,/0,, =1.25; 1.5

Fig. 10. Comparison of relative uncertainties estimated by methods | and
Ilfory, =0.1andy,, = 0.9 of control quantities and few ratios of their
uncertainties: € =0 /o, =1.25;1.5

X2 x1

W tabeli 2 zamieszczono znormalizowane niepewnosci bez-
wzgledne wyznaczone dla obu metod w punktach, w ktérych
przy stosowaniu metody II wystepuje warto$¢ minimalna esty-
mowanej niepewnoéci

Niepewno$¢ bezwzgledna estymowana metoda I zmienia si¢
liniowo w funkcji wielkoéci mierzonej x w calym zakresie, za$
wzgledna zalezy od x hiperbolicznie. Natomiast niepewnosé bez-
wzgledna wg metody II ma przebieg o charakterze parabolicz-
nym, a wzgledna — o hiperbolicznym. Pelna zgodnosé¢ wynikéw
obu wariantéw wystepuje tylko w punktach pomiarowych. Poza
krancami ich przedzialu, niepewnos$¢ estymowana metoda 11
szybko wzrasta. Metoda ta uzyskuje sie mniejsze wartosci nie-
pewnosci wewnatrz przedziatu.

Maksymalne réznice niepewnosci wzglednych dla wybranych,
dosy¢ odlegltych punktéw kontrolnych, ponizej y, , < 0,1 nie
przekraczaja 0,4 dla stosunku niepewnosci koncéw przedziatu
¢ = 1,2, za$ niepewnosci wzgledne wg metody II sa wigksze.
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Tabela 2. Znormalizowanych niepewnosci bezwzglednych dla obu metod w punktach dla minimum niepewnosci estymowanej metoda Il
Table 2. Normalized absolute uncertainties for both method in points of minimum of uncertainties estimated by method Il

T /T o,/0,dlag =1 0,/0,dlae=125 0,/0,dlag =15
Metoda I Metoda II Metoda I Metoda IT Metoda I Metoda IT
0,10 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,35 1,00 0,76 1,08 0,79 1,15 0,83
0,41 1,00 0,72 1,10 0,78 1,20 0,85
0,50 1,00 0,71 1,13 0,80 1,25 0,90
0,90 1,00 1,00 1,25 1,25 1,50 1,50

W drodku przedziatu dlay , > 0,11 dla e = 1,25; 1,75 estymo-
wane metoda IT niepewnosci wzgledne sa ponizej 10% mniejsze
od wyznaczonych metoda I.

Jesli w oparciu o wiedze o badanym menzurandzie mozna
przyjac liniowy przebieg niepewnosci, to nalezy stosowaé metode
I, ktéra jest prostsza. Jedli brak jest informacji o zaleznosci nie-
pewnosci od wielkodcei mierzonej, to nalezy stosowa¢ metode I1.
Liczbe i rozmieszczenie punktéw kontrolnych ogranicza dopusz-
czalny wzrost niepewnosci za krancami odcinka kontrolowanego,
np. o 10%.

Ponadto metoda II dostarcza tez informacji o wspélezynniku
korelacji miedzy niepewnosciami w réznych punktach. Ma to
istotne znaczenie dla poprawnego wyznaczeniu niepewnoéci dla
funkcji kilku wartosci wielkodci mierzonej. Interpolacje niepew-
noéci wzglednych wyznacza sie z niepewnosci bezwzglednych.
Estymacja niepewnoéci wynikéw prostych dziatan matematycz-
nych dla dwu wartosci charakterystyki badanej jest oméwiona
na koricu pracy.

4.1. Interpolacja niepewnosci funkgji przy
pomiarach w n punktach kontrolnych
Interpolacja liniowa metoda I oparta jest w calym zakresie
badanym tylko na dwéch punktach pomiarowych. Interpola-
cja niepewnosci wielkosci mierzonej w zadanym zakresie z n
punktéw pomiarowych dotyczy metody II. W tym przypadku
rozpiecie funkeji niepewnosci opisanej wzorem (25) na dwéch
sasiednich punktach daje zmniejszenie jej wartosci do poziomu
opisanego w (28). Ilustruje to rys. 11.
Po oznaczeniu n kolejnych analizowanych warto$ci mierzo-
nej wielkosci z, i znormalizowanych do wartosci maksymalnej

jako y i w Vo o ¥, dla i =0, 1, .., n-1 oraz ich wyznaczo-
o-XC gn
Sn_'lj/‘
n-2_,
A
&,/ U erin oo
AU b ) B
&1/ Onjj+1 £
Yy, | 2
, 1+ £j+1
i Yxc
yxj yxj+1

Rys. 11. Interpolacja metoda Il dla n punktéw pomiarowych
Fig. 11. The interpolation of Il method on n measurements points
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nych z pomiaréw niepewnosci bezwzglednych jako o, wyznacza
si¢ wspotezynniki:
zi+1

(40)

i+1
i

przy zalozeniu, ze o # 0.
Niepewnoéci znormalizowane interpoluje sie w przedziatach

wielkosci z, na ktore podzielono zakres pomiarowy. Sa one okre-
$lone nastepujaco:

2 2
o _ axqi.]’+1 _ Hj 7z_7'+1 — Ve + Voe = ymj 82
KR I 8 PR j+1
O, Vajr = Vay Vajer — Ve
(41)

gdzie: y <y, <y 0,1, .., n1

g

W kazdym z przedzialéw interpolowane niepewnosci sa nie
mniejsze niz

€10,

2
1+e,

o, 2>

z0 =

O,

xcj,j+1

=0, 54

(42)

Z (30) wynika, ze maksymalne odchylenie od interpolacji linio-
wej w kazdym z przedziatéw, wyrazone w niepewnosci drugiego
punktu, wynosi

AO—'m:j‘j-ﬁ-l = ;00,50 (43)
gdzie:
1+, —+2¢€,,,
o = V= (43a)
+ 8j+1

Dla malejacego przebiegu zaleznosci i, od ¢, , — wzér (41),
na rysunku 12 podano maksymalng réznice wartosci interpolo-
wanych metoda II i liniowa metoda I, obliczona wg (41) w kaz-
dym z przedzialéw oraz maksymalna wartos¢ w tym zbiorze

= max Ao, ;
Osjsno1 it

Ao, (44)

Poczatkowo wydawalo sie, ze dla minimalizacji u,,, wystarczy
zwigkszenie parametru € aby otrzyma¢ minimalne odchylenie
wzgledne dla obu metod, jednak wéwczas rosnie tez wartosé nie-
pewnosci 0,,.,- Przy stosowaniu metody II moze to spowodowaé
wzrost bezwzglednego odchylenia w poréwnaniu do interpolacji
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0,3
Hj+1

0,25

0,2

0,15

0,1

0,05
Ej+1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Rys. 12. Zaleznosc¢ p,, funkcji parametru €,
Fig. 12. Dependence ;1“1 as function of parameter €

liniowej. Zatem w kazdym z przedzialow jest optymalna wartosé
parametru ¢, ktéra minimalizuje réznice (43).

W praktyce, gdy punktem kontrolnym pierwszego przedziatu
jest warto$¢ poczatkowa 1z, = 0, to wartos¢ niepewnosci o,
moze by¢ bliska zeru. Moze sie to nawet zdarzy¢ i dla punktéw
poczatkowych innych przedzialéw. Nalezy wowczas interpola-
cje odcinka poczatkowego przenies¢ na sasiednie dwa punkty,
w ktorych niepewnosé poczatkowa jest rézna od zera i do
niej normalizowaé¢ niepewno$é wyrazona zaleznoscia (36). Dla
odcinka poczatkowego, ktérego o, = 0 oraz, gdy x, = 0, niepew-
nos¢ mozna interpolowa¢ liniowo w calym przedziale wzgledem
sasiedniego punktu o, wg formuly:

.0,
- _erl (45)
I =

4.2. Minimalizacja liczby punktow kontrolnych

W tym i nastepnych rozdzialach wprowadza si¢ oznaczenie
zmiennej normalizujacej y, doy,, tj. A =y, /v, aby odréznié
jaody =@/t =7,/v, =4y

Metodal

Réwnanie liniowej interpolacji miedzy punktami A,, A, pro-
wadzi do uzyskania w punkcie 1, wartoéci znormalizowane]
interpolacji niepewnosci:

o-zc:zcz — ﬂ? 83 _1 + ﬂ(i _83 (46)
O’zl 23 - 1 ﬂ’{ - 1
Stad parametr dopasowania 0 < p < 1:
pgo-zc:zd :£€3_1+ﬂ‘3_£3 (47)

0,2 & )“3 -1 //13 -1

W interpolacji charakterystyki niepewnosci (rys. 13) przy
A, > &,: mozna zastapi¢ dwie krzywe rozpigte miedzy punktami
Ay Ay 1Ay, A, jedng krzywa miedzy punktami A, A, z pomini¢ciem
punktu posredniego y,

&[p(A-1)-4]+4
& -e,

£ > (48)

Na przyktad dla e, = 1,5, 4, = 2, 4, = 3, otrzymuje si¢ dla
p =009, & =04 A zatem punkt A, mozna poming¢, a inter-
polacj¢ migdzy punktami A,, A,, A, zastapic¢ interpolacja miedzy

Zygmunt Lech Warsza, Jacek Puchalski

LYY
A
N XM e
o ¥ Mo
xc NG N ,\,{A
o 94 €
Oy3 x1 7% et
£ =— 65 oz
Ox1 23
e = Ox2
, = —
Ox1 -
1+ I
D& A’Z —+
/13 -1 /13 -1 A= Yxc
Vx1
Yx2 Yx3
A=1 A== A =22
1 2 Yx1 3 Vx1

Rys. 13. llustracja minimalizacji punktéw pomiarowych dla metody
pierwszej
Fig. 13. lllustration of minimalization measurements points for first method

A, i A, przy odchyleniu od punktu 4, o (1-p) 0, = 100,% juz

1

dlae, = 0,4.

Metodall

W tej metodzie, krzywa interpolacyjna (39) laczaca skrajne
punkty pomiarowe y iy, w punkcie y, osiaga nastepujaca
niepewnos¢ znormalizowana

P 2
Ovemver _ || Yoz Vo2 T Vo =V £
3

O-:cl 7/13 - 7/371 7/53 - yxl

Parametr dopasowania 0 < p < 1 umozliwiajacy zastapienie
rozpiecia dwéch krzywych niepewnosci (rys. 14) na trzech punk-
tach pomiarowych 4,, 4,, 4,, jedna krzywa rozpieta na skrajnych
punktach 4, i 4, z pominigciem punktu A, z odpowiednig doktad-
noécia, spelnia nieréwnoscé:

(49)

p< Gumns _ 1 [ﬂg—z?}:[ﬂfljgg (50)

O, & /13 -1 ﬂ:x -1

Po wyznaczeniu parametru ¢, z nieréwnosci (50) wynika:

1 2 2
&2 (v (2 1)) + (2 -2) (51)
Ixe
Ox1
e =223
: Ox1
7
2 Ox1
1 14 /
& [ A:ﬁ
J1+ &2 Vxi
ll=1 Az=% /’{3=%

Rys. 14. llustracja minimalizacji liczby punktéw pomiarowych przy
interpolacji niepewnosci Metoda Il

Fig. 14. lllustration of minimalization measurements points — second
method
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4.3. Estymacja niepewnosci dla kilku prostych
operacji matematycznych

Niepewnosci wyznaczone metodami I i IT mozna tez zastosowaé

do oszacowania dokladno$ci matematycznych operacji wykony-

wanych na wartoéciach charakterystyki badanej. Przedstawimy

to dla prostych dzialaf, np. sumy lub réznicy wartodci z, 1,

oraz ich iloczynu i ilorazu.

Metodal

Przy stosowaniu metody I brakuje informacji o korelacji mie-
dzy estymowanymi warto$ciami niepewnosci. Jesli wartosci
w punktach kontrolnych badanej charakterystyki byty mie-
rzone niezaleznie, réznymi przyrzadami i w roznych warunkach,
lub jedli z rozrzutu danych pomiarowych wynika, ze dominuje
niepewnosé typu A, to nalezy przyjaé, ze posrednio estymo-
wane niepewnosci wartosci tej charakterystyki nie sa ze soba
skorelowane. Wowczas mozna zalozyé¢, ze z prawa propagacji
wariancji wynika geometryczne sumowanie niepewnoéci bez-
wzglednych dla sumy jak i réznicy z iz, tj.:

2

2 2 2
O-(zdiaz,,z) = O-Az, = O-z,l + O-z,.l (52)

Po skorzystaniu z réwnania (6), otrzymuje sie niepewnosé
wzgledng estymowanej sumy /réznicy

_ O-A&L'C _
(J;(li’t&) - L1 i$02 -
2 2
1t 5(17_T)+ Oun || Yoz =V 5(1 Lt [
Vier N Ve Tmax Vit Y Ve T
@ +1
Vet
(53)
. . O, . .
Przy malej wartosci w poréwnaniu z pozostala cze-
ymclzmax

$cia wyrazenia umieszczona pod pierwiastkiem

o)
§A —~ (22-m1)

T, = W\/(?’m - 7z1)2 + (7zc2 ) )2 (54)
xe2 — Saxcl

Po normalizacji A, = M, A= Lo otrzymuje si¢
1 1

= (55)

Zalezno$é (55), tj. niepewnosé¢ wzglednej sumy /réznicy inter-
polowanych wielkosci dla metody I (A, = 3) o charakterystyce
rosngcej ze wzrostem wielkodci mierzonej w funkcji 4, przedsta-
wiono na rysunku 15.

W sytuacji przeciwnej, gdy istotnie dominuje niepewnosé typu
B, tj. rozrzut danych pomiarowych jest pomijalny oraz pomiary
sg wykonywane w jednakowych warunkach i ta sama aparatura,
to z ostroznosci mozna zalozy¢, ze wystepuje niemal catkowita
korelacja. Ze wzoréw (11), (15) wynika, ze gdy wspélczynnik
korelacji p_,, — 1, to w granicy dla sumy z, + =z, i r6znicy
Az otrzyma sie:

- 2 2 c
o-(f(,lﬂn) - \/0-1'«1 + 20—1},10-1}2 + 0-1'}2 - 0-1'},1 + o-'F(,z (56d)
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(56b)

Oznacza to, ze przyblizona formula (55) ulega modyfikacji
do postaci

5. A1) (A1) £(a-1)(4 )
T

Il
—
ot
=)
)
N

Tlustruje to rysunek 15.

45 | Opxc — —plus 1

6(x2—x1) /
35 0 e, minus |/
2,5 P

1,5 _oe”

0,5

1 1,2 14 16 1,8 2 22 24 26 28

Rys. 15. Charakterystyka znormalizowanej niepewnosci wzglednej
sumy/réznicy miedzy estymowanymi wielkosciami

Fig. 15. Relative uncertainty normalized characteristic of sum/differences
between estimated quantities

Podobne zaleznosci zachodza tez dla niepewnosci wzglednych
iloczynu i ilorazu, tj.:

5(-”%1‘-’”«2) = 5%1 + 51}2 (57&)
5(%1/1«,2) = 51” _51” (57b)

Metodall
Po normalizacji do ¢,,, wariancja sumy/réznicy dwéch wielko-
$ci dana réwnaniem (20) wynosi

0_2 " 2 n 2
% — (}la:cl - 7/:n1:2 ] +(7/:m:2 - ym(;l ] 82 (58)

0.11 7 -1 y -1
gdzie:

Yo =1 Voer =1
a, = 71_1 ya,=1-a, B, = 2_1 , B =1-B,e=0,/0,.

Znormalizowana niepewno$é¢ sumy/réznicy niepewnosci bez-
wzglednych w badanych punktach wynosi

z,

O-A 7/:51:2 i }/arcl

O-zl }/—1

1+ (59)

Wykorzystujac (19) i (20) otrzymuje si¢ niepewnosé wzgledna
5“0 sumy lub réznicy estymowanych wartosci jako:

o, 1
5Am(, = ﬁ = ﬁ v 5121 + 63272 (60)

¢
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Rys. 16. Zalezno$¢ znormalizowanej niepewnosci wzglednej sumy/
réznicy estymowanych wielkosci w funkcji ilorazu wielkosci
kontrolnych

Fig. 16. Dependence of normalized relative uncertainty of sum/difference of
estimated quantities as function of control values ratio

Z rysunku 16 wynika, ze gdy 6, = d , = 9, to wzgledna znor-
malizowana niepewnos$é¢ J,, upraszcza sig

7 o

W przypadku pelnego skorelowania zmiennych z i z
(rys. 16), formula (61) ma posta¢

S _N1+7 %2y _ |}’i1|

) y-1 y-1

2

(61a)

Przy braku korelacji estymowana znormalizowana niepewnosé
wzgledna dla sumy /réznicy dwéch wielkosci jest zawsze wigksza
niz niepewnos¢ kazdej z nich. Z rysunku 16 wynika, ze juz dla
y > 2 wzgledna niepewno$é sumy/réznicy spelnia warunek
6,,, <26. Gdy miedzy danymi pomiarowymi punktéw kontro-
Inych jest petna korelacja, to niepewnos¢ sumy 6,, <24. juz
dla y > 3 podczas, gdy niepewnos$é réznicy jest réwna 0.

5. Podsumowanie i wnioski

Roézne przypadki szacowania niepewnosci w posrednich pomia-
rach wieloparametrowych autorzy omawiali w poprzednich
pracach [2-10]. Dotyczyly one skojarzonych pomiaréw tempe-
ratur, parametrow pola magnetycznego, uktadéw rezystancji
przy pradzie stalym (DC) i pomiaréw skladowych impedancji
przy pradzie przemiennym (AC). W tej pracy zastosowano
wektorowe réwnanie propagacji niepewnosci, podane m.in.
w Suplemencie 2 Przewodnika GUM [1], do posredniego sza-
cowania dokladnosci punktéw funkeji opisujacej badang cha-
rakterystyke na podstawie pomiaréw w punktach kontrolnych.
Mozna to wykorzysta¢ w badaniach czujnikéw, przetwornikéw
przyrzadow i systeméw pomiarowych oraz w badaniu zjawisk
i procesow w technice, nauce i wielu innych dziedzinach.

W pracy przedstawiono w szczegélnosci dwie metody estyma-
¢ji niepewnosci bezwzglednych i wzglednych dla wartosci funkceji
opisujacej badana charakterystyke. Uzyskuje sie je z wartosci
i niepewnoéci wyznaczonych z pomiaréw w punktach kontro-
Inych tej funkcji. Oszacowano tez wspélezynniki korelacji dla
estymowanych niepewnosci.

Estymacje niepewnosci wykonano dwiema metodami — deter-
ministyczna i statystyczna — oznaczonymi jako metody I i II.
W metodzie I zalozono liniowg zalezno$¢ miedzy niepewnoscia
bezwzgledna i wartoscia wielkosci mierzonej, taka jak dla bledu
granicznego i wspélczynnik korelacji w calym zakresie rowny 1.
W metodzie II, dla wartosci estymowanych i kontrolowanych
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przyjeto zaleznosci statystyczne. Wartoéci w punktach badanej
funkcji interpolowano jako liniowa superpozycje wartosci brze-
gowych zmierzonych w punktach kontrolnych. Z ich wartosci
i niepewnosci estymowano bezwzgledne i wzgledne niepewnosci
w analizowanych punktach charakterystyki. Oszacowano tez réz-
nice niepewnosci wyznaczone obiema metodami, odniesione do
znormalizowanych parametréw punktéw kontrolnych.

Metoda I umozliwia liniowa estymacje nawet przy niewielkich
zmianach niepewnosci miedzy dwoma punktami pomiarowymi.
Przy duzej liczbie punktéw pomiarowych, réwnomiernie roz-
lozonych wzdluz badanej charakterystyki, mozna estymowacé
przebiegi nieznanej funkcji i jej niepewnosci dla badanego przy-
rzadu lub przetwornika pomiarowego réznymi metodami regresji.

Poréwnano parametry metody Il oraz metody I, stanowiacej
rodzaj wzorca. Wyznaczono réznice niepewnosci interpolowanych
obiema metodami. Gdy wartosci niepewnosci sasiednich punk-
tow pomiarowych réznig sie co najmniej tak samo jak wielko$é
badana, to dla stosunku tych niepewnosci € = 2 réznica ta w jed-
nostkach niepewnosci znormalizowanych do konica przedziatu
wynosi 0,2, a dla e = 3 okoto 0,15.

Gdy znany jest tylko sam przebieg funkcji badanej, to przy
stosowaniu obu metod — deterministycznej i statystycznej, nie
mozna jednoznacznie wskazaé liczby punktéw pomiarowych
n > 2. Nalezy zalozy¢ dopuszczalne zmiany estymowanych nie-
pewnosci, np. odstepstwa od prostej taczacej wartosci w punk-
tach kontrolnych.

Dokladno$¢ oszacowania obiema metodami mozna okresli¢
ilo$ciowo po wyznaczeniu zaleznosci niepewnosci jako funkcji
badanej wielkosci, np. przewidywanej na podstawie posiadanej
wiedzy lub uzyskiwanej zwykle w innych badaniach.

Uzytecznym w praktyce sposobem jest tez podzial calego
zakresu badanej charakterystyki na sasiadujace ze soba prze-
dzialy. Jesli ich niepewno$¢ nie wzrasta wiecej niz dwu lub
trzykrotnie (¢ = 2, 3), to wzgledne réznice interpolacji obiema
metodami nie przekrocza 0,2; 0,15.

Na zakonczenie nalezy podkresli¢, ze niniejsza praca dotyczy
przypadkéw, gdy metoda statystyczna II estymuje sie niepewno-
$ci punktéw funkeji badanej na podstawie pomiaréw w punktéw
kontrolnych, o niepewnosciach ze soba nieskorelowanych. Wplyw
takiego skorelowania i mozliwo$¢ uwzglednienia w estymacji nie-
pewnosci typ B przyrzadéw zastosowanych w pomiarach tych
punktéw rozpatrzy si¢ w innej pracy.
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Estimation of the uncertainty of function values from measurements

at control points

Abstract: The paper discusses two methods of interpolation and extrapolation of the uncertainty
of a values of the tested function, based on measurements in several its points. The first of these
is the deterministic method based on a linear approximation of the uncertainty function without
considering the correlation of its interpolated values. The second statistical method consists in the

statistical estimation of uncertainty for any values of the function under test as a linear combination of
the measurement result parameters at several control points. To determine the uncertainty, a matrix
equation for the propagation of variances of indirectly measured multivariable measurand, was used.
This is an extension of the scope of application of Supplement 2 to the GUM guide. The relative and
absolute uncertainties of values of linear function are interpolated by both methods and their sum and
difference were compared. Interpolations in the whole range of the examined function were proposed
and the procedure of minimizing the number of measuring points was presented. Both methods can be
useful in all areas of modern metrology applications.

Keywords: estimation of the uncertainty of the examined function, measurement checkpoints, indirect measurements, multidimension measurand, limited errors
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