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Abstract: This paper presents an analysis in terms of their accuracy of selected numerical methods for the inversion of
the Laplace trans form. They were used to find solution of a gas flow model in real measuring system. The
measurement unit, its application as well as its useful model were described in details in a work. We examined the
Gaver-Stehfest method and the Honig and Hirdes method. The first one is based on combination of Gaver functionals.
The second one is based on the Fourier series expansions. The results have confirmed the fact that the selected methods
are suitable to solve analyzed problem, and showed that the algorithm developed by D. P. Gaver and H. Stehfest allows
to obtain the best results of calculations. All calculations were using the computer algebra system Maple®. The
presented algorithms have been implemented by the authors.
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Wprowadzenie

W ciggu ostatnich kilkunastu lat, rozwoj jezykéw
programowania oraz techniki przyczynit si¢ do
powstania nowych metod obliczeniowych, metod do
numerycznego wyznaczania odwrotnej transformaty
Laplace’a. Pierwsze opracowania dotyczace takich
algorytmow powstaty w latach sze$édziesiatych XX
wieku. Za klasyczne monografie mozna uznaé prace
takich autoréow, jak: Widder’a, Wynn’a, Piessens’a,
Dubner’a i Abate’a, Durbin’a, Silverberg’a, Crump’a,
Talbot’a. Metody te pozwalaja na latwe wykonanie
przeksztatcenia funkcji zmiennej zespolonej F(s) na
funkcje czasu f{?) dla analizowanych funkc;ji:

FO=L (F )= [ or(s)-eds ()

gdzie:

s - liczba zespolona.
Metody do numerycznego obliczania odwrotnej trans-
formaty Laplace’a znalazly szerokie zastosowanie do
rozwigzywania zagadnien w wielu dziedzinach nauki,
jak w matematyce, fizyce, chemii, ekonomii, inzynierii,

a takze automatyce. Szczegdlnie chetnie sa one wyko-
rzystywane przy trudnosciach w analitycznym wyzna-
czeniu oryginatu ze wzoru Riemanna-Melina (1).

W wielu dostepnych publikacjach mozna znalez¢ wiele
informacji na temat charakterystyki oraz zastosowania
metod do numerycznego wyznaczania odwrotnej
transformaty Laplace’a, np. Davies i Martin w swojej
pracy przedstawili szczegétowy przeglad metod [4],
Wang i Zhan zaprezentowali algorytmy te jako efek-
tywny sposob do rozwigzania zagadnien zwigzanych z
procesami przeptywowymi w inzynierii [6], a Chiang
przedstawit poréwnanie kilku metod do numerycznego
wyznaczania odwrotnej transformaty Laplace’a do
rozwigzywania zagadnien zwigzanych z transportem
wody powierzchniowej [3].

Obecnie, wedhlug dostgpnych danych literaturowych jest
opracowanych ponad 100 algorytméw do numerycznego
obliczania odwrotnej transformaty Laplace’a.
Numeryczne metody zostaly zakwalifikowane w cztery
glowne grupy przedstawione na rys. 1.
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mefody oparte na rozwinieciu w szereg Fourner a

metody oparte na laczenm funkcjonalow Gaver'a

metody oparte na funkcjach Laguerre’a

metody oparte na deformacyi konturu calks Bromwich

Rys. 1. Gtéwne grupy metod numerycznych wg [1].

Na podstawie przegladu literaturowego mozna stwier-
dzi¢, ze nie ma okreslonej metody, ktora umozliwiataby
otrzymanie dobrych rezultatow we wszystkich, analizo-
wanych przypadkach. W zaleznosci od postaci obrazu
funkcji jest stosowana odpowiednia metoda numeryczna
znajdowania oryginatu. W niniejszej pracy wykorzys-
tano dwie takie metody tj. metod¢ Gaver-Stehfest’a
(metoda z grupy metod opartych na laczeniu funkcjo-
natéw Gaver’a) oraz metod¢ Honig’a i Hirdes’a (metoda
z grupy metod opartych na rozwinigciu w szereg
Fourier’a), ktére wydaja si¢ odpowiednie do zagadnien
przepltywu gazu.

Metoda Gaver-Stehfest’a zostata opracowana w latach
60-tych XX wieku przez dwoch uczonych D.P. Gaver’a i
H. Stehfest’a. Do dnia dzisiejszego metoda ta jest
najpopularniejsza metoda do numerycznego wyznacza-
nia odwrotnej transformaty Laplace’a, stosowana do
rozwiagzywania roznorodnych zagadnien w matematyce,
ekonomii, fizyce, chemii, geofizyce, inzynierii
chemicznej m.in. do wyznaczania wspotczynnikow dys-
persji radialnej [6]. Metoda ta przybliza rozwigzanie do
dziedziny rzeczywistej za pomocg wzoru [5]:

1(0)= 1“7225; 2 -F[k 1“72] @

W wyrazeniu (2) znajduje si¢ wspotczynnik Vj, ktory
mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposob:
k+ﬁ N % M
Vp=(-1) 2 ymindk ) S j=ent (3)
=50 (?jj!J!(j—l)!(k—j)!(Zj—k)!

Warto$¢ tego wspolczynnika zalezy od parametru N,
ktéry jest liczbg wyrazéw w szeregu. Parametr ten jest
liczba catkowita. Liczba ta jest wybierana do obliczen
metoda prob i btedow. Teoretyczne, im wicksza wartosc¢
parametru N, to tym wicksza dokladnos¢ wynikow
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obliczen. W praktyce maksymalna warto$¢ parametru N
jest ograniczona przez bledy zaokraglenia [8]. Wielu
badaczy przedstawia rézne wartoSci parametru N, ktore
pozwalaja na otrzymanie doktadnych wynikow obliczen
wymienionym algorytmem, np. Cheng i Sidauruk zapro-
ponowali zakres warto$ci parametru N od 6 do 20 [2].

W 1984 roku G. Honig i U. Hirdes przedstawili metodg
oparta na rozwini¢gciu w szereg Fourier’a do nume-
rycznego obliczania odwrotnej transformaty Laplace’a.
Od nazwisk tych uczonych zostata ona nazwana metoda
Honig’a i Hirdes’a. Istotg dziatania tego algorytmu jest
catkowanie za pomocg reguly trapezéw. Metoda ta
przybliza rozwigzanie do dziedziny rzeczywistej za
pomocg wzoru (3):

ikm

f(r)=§ %F[?}fo_lRe F[%”‘T”jef )

dla te {O,%}, gdzie 7>0i ae R

W wyrazeniach (1)-(4) symbolem F oznaczono funkcje
zmiennej zespolonej, ktorej oryginat jest poszukiwany.

Opis zagadnienia

Glownym celem niniejszej pracy byto wykonanie
analizy zaprezentowanych algorytméw pod wzgledem
ich doktadno$ci obliczeniowej do rozwigzania modelu
matematycznego procesu przeplywu gazu. Szczegdtowy
opis modelu, procesu oraz uktadu pomiarowego znajduje
si¢ w pracy [7].

Na rys. 2 przedstawiono schemat uktadu pomiarowego.
W tabeli 1 przedstawiono opis procesu za pomoca
uktadu rownan roézniczkowych zwyczajnych.
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Rys. 2. Schemat uktadu pomiarowego.

Tabela 1. Bilans masowy procesu.

Strefa 0 co(t) =cip(t—t7) (5)
dC] 1
Strefa 1 Vel _dt’ =q(co—cy1) (6)
dq k
Vcl Tt’ = Q(Cl,k—l - Cl,k), k=2..nl (7)
ch,l
Vea . q(cry —21) ®
Strefa 2 de
2,k
ch 7 = q(CZ,k—l — cZ,k); k=2..n2 (9)
dC3’1
A YRR (10)
Strefa 3 de
3,k
Ves a q(czp-1—c3p); k=2.n3  (11)
dey
Vea 0 4¢3,y —C41) (12)
Strefa 4 de
Vs = q(ca 1 —cay); k=2.n4  (13)
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Warunki poczatkowe okreslono w tabeli 2.

Tabela 2. Warunki poczatkowe.
Strefa 1 C1’1(0)=CT; Cl,k(o) =Cr, =1...nl (14)
Strefa 2 c21(0)=cr; c(0)=cr; k=1...n2 (15)
Strefa 3 c31(0)=cr; c34(0)=cr; k=1...n3 (16)
Strefa 4 cs1(0)=cr; c44(0)=cr; k=1...n4 a7

Zastosowanie transformacji Laplace’a do
analizowanego zagadnienia

Po wykonaniu transformacji Laplace’a na ukladzie
réwnan (5-13) 1 wykorzystaniu warunkéw poczatkowych
(14-17) otrzymano rownanie (18):

1 q
Can4 =—
’ s{\n4-Voy-s+gq

J s

n3-Vs-s+q

(18)

n2 n4
T S U (R Z RO T
n2-Vey-s+gq "\ ndVys+q "

gdzie:

s — zespolony parametr transformaty Laplace’a;
C4 4 - Stezenie gazu na wylocie z uktadu

[mol/dm’];

g — strumien gazu [dm’/min];
Cin - Stezenie gazu na wejéciu [mol/dm’];
V., - objetosé n-tej celki [dm’];
¢ - stezenie gazu w j-tej strefie, w k-tej celce

[mol/dm’];
t — czas [min];

t; - opdznienie [min].
Rozwigzanie rownania (18) wyznaczono w dziedzinie
czasu przy zastosowaniu wybranych metod nume-

rycznych.

Wszystkie obliczenia wykonano w programie algebry
komputerowej Maple®, z uwzglednieniem nastgpuja-
cych parametrow, tzn.:

- doktadno$¢ obliczen, w programie Maple® liczba ta
jest oznaczona jako zmienna systemowa Digits i okre$la
liczbg cyfr znaczacych, Digits = 38;

- liczby punktow: 70;

- przedziat czasu: [0,1];

- r6znych warto$ci parametru N.

Badania prowadzono w warunkach:

p=1-10Pa;

T=308K;

q=1-102 dm* min™.

Liczbe celek w strefach uktadu pomiarowego okreslono
nastgpujaco:

- strefa 1 (nl):=1;

- strefa 2 (n2):=12;

- strefa 3 (n3):=1;

- strefa 4 (n4):= 1.

Sposob okreslenia odpowiedniej liczby celek w strefach
zostat szczegotowo przedstawiony w pracy [7].

Wyniki obliczen dotyczace zastosowania opisanych
algorytmow do rozwigzania modelu matematycznego
przedstawiono w tabelach 3—6 oraz na rys. 3.

Tabela 3. Wyniki obliczen dla metody Gaver-Stehest’a.

Numeryczne rozwigzanie

N=10

N=20

Analityczne rozwigzanie
N=28

0.1

3.888317E-02

3.901654E-02

3.901244E-02

3.901085E-02

0.2

3.858486E-02

3.855351E-02

3.855128E-02

3.855342E-02

0.3

2.910324E-02

2.923100E-02

2.923734E-02

2.923104E-02

0.4

1.219744E-02

1.206493E-02

1.210067E-02

1.206477E-02

0.5

2.962068E-03

2.926946E-03

2.922149E-03

2.927181E-03

0.6

3.660138E-04

5.102861E-04

5.526687E-04

5.099350E-04

0.7

2.472003E-05

7.436487E-05

1.293120E-04

7.464655E-05

0.8

6.424272E-05

9.983652E-06

-1.399669E-04

1.011954E-05

0.9

7.341008E-05

1.628676E-06

3.697340E-04

1.334140E-06

1.0

4.275550E-05

3.009964E-07

4.319747E-05

1.744290E-07
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Tabela 4. Wyniki obliczen dla metody Gaver-Stehest’a.

N=10 N=28
Sredni btad bezwzgledny 1.2767E-05 | 5.6914E-07 | 1.5954E-07
Czas obliczen numerycznych [s] 0.437 1.859

Tabela 5. Wyniki obliczen dla metody Honig’a i Hirdes’a.

Numeryczne rozwigzanie

Analityczne rozwigzanie

N=50 N=100 N=1000
0.1 | 3.888229E-02 | 3.904528E-02 | 3.901063E-02 3.901085E-02
0.2 | 3.734580E-02 | 3.822860E-02 | 3.855240E-02 3.855342E-02
0.3 | 3.064861E-02 | 2.895701E-02 | 2.923670E-02 2.923104E-02
0.4 | 1.356640E-02 | 1.202497E-02 | 1.206775E-02 1.206477E-02
0.5 | 2.867651E-03 | 3.749772E-03 | 2.934783E-03 2.927181E-03
0.6 | -8.871550E-04 | 1.035733E-03 | 5.028167E-04 5.099350E-04
0.7 | -2.137642E-03 | -1.053090E-04 | 7.472794E-05 7.464655E-05
0.8 | -2.614766E-03 | -7.578129E-04 | -4.823726E-06 1.011954E-05
0.9 | -2.792604E-03 | -1.107535E-03 | 5.252302E-06 1.334140E-06
1.0 | -2.826498E-03 | -1.234039E-03 | -2.392027E-06 1.744290E-07

Tabela 6. Wyniki obliczen dla metody Honig’a i Hirdes’a.

N=50 N=100 N=1000
Sredni btad bezwzgledny 1.2855E-05 | 3.4429E-06 | 2.1174E-08
Czas obliczen numerycznych [s] 33.016 61.937 676.265

Analizujagc  otrzymane wyniki  obliczen, mozna
zauwazy¢, ze zaprezentowane algorytmy sa odpowiednie
do rozwiazania modelu procesu przeptywu gazu. Obie
metody charakteryzuja si¢ duza doktadno$cig wynikoéw
obliczen, co mozna zaobserwowaé na podstawie
otrzymanych wartos$ci $rednich btedow bezwzglednych.
W przypadku metody Gaver-Stehfest’a mozna zauwa-
zy¢, ze wartosci Sredniego bledu bezwzglgdnego maleja
do okreslonej warto$ci parametru N (N=20), a nastgpnie
rosna, co wynika ze wzrastajacego btedu zaokraglen. Dla
tego optymalnego parametru N otrzymano minimalng
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warto$¢ $redniego btedu wzglednego (5.6914E-07), a w
metodzie Honig’a i Hirdes’a dopiero dla N=1000
(2.1174E-08). Zaleta metody Gaver-Stehfest’a byt
rowniez krotszy czas obliczen numerycznych. Dla
najdoktadniejszych obliczen (N=20) algorytm ten byt
okoto szescdziesigciokrotnie szybszy od metody Honig’a
i Hirdes’a. Graficzna ilustracja wynikow (rys. 3)
potwierdza dobra zgodno$¢ przebiegu krzywej
eksperymentalnej z przebiegiem krzywej rozwigzania
numerycznego algorytmem Gaver-Stehfest’a.
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Rys. 3. Poréwnanie analitycznych, numerycznych i eksperymentalnych profili stgzen gazu dla uktadu pomiarowego. Program

Maple®.
Podsumowanie btedu bezwzglednego. Pod wzgledem czasu obliczen
numerycznych, metoda Gaver-Stehfest’a okazata si¢
Na podstawie analizy otrzymanych wynikow obliczen szybszym algorytmem obliczeniowym. Podsumowujac,
stwierdzono, ze przedstawione algorytmy sa odpowied- algorytm wykorzystujacy funkcjonaly Gaver’a okazat si¢
nie do rozwigzania modelu procesu przeptywu gazu. bardziej efektywnym algorytmem do rozwiazania

Charakteryzujg si¢ one zblizong dokladno$cig wynikow zagadnienia.
obliczen, co potwierdzaja otrzymane wartosci $redniego
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