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STRESZCZENIE

Stosowanie r6znych metod obliczania wskaznika standaryzowanego opadu (SPI) zwigzane
jest z otrzymywaniem réznych jego przyblizen. Metody oparte na rozktadzie normalnym
i jego transformacjach oraz na rozktadzie gamma daja podobne wyniki, stad mozna je stoso-
wac zamiennie. Metoda oparta na rozktadzie logarytmiczno-normalnym daje wyraznie r6zne
wartosci tego wskaznika szczegdlnie dla wartosci ekstremalnych SPI. Pojawia si¢ wobec tego
problem, ktora z metod daje rozktad lepiej dopasowany do danych empirycznych. Celem
tej pracy jest uporzadkowanie powyzszych metod ze wzgledu na stopien dopasowania do
danych empirycznych z Obserwatorium Agro- i Hydrometeorologii we Wroctawiu Swojcu
z wielolecia 1964-2009.

Stowa kluczowe: wskaznik standaryzowanego opadu, rozktad gamma, rozktad normalny,
rozktad log-normalny.

ASSESSMENT OF ACCURACY OF PRECIPITATION INDEX (SPI) DETERMI-
NED BY DIFFERENT PROBABILITY DISTRIBUTIONS

ABSTRACT

The use of different calculating methods to compute the standardized precipitation index
(SPI) results in various approximations. Methods based on normal distribution and its trans-
formations, as well as on gamma distribution, give similar results and may be used equally,
whereas the lognormal distribution fitting method is significantly discrepant, especially for
extreme values of SPI. Therefore, it is problematic which method gives the distribution
optimally fitted to empirical data. The aim of this study is to categorize the above mentioned
methods according to the degree of approximation to empirical data from the Observatory
of Agro- and Hydrometeorology in Wroctaw-Swojec from 1964-2009 years.

Keywords: standardized precipitation index, gamma distribution, normal distribution,
lognormal distribution.
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WSTEP

Susze meteorologiczne charakteryzowane za pomoca wskaznika standaryzo-
wanego opadu (SPI) sg okresami, w ktorych opady atmosferyczne sg znaczaco
nizsze od normy dla danego obszaru. Wskaznik standaryzowanego opadu (SPI)
identyfikujacy rézne rodzaje susz meteorologicznych mozna wyznacza¢ wieloma
metodami wykorzystujacymi rozne rozktady prawdopodobienstw. Sa to metody oparte
na rozktadzie normalnym i jego transformacjach, na rozktadzie gamma oraz na roz-
ktadzie logarytmiczno-normalnym. Stosujac metody oparte na rozktadzie normalnym
i jego transformacjach oraz na rozktadzie gamma otrzymuje si¢ niemal identyczne
warto$ci SPI, stad metody te mozna stosowa¢ zamiennie [Gasiorek i in. 2012]. Metoda
oparta na rozkladzie logarytmiczno-normalnym daje wyraznie rdéznigce si¢ wartosci
wskaznika SPI, szczeg6lnie dla warto$ci ekstremalnych SPI. Pojawia si¢ wobec tego
problem, ktéra z metod daje rozktad lepiej dopasowany do danych empirycznych.

Celem tej pracy jest uporzadkowanie powyzszych metod ze wzgledu na sto-
pien dopasowania do danych empirycznych na podstawie materialu empirycznego
pochodzacego z Obserwatorium Agro-i Hydrometeorologii we Wroctawiu Swojcu
z wielolecia 1964-2009.

METODY BADAN

W celu sprawdzenia, czy okreslony rozktad prawdopodobienstwa dobrze opisuje
zmienno$¢ danych empirycznych charakteryzujacych pewng ceche, np. opad, stosuje
si¢ test zgodnos$ci. W wyniku przeprowadzenia tego testu w praktyce albo odrzuca
si¢ zgodno$¢ rozktadu z danymi, albo przyjmuje si¢, ze rozktad ten poprawnie je
opisuje. Najczesciej stopien dopasowania rozktadu do danych okresla si¢ wizualnie
przedstawiajac graficznie dystrybuante empiryczng na tle dystrybuanty dopasowa-
nego rozktadu [Wibig 2012]. Miarg jakoS$ci tego dopasowania jest stopien w jakim
te wykresy si¢ pokrywaja, natomiast za precyzyjna miare¢ tej rozbieznosci przyjmuje
si¢ maksymalng roznice dystrybuant, zwang statystyka Kotmogorowa-Smirnowa
[Kaczmarek 1970, Angelidis i in. 2012], ktora w tej pracy zastosowano w celu
okreslenia jakosci dopasowania rozktadu do danych empirycznych. Rozktady cia-
gow miesigcznych sum opadow z wielolecia byly modelowane rozktadami gamma,
logarytmiczno-normalnym i normalnym.

Funkcja gestosci rozkladu gamma ma postac:

X
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natomiast dystrybuanta ma postac:
1 * « _%
F(x) = o f y©e Fdy
B*I() Jy

W celu wyznaczenia parametrow o i ff rozktadu gamma zastosowano estymatory
zaproponowane przez Edwardsa i McKee [1977] wyznaczone przez Thoma [1958]
metodg najwigkszej wiarygodnosci, postaci:
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gdzie A = In(x) — , hatomiast X oznacza $rednig arytmetyczng.

Funkcja gestosci rozktadu logarytmiczno-normalnego ma postac:

1 _nx-w?
fo) =478 202 dlax >0
Odlax <0

natomiast dystrybuanta ma postac:
Inx—p
F(x) = o=t

gdzie F oznacza dystrybuantg rozktadu normalnego-standardowego.

Powyzsze rozktady nie sg okreslone w zerze, stad ostatecznie dystrybuante H(x),
potrzebng do wyznaczenia wskaznika SPI, oblicza si¢ wedtug ponizszego wzoru:

H(x) = (1 - q@)F(x)
gdzie g oznacza prawdopodobienstwo wystapienia miesiecy bezopadowych. Parametr
ten estymuje si¢ za pomocg frakcji miesiecy bezopadowych w wieloleciu.

Wskaznik standaryzowanego opadu wyznacza si¢ ze wzoru:

SPI = & '(F(x))

Do wyznaczenia tej warto$ci mozna zastosowa¢ metode aproksymacji kwantyli
rozktadu normalnego standardowego [Abramowitz i in. 1965, str. 933] lub funkcje
ROZKLAD.NORMALNY.S.ODW programu Excell.

W przypadku aproksymacji rozktadu empirycznego za pomocg rozktadu normalne-
go zastosowano transformacje postaci /x, 3/x + 10 i Inx. Wskaznik SPI otrzymano
po standaryzacji transformowanych danych.

Estymatory dla parametrow m i s wyznacza si¢ korzystajac z metody najwickszej
wiarygodnosci:
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W celu weryfikacji zgodnosci rozktadu prawdopodobienstwa z rozktadem empi-
rycznym ciggu miesiecznych sum opadowych zastosowano test 2.

Za miarg stopnia dopasowania rozktadu do danych empirycznych przyjeto staty-
styke Kolmogorowa-Smirnowa:

Dy = sup [Fy (%) — Fo(x)]
gdzie Foznacza dystrybuante rozktadu teoretycznego, a F, dystrybuantg empiryczng.
Wartos¢ d, statystyki D, wyznacza sig nastepujgco [Krysicki i in. 1997]:
e porzadkujemy wynik obserwacji w cigg rosngcy postaci XS XS - =Xy gdzie
X ;) 0zZnacza i-tg statystyke pozycyjna (i-ta obserwacj¢ w uporzadkowanym ciagu
danych);

e obliczamy %— Fo(xqy) dlai=1,...n;

. i :
e obliczamy d;f = miax'| ~= Fo(x(i))l,
e obliczamy Fy(x)) — % dlai=1,....n;
e obliczamy d;, = max [Fo(x@) — % |5
e obliczamy d,, = max(d},d;).

Im mniejsza warto$¢ d_ statystyki D , tym rozktad teoretyczny jest lepiej dopa-
sowany do rozktadu empirycznego.

——dystrybuanta empiryczna ——dystrybuanta teoretyczna
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Rys. 1. Dystrybuanta empiryczna i dystrybuanta dopasowanego rozktadu gamma
dla stycznia z zaznaczong wartoscig statystyki d
Fig. 1. Empirical and fitted gamma distributions for January with a marked value
of d statistics
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WYNIKI BADAN

Pierwszy etap badan to weryfikacja hipotezy o zgodnosci rozktadu miesigcznych
sum opadéw w wieloleciu 1964-2009 z rozktadami: logarytmiczno-normalnym,
gamma oraz normalnym za pomocg testu y>. Dane dotyczace weryfikacji tej hipotezy
zostaly zamieszczone w tabeli 1.

Tabela 1. Zgodno$¢ rozktadow gamma, normalnego i logarytmiczno-normalnego z empi-
rycznym rozktadem miesigcznych sum opadow w wieloleciu 1964-2009

Table 1. Consistency of gamma, normal and lognormal distributions of monthly precipita-
tions sums in the years 1964-2009 with empirical distribution

Rozkfad teoretyczny
Miesiac Logarytmiczno-normalny Gamma .
owartos . - D-wartose o B Transformacja | p-warto$¢
Styczen 0,246 3,23 | 057 0,66 3,65 7,97 y=3P 0,64
Luty 0,006 3,03 | 0,75 0,06 2,59 10,17 | Y=YP+10 0,6
Marzec 0,324 3,31 0,62 0,51 3,29 9,76 y=3pP 0,92
Kwiecien 0,197 3,47 | 0,65 0,63 3,33 1,3 Y=3P+10 0,94
Maj 0,236 3,84 | 0,72 0,06 2,67 21,2 Y=3P+10 0,42
Czerwiec 0,322 4,17 | 045 0,51 5,4 1317 | Y=3P+10 0,47
Lipiec 0,081 4,24 0,7 0,34 2,57 | 33,33 | Y=3P+10 0,81
Sierpien 0,051 4,09 | 0,67 0,04 2,85 | 25,46 y =3P 0,16
Wrzesien 0,66 3,56 | 0,71 0,73 2,53 17,14 | Y={P+10 0,55
Pazdziernik 0,004 3,43 | 0,79 0,06 2,13 18,73 Y=3P 0,76
Listopad 0,599 3,67 0,4 0,52 6,57 6,49 InP 0,86
Grudzien 0,433 3,38 | 0,66 0,51 2,94 11,89 | Y=3P+10 0,96

W celu porownania wynikdw dopasowania poszczeg6lnych rozktadow do danych
empirycznych, wyznaczone wartosci statystyki D przedstawiono w tabeli 2. Powyzsze
wyniki zaprezentowano w formie graficznej (rys. 2).

Z rysunku 1 wynika, ze wartosci statystyki D , charakteryzujgce jakos¢ dopaso-
wania rozktadu teoretycznego do rozktadu empirycznego, dla rozktadow normalnego
1 gamma oscylujg wokot siebie. W przypadku kilku miesiecy (styczen, marzec, kwie-
cien, sierpien, wrzesief, pazdziernik i grudzief) wartosci statystyki D dla rozktadu
normalnego sa wigksze lub bardzo zblizone do warto$ci tej statystyki dla rozktadu
gamma, natomiast dla innych miesi¢cy (luty, maj, czerwiec, lipiec, listopad) sa
mniejsze. Wartosci statystyki D _natomiast dla rozktadu logarytmiczno-normalnego
wyraznie majoryzujg wartosci tej statystyki dla rozktadow gamma i normalnego.
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Tabela 2. Wartosci statystyki D_ wyznaczone dla kolejnych miesigcy dla rozktadéw gamma,

logarytmiczno-normalnego i normalnego

Table 2. Value of D_ statistics calculated for subsequent months for gamma, lognormal

and normal distributions

Wartosci statystyki D,
Miesigc Rozktad logarytmiczno-
Rozktad gamma normainy Rozktad normalny
Styczen 0,08756 0,11854 0,08571
Luty 0,12493 0,17045 0,08131
Marzec 0,08863 0,08244 0,09055
Kwiecien 0,0704 0,11412 0,08853
Maj 0,11959 0,14117 0,10569
Czerwiec 0,09687 0,12619 0,08814
Lipiec 0,09864 0,14281 0,08197
Sierpien 0,11125 0,10108 0,11383
Wrzesien 0,07983 0,10183 0,08036
Pazdziernik 0,10589 0,13799 0,10292
Listopad 0,09306 0,07569 0,07569
Grudzien 0,05437 0,09236 0,06978
—e— gamma —e— |ogarytmiczno-normalny = «0=-normalny
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Rys. 2. Wartosci statystyki D, wyznaczone dla kolejnych miesigcy dla rozktadow gamma,

logarytmiczno-normalnego i normalnego

Fig. 2. Value of D, statistics calculated for subsequent months for gamma, lognormal and

normal distributions
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Test Shapiro-Wilka pozwala przyja¢ zalozenie o normalnosci rozktadu statystyki D
dla rozkladow gamma, logarytmiczno-normalnego i normalnego (p-warto$ci wyno-
sza odpowiednio 0,99, 0,94 1 0,52). W celu poréwnania istotnosci réznic pomiedzy
wartosciami Srednimi dla statystyki D w przypadku poszczegolnych rozktadow za-
stosowano test wartosci srednich dla prob zaleznych. Z porownania istotnosci roznic
srednich wartos$ci statystyki D wynika, ze rozklady gamma i normalny nie roznig sig
istotnie (p-wartos¢ statystyki testowej rowna 0,24), natomiast rozktady gamma
1 logarytmiczno-normalny oraz rozktady normalny i logarytmiczno-normalny réznia
si¢ istotnie (p-warto$ci statystyki testowej dla obu testow wynosza odpowiednio
0,0003501 0,000544, co wskazuje na mocne odrzucenie hipotezy o rownosci srednich).

WNIOSKI

Ocena jako$ci dopasowania rozktadow teoretycznych do rozktadu empirycznego
otrzymanego na podstawie miesigcznych sum opadéw w wieloleciu 19642009 ze
stacji Wroctaw-Swojec, oparta na statystyce Kotmogorowa-Smirnowa, wykazata, ze:
e dla rozkladow gamma i normalnego réznice warto$ci srednich statystyk D sa

nieistotne, zatem oba rozktady podobnie przyblizajg rozktad empiryczny.

e dla rozktadéw gamma i logarytmiczno-normalnego oraz normalnego i logaryt-
miczno-normalnego wartosci Srednie statystyk D istotnie sig¢ roznia.

e najlepsze dopasowanie otrzymuje si¢ stosujac przyblizenie rozkladu empirycz-
nego rozktadem gamma lub normalnym z zastosowaniem odpowiedniej transpo-
zycji danych.

e najstabsze dopasowanie do rozktadu empirycznego daje zastosowanie rozktadu
logarytmiczno-normalnego
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