
POZNAN UNIVERSITY OF TECHNOLOGY ACADEMIC JOURNALS 
No 97 Electrical Engineering 2019 
 

DOI 10.21008/j.1897-0737.2019.97.0013 
 

___________________________________________________ 
* Zachodniopomorskie Centrum Edukacji Morskiej i Politechnicznej w Szczecinie 

 
Piotr FRĄCZAK* 
 
 
ANALIZA OBWODÓW ELEKTRYCZNYCH LINIOWYCH 

W PROGRAMACH MATHCAD I PSPICE W ASPEKCIE 
TWIERDZEŃ O WZAJEMNOŚCI 

 
 

W pracy przedstawiono analizę obwodów elektrycznych liniowych, rozgałęzionych 
z jednym źródłem energii w zapisie liczb zespolonych w postaci macierzowej w ujęciu 
twierdzeń o wzajemności. Twierdzenie o wzajemności oczkowe i twierdzenie o wza-
jemności węzłowe. Twierdzenia te wynikają bezpośrednio z symetrii macierzy impedan-
cji własnych i wzajemnych oraz macierzy admitancji własnych i wzajemnych. Twier-
dzenie o wzajemności oczkowe zastosowano do analizy prądów w obwodach liniowych, 
rozgałęzionych obliczanych metodą prądów oczkowych Maxwella. Z kolei twierdzenie 
o wzajemności węzłowe zastosowano do analizy napięć w obwodach liniowych, rozga-
łęzionych obliczanych metodą potencjałów węzłowych Cortiego. Obliczenie obwodów 
elektrycznych w kontekście twierdzeń o wzajemności przeprowadzono w środowiskach 
programów  numerycznych Mathcad i PSpice 
 
SŁOWA KLUCZOWE: twierdzenie o wzajemności oczkowe, twierdzenie o wzajemno-
ści węzłowe, twierdzenia o wzajemności w programach Mathcad i PSpice. 
 

1. WSTĘP 
 
Podczas analizy obwodów elektrycznych liniowych, rozgałęzionych z jed-

nym źródłem energii w zapisie liczb zespolonych w postaci macierzowej po-
mocnicze stają się twierdzenia o wzajemności. Twierdzenie o wzajemności 
oczkowe można zastosować do analizy prądów w obwodach liniowych, rozgałę-
zionych obliczanych metodą prądów oczkowych Maxwella. Twierdzenie to 
brzmi następująco: jeżeli w obwodzie liniowym rozgałęzionym, jedyne źródło 
napięcia E znajdujące w gałęzi k-tej wywołuje w gałęzi l-tej tego obwodu prąd I, 
to po przeniesieniu tego źródła do gałęzi l-tej, w gałęzi k-tej popłynie również 
prąd I [1, 2, 6]. Z kolei twierdzenie o wzajemności węzłowe można zastosować 
do analizy napięć w obwodach liniowych, rozgałęzionych obliczanych metodą 
potencjałów węzłowych Cortiego. Twierdzenie o wzajemności węzłowe można 
sformułować następująco: jeżeli w obwodzie liniowym rozgałęzionym, jedyne 
źródło prądu Iź włączy się między węzły m oraz mI , które między węzłami n i nI 
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wymusza napięcie U, to włączenie źródło prądu między węzły nnI wymusi mię-
dzy węzłami mmI również napięcie U [2, 7]. 

Celem pracy jest przedstawienie analizy obwodów rozgałęzionych w kontek-
ście twierdzeń o wzajemności w środowiskach programów numerycznych Ma-
thcad [9] i PSpice [4, 5]. 

 
2. OPIS ANALITYCZNY TWIERDZEŃ O WZAJEMNOŚCI  

METODAMI MACIERZOWYMI W ZAPISIE LICZB  
ZESPOLONYCH 

 
2.1. Twierdzenie o wzajemności oczkowe 

 
Prezentacja twierdzeń o wzajemności oczkowe polegała na opisie analitycz-

nym obwodu elektrycznego rozgałęzionego macierzowo metodą prądów oczko-
wych Maxwella (w zapisie liczb zespolonych) [1, 3, 8]. Równanie macierzowe 
(1) opisujące obwód elektryczny rozgałęziony zawiera jedną siłę elektromoto-
ryczną E , która wymusza przepływ prądów w gałęziach. Macierz impedancji 

oczkowej Z , wektor sił elektromotorycznych oczkowych E oraz wektor prą-
dów oczkowych I  równania macierzowego (1) oznaczono następująco: 
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Równanie (1) w postaci zwartej przyjmuje następującą formę: 

                                            =Z I E  (5) 

Mnożąc lewostronnie równanie (5) przez macierz odwrotną ( Z )–1 do macierzy 
impedancji oczkowej Z  uzyskuje się:  

                                    -1 -1 Z = Z EZ I  (6) 

skąd po zastosowaniu znanych właściwości macierzy: 

                                -1  Z Z   oraz   I = I  (7) 

gdzie: symbol  – macierz jednostkowa, otrzymuje się wektor prądów oczko-

wych w następującej postaci: 

                                       -1 I = Z E  (8) 

Za pomocą równania macierzowego (8) obliczamy prąd I  w gałęzi l-tej, któ-

ry wymuszany jest przez jedyne źródło napięcia E  znajdujące się w k-tej gałęzi 
według wzoru (9): 

                                       k-1
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Następnie źródło napięcia E  przenosimy do gałęzi l-tej i obliczamy natęże-

nie prądu I w gałęzi k-tej tego obwodu.  
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2.2. Twierdzenie o wzajemności węzłowe 
 
Prezentacja twierdzenia o wzajemności węzłowe polegała na opisie anali-

tycznym obwodu elektrycznego rozgałęzionego metodą macierzową napięć wę-
złowych Cortiego (w zapisie liczb zespolonych) [1, 3, 7]. Równanie macierzowe 
(10) opisujące obwód elektryczny rozgałęziony zawiera jedno 

k
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źródło prądu źI , które wywołuje napięcia węzłowe. Macierz admitancji węzło-

wejY , wektor prądów źródłowych źI oraz wektor napięć węzłowych V  rów-
nania macierzowego (11) oznaczono następująco: 
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Równanie (10) w postaci zwartej przyjmuje następującą formę: 

                                         ź=Y V I  (14) 

Z równania macierzowego (14) wyznaczono wektor napięć węzłowych V (pro-
cedurę obliczeniową zamieszczono w rozdz. 2.1), otrzymując następującą postać 
równania macierzowego:  

                                        -1  źV = Y I   (15) 

W oparciu o równanie macierzowe (15) obliczamy potencjały węzłowe U , 
które inicjowane są jedynym źródłem prądu źI  włączonym między węzły n i nI . 

 
3. PREZENTACJA TWIERDZEŃ O WZAJEMNOŚCI OCZKOWE 

I WĘZŁOWE W PROGRAMACH MATHCAD I PSPICE 
 

3.1. Twierdzenie o wzajemności oczkowe w programie Mathcad 
 

Obwód elektryczny rozgałęziony, który poddano analizie w kontekście 
twierdzenia o wzajemności oczkowe przedstawiają dwa schematy zastępcze 
(rys.1 i rys.2 ), które posiadają jedno źródło napięcia. Prądy zaznaczone na 
pierwszym i drugim schemacie opisano macierzowo metodą prądów oczkowych 
Maxwella. Otrzymane równania macierzowe (16) i (17) odpowiednio do sche-
matów zaimplementowano w środowisku programu numerycznego Mathcad. Na 
rys.3 zamieszczono wyniki obliczeń symulacyjnych prądów w programie Ma-
thcad. 

 
 

Rys.1. Schemat obwodu – źródło napięcia E 
w pierwszym oczku, obliczenia prądu w szóstej 

gałęzi (8.871 5.894 )j AI    

Rys. 2. Schemat obwodu – źródło napięcia E 
w czwartym oczku, obliczenia prąd w pierwszej 

gałęzi (8.871 5.894 )j AI    
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4. WNIOSKI 
 
‒ Prezentacja twierdzeń o wzajemności oczkowe i węzłowe w zapisie liczb 

zespolonych w postaciach macierzowych w środowiskach programów nume-
rycznych Mathcad i PSpice jest doskonałą pomocą dydaktyczną w nauczaniu 
teorii obwodów elektrycznych. 

‒ Przedstawione twierdzenie o wzajemności oczkowe w postaci macierzowej 
w środowisku programu numerycznego Mathcad można wykorzystać do we-
ryfikacji obliczeń prądów w obwodach elektrycznych metodą prądu oczko-
wych Maxwella. 

‒ Opisane twierdzenie o wzajemności węzłowe w postaci macierzowej w śro-
dowisku programu numerycznego Mathcad można wykorzystać do weryfi-
kacji obliczeń napięć w obwodach elektrycznych metodą napięć węzłowych 
Cortiego. 

‒ Zaprezentowane twierdzenia o wzajemności oczkowe i węzłowe w środowi-
skach programów numerycznych Mathcad i PSpice można wykorzystać do 
symulacji pomiarów prądów i napięć w obwodach elektrycznych. 
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ANALYSIS OF LINEAR ELECTRICAL CIRCUITS IN MATHCAD AND 
PSPICE PROGRAMS IN THE ASPECT OF THEOREMS ON MUTUALITY 

 
 

The paper presents the analysis of linear branched circuits with one energy source in 
the notation of complex numbers in the form of a matrix in terms of claims about reci-
procity. 

Theorems on mesh reciprocity and the theorem on node reciprocity. These theorems 
result directly from the symmetry of the matrix of own impedances and mutual imped-
ances, as well as the matrix of their own and mutual admittances. The theorem on ring 
reciprocity was used to analyze the currents in linear branched circuits calculated using 
Maxwell's ring currents. In turn, the theorem on node reciprocity was used to analyze the 
voltage in linear branched circuits, calculated using the Cortie nodal potentials method. 
The calculation of electrical circuits in the context of claims of reciprocity was carried 
out in the numerical programs environments of Mathcad and PSpice. 
 
 
(Received: 01.02.2019, revised: 10.03.2019) 
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