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Wskaźniki deformacji powierzchni terenu w ujęciu 
przestrzennym z uwzględnieniem siedmiu właściwości 
geomechanicznych skał górotworu
Indicators of land surface deformation in spatial terms, including seven geomechanical 
properties of rock mass

Streszczenie: Przedstawiono formuły matematyczne umożliwia-
jące modelowanie deformacji powierzchni terenu na terenach 
górniczych wskutek podziemnej eksploatacji złóż pokładowych. 
Modelowanie zastosowano przy wykorzystaniu przestrzennych 
wskaźników deformacji górotworu. Opracowane modele mate-
matyczne na podstawie analogii do teorii Knothego-Budryka oraz 
do teorii Chudka-Stefańskiego umożliwiają obliczanie takich wskaź-
ników deformacji, jak: obniżenia, nachylenia i krzywizny w ujęciu 3D. 
Z analogii do postulatu S. G. Awierszyna otrzymano: odkształcenia 
poziome i przemieszczenia poziome. Uwzględniono możliwość za-
stosowania w modelu górotworu łącznie do siedmiu parametrów 
geomechanicznych masywu skalnego w formie ich wartości uśred-
nionych: wykorzystano przy tym zależności empiryczne z danych 
pozyskanych z 16 otworów wiertniczo-badawczych i 34 rodzajów 
skał. W wymienionych tu teoriach można zastosować maksymalnie 
do dwóch parametrów geomechanicznych. Wyprowadzone formu-
ły matematyczne umożliwiają również weryfikację symulacji nume-
rycznych stosowanych obecnie do prognozowania wpływów eks-
ploatacji górniczej na powierzchnię oraz korzystanie z tych formuł 
bez konieczności stosowania rachunku całkowego. Proponowane 
formuły, w szczególnych przypadkach, prowadzą do wzorów wy-
stępujących we wspomnianych tu teoriach i są stosowane przy pro-
wadzeniu analiz w budownictwie na terenach górniczych.
Słowa kluczowe: wskaźniki deformacji, niecka obniżeniowa, teo-
ria Knothego-Budryka, teoria Chudka-Stefańskiego, budownic-
two na terenach górniczych.

Abstract: Mathematical formulas for modeling deformations 
are presented land surface in mining areas as a result of under-
ground exploitation of seam deposits. Modeling was carried 
out using spatial indicators of rock mass deformation. Develo-
ped mathematical models based on analogies to the Knothe-
Budryk theory and to the theory Chudek-Stefański enable the 
calculation of deformation indicators such as: depression, incli-
nation and curvature in 3D. By analogy to S.G.’s postulate Awier-
shina received: horizontal deformations and horizontal displa-
cements. Possibility of use in the model was taken into account 
rock mass, including up to seven geomechanical parameters of 
the rock mass in the form of their values averaged: empirical re-
lationships from data obtained from 16 wells were used drilling 
and research and 34 types of rocks. The theories listed here can 
be applied up to two geomechanical parameters. Derived ma-
thematical formulas they also enable verification of numerical 
simulations currently used for forecasting influence of mining 
exploitation on the surface and the use of these formulas witho-
ut necessity applying integral calculus. The proposed formulas, 
in special cases, lead to patterns appearing in the theories men-
tioned here and are used when conducting analyzes in construc-
tion in mining areas.
Keywords: deformation rates, subsidence trough, Knothe-Budryk 
theory, Chudek-Stefański, construction in mining areas.
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1. Wprowadzenie

W budownictwie na terenach górniczych analizowane są defor-
macje powierzchni terenu, a w przypadku budowli podziem-
nych także deformacje górotworu. Podstawowym wskaźnikiem 
deformacji przyjmowanych do analiz jest wskaźnik określany 
nazwą obniżenia – oznaczenie w (są to osiadania, przemiesz-
czenia pionowe górotworu) [1–14]. Wskaźnik deformacji bę-
dący pierwszą pochodną funkcji obniżeń określany jest na-
zwą nachylenia – oznaczenie T, natomiast drugą pochodną 

jest krzywizna – oznaczenie K. W teorii Knothego-Budry-
ka obniżenia obliczane są z formuły określonej wzorem (1).
Na rysunku 1 przedstawiono wizualizację przestrzenną for-
muły określonej wzorem (1), a wizualizację przedstawio-
no w oparciu o następujące, poglądowe wartości liczbowe 
zmiennych występujących we wzorach, przy uwzględnie-
niu wniosków zawartych w pracy [15]:

współrzędne przekątnej pojedynczego, prostokątnego • 
pola eksploatacyjnego zalegającego poziomo: X1 = 200 [m], 
X2 = 800 [m], Y1 = 300 [m], Y2 = 900 [m],
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współczynnik eksploatacyjny: •  a = –0,7,
głębokość wyeksploatowanej warstwy: •  H = 300 [m],
uśredniony ciężar objętościowy skał nadległego górotworu: •  γ = 0,02 [MPa/m],
miąższość wyeksploatowanej warstwy: •  g = 3,9 [m],
wartości liczbowe parametrów przyjętych w procedurach aproksymacyjnych: •  v = q · √N, q = 12/5, N = π, π ≈ 355/113,
uśredniona doraźna wytrzymałość skał górotworu na ściskanie: •  Rc = 25 [MPa],
uśredniona doraźna wytrzymałość skał górotworu na rozciąganie: •  Rr = 2 [MPa],
uśredniona wytrzymałość skał na ściskanie w stanie nasączenia wodą: •  Rcn = 11,11 [MPa],
uśredniona kohezja skał górotworu nadległego: •  c = 3,33 [MPa],
uśredniony moduł sprężystości skał nadległego górotworu: •  E = 4630 [MPa],
promień zasięgu wpływów głównych określony wzorami (2) do (15).• 

 
(1)

 (2)

 (3)

 (4)

 (5)

 (6)

 (7)

 (8)

 (9)

 (10)

 (11)

 (12)

 (13)

 (14)

 (15)

Rys. 1. Wizualizacja przestrzenna formuły okre-
ślonej wzorem (1) i jego aproksymacją (16); ozna-
czenia i dane liczbowe omówiono w tekście
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2. Zależności empiryczne wynikające z własności geomechanicznych skał górotworu

We wzorach stosowanych w modelowaniu i prognozowaniu deformacji powierzchni terenu wskutek podziemnej eksplo-
atacji górniczej występuje parametr r określany mianem „promienia zasięgu wpływów głównych”. W przypadku teorii Kno-
thego-Budryka wywodzi się on ze wzoru (2), natomiast wzór (3) z teorii Chudka-Stefańskiego [1, 5, 10, 11]. Wzory od (4) 
do (15) są propozycjami obliczania promienia zasięgu wpływów głównych na podstawie uśrednionych wartości parame-
trów geomechanicznych skał górotworu – wzory te utworzono na podstawie analizy korelacyjnej danych empirycznych 
z 16 otworów wiertniczo-badawczych tego samego rejonu, według algorytmów przedstawionych w pracy [10]. Przekształ-
cenie wzoru (2) względem tg(β) prowadzi do zamieszczonych tu formuł matematycznych ze względu na to, że wartość tg(β) 
bywa często stosowana także do wyznaczania filarów ochronnych w budownictwie na terenach górniczych [4, 5, 10].

3. Zależności wynikające z aproksymacji

Aproksymacja wzoru (1) umożliwiła utworzenie formuły dla N = π oraz N ≠ π, którą określono wzorem (16), [13].

 

 (16)

Na podstawie obniżeń w w dwóch różnych punktach niecki obniżeniowej można obliczyć nachylenie T dla zadanego od-
cinka. Wykonując na formule określonej wzorem (1) różniczkowanie określone we wzorach (17) i (18), otrzymujemy od-
powiednio nachylenia Tx(x,y), Ty(x,y), które określono zależnościami (19) i (20).
 

(17) 

 (18)

 
 

(19)

 
(20)

Na rysunku 2 zamieszczono wizualizację przestrzenną zależności określonych wzorami (17), (19) i (18), (20) oraz odpo-
wiednio formułami wynikającymi z aproksymacji, określonych wzorami (22) i (23).

Rys. 2. Wizualizacja przestrzenna funkcji określonych 
wzorami (17), (19), (22) – oznaczenie a) oraz (18), (20), 
(23) – oznaczenie b); opisy osi: osie poziome odpowia-
dają wzajemnie ortogonalnym osiom x i y, odległości 
oznaczone w [m], oś pionowa odpowiada nachyle-
niom T [m/m]

Funkcja błędu ERF określona jest wzorem (21). 
Proponowane, szczegółowe sposoby obliczeń 
numerycznych wartości tej funkcji przedstawio-
no w pracy [2].

a) b)
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 (21)

Formuły określone wzorami (22), (23) oraz (29), (30) wyprowadzono przy oznaczeniach q = 12/5, N = π, v = q · √N, przy 
czym w obliczeniach numerycznych przyjęto dla N = π, natomiast empiryczną wartość parametru: v ≅ 4,25.

 (22)

 (23)

Na podstawie wzorów (22) i (23) nachylenie maksymalne obliczane jest z zależności (24) [3, 4, 7, 11]:

 
(24)

Na rysunku 3 przedstawiono poglądowo wykresy funkcji określone odpowiednio dla Ty wzorami: (20) – linia ciągła oraz 
(23) – linia kropkowana.

Rys. 3. Wykresy nachylenia w przekroju płaszczyzną 
Ty(500,y) niecki obniżeniowej określonej wzorami (1) 
i jego aproksymacją (16), przy czym oznaczenie linią cią-
głą odnosi się do wzoru (20), oznaczenie linią kropkowa-
ną do wzoru (23) – dane liczbowe przyjęte do obliczeń 
zamieszczono w tekście

Z zależności (25) i (26) bazując na (1), otrzymano wzory na krzywizny Kx(x,y), Ky(x,y) określone formułami (27) i (28).

 (25) 

 
 (26)

Wzory (27) i (28) wynikające bezpośrednio z formuły (1) i zależności (25), (26) aproksymowano do postaci określonych 
wzorami (29) i (30), które otrzymano z przekształcenia funkcji określonej wzorem (16).
 



www.przegladbudowlany.pl

a
R

T
y

K
u

Ły
 P

R
o

b
l

e
M

o
w

e

113

budownICTwo na TeRenaCH gÓRnICzyCH

 (27)

 (28)

Na rysunku 4 przedstawiono wizualizację przestrzenną wzorów określonych formułami (25), (27) i (29) przy N = π oraz for-
mułami (26), (28) i (30).

Rys. 4. Wizualizacja przestrzenna funkcji Kx(x,y), Ky(x,y) 
dla N = π określonych wzorami (27) i (29) przy oznaczeniu  
a), natomiast wzorami (28) i (30) przy oznaczeniu b)

 (29)

 (30)

Przykładową wizualizację krzywizn w przekroju płaszczyzną Kx(x,500) niecki obniżeniowej określonej wzorami (1) i (16) 
przedstawiono na rysunku 5.

a) b)
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Podstawiając do wzorów (19), (20), (22), (23), (27), (28), (29), (30) za r formuły od (3) do (15), otrzymujemy wzory uwzględniają-
ce dowolną kombinację parametrów geomechanicznych przedstawionych w niniejszej pracy, uzyskując zbieżne wyniki [13].

Rys. 5. Przykładowe wykresy 
krzywizn w przekroju płaszczy-
zną Kx(x,500) niecki obniżeniowej 
według wzorów: (29) – oznaczenie 
linią ciągłą, (27) – oznaczenie linią 
kropkowaną; dane liczbowe poglą-
dowych parametrów zamieszczono 
w tekście

tu teoriach. W zaproponowanych modelach można wprowa-
dzić maksymalnie do siedmiu różnych parametrów geome-
chanicznych, podczas gdy rozpatrywane teorie umożliwiają 
zastosowanie maksymalnie do dwóch parametrów w mo-
delu. Zaprezentowane wzory znajdują zastosowanie w ana-
lizach i modelowaniu deformacji powierzchni terenu w pro-
blematyce budownictwa na terenach górniczych.
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4. Odkształcenia poziome i przemieszczenia 
poziome

Wskaźniki deformacji określane mianem „odkształceń po-
ziomych” – oznaczenie ε oraz „przemieszczeń poziomych”  
– oznaczenie u przyjmuje się w literaturze jako funkcje pro-
porcjonalności odpowiednio do „krzywizn” i „nachyleń” zgod-
nie z postulatem S. G. Awierszyna i oblicza odpowiednio 
z zależności (31) i (32) [1–5, 7, 9–11]:

 (31)
 (32)

Parametr proporcjonalności B przyjmowany z zależności 
empirycznych B

^

obliczany jest ze wzoru (33) [10]:

 

(33)

We wzorze (33) zarówno ε jak i K są wartościami empirycz-
nymi, obliczonymi na podstawie pomiarów na istniejących 
liniach obserwacyjnych w danym rejonie; w innych przy-
padkach modelowania deformacji wartość obliczeniową 
tego parametru, przy uwzględnieniu wniosków zawartych 
w pracy [15], można określać ze wzoru (34) [8, 10]:

 
(34)

5. Podsumowanie

Proponowane wzory opracowane na podstawie uśrednio-
nych wartości parametrów geomechanicznych skał górotworu 
umożliwiają obliczanie wszystkich podstawowych, stosowa-
nych w praktyce inżynierskiej wskaźników deformacji terenu 
w przestrzeni 3D. W opracowaniu dołożono starań, aby dą-
żyć do wykorzystywania dostępnych baz danych geomecha-
nicznych skał górotworu z rozpatrywanego rejonu. Wypro-
wadzone formuły matematyczne umożliwiają prowadzenie 
przedmiotowych obliczeń bez konieczności stosowania ra-
chunku całkowego, który stosowany jest we wspomnianych 


