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STRESZCZENIE

W pracy przedstawiona zostata metoda dekompozycji lepkosciowej. Zastosowana
do rownan ruchu lepkiego i niescis$liwego plynu pozwala rozbi¢ krok czasowy na
dwa podkroki. Przyktad zastosowania tej metody zostat pokazany z wykorzystaniem
metody czastek wirowych typu ,,Wir w komorce”, ktora pozwala na doktadne
badanie ewolucji wirowosci i co nie mniej wazne bardzo dobrze nadaje si¢ do
wykorzystania w obliczeniach réwnolegtych. Badania dynamiki wirowosci maja
podstawowe znaczenie dla badan nad turbulencja, jak réwniez rozwigzywania
zagadnien inzynierskich. W pracy przedstawione zostang wyniki symulacji nume-
rycznych zjawiska zmiany topologii (rekonekcji) dwoch rownolegltych rurek wiro-
wych oraz zderzenia dwoch pierscieni wirowych.

SLOWA KLUCZOWE: metoda dekompozycji lepkosciowej, obliczenia réwnlegle, karty
graficzne

1. WPROWADZENIE

Numeryczne modelowanie przeptywow plyndéw lepkich jest bardzo popularne w za-
gadnieniach technicznych w tym takze z dziedziny energetyki. Symulowane sg zarowno
zagadnienia przeptywowe (np. praca turbiny) jak i cieplnych (np. zjawiska zachodzace
wewnatrz kotta). Metoda ta pozwala w szybki sposob przetestowac rdozne rozwigzania bez
potrzeby budowania duzych i drogich stanowisk eksperymentalnych.

Do rozwigzywania rownan NavieraStokesa w obecnej pracy wykorzystano metodg
czastek wirowych, w ktdrej korzysta si¢ z metody dekompozycji lepkosciowej. Wykorzy-
stuje ona fakt, ze w przeptywem cieczy lepkiej rzadza dwa zjawiska: konwekcja oraz dy-
fuzja. Krok czasowy zwigzany z ewolucja ptynu rozbijany jest na dwie czgsci. W pierw-
szym podkroku ptyn przemieszczany jest zgodnie z prawami ruchu ptynu nielepkiego.
W drugim symulowany jest wplyw lepkosci poprzez rozwigzanie rownania dyfuzji.
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Zrozumienie dynamiki i wzajemnych oddziatywan pomig¢dzy réznymi strukturami wi-
rowymi jest kluczowym elementem w objasnianiu i kontrolowaniu ruchu plynu [1].
Glownym zrodtem wiedzy na temat wzajemnej interakcji struktur wirowych jest wizuali-
zacja przeptywu. Niestety uwaza sig, ze nie jest ona w stanie wlasciwie odda¢ ewolucji
struktur wirowych, zwlaszcza przy dlugim czasie obserwacji [2], [3]. Wiaze si¢ to z fak-
tem, ze w eksperymentach uzywa si¢ pasywnych czastek (jak np. barwnik), ktore nie po-
dazaja w plynie tak jak elementy wirowe. W ostatnich latach czesto wykorzystywane sg
w badaniach metody optyczne takie jak PIV czy LDA. Sg to jednak wtorne metody wy-
znaczania pola wirowosci obarczone btgdem zarowno pomiarowym jak i wykorzystywa-
nej metody rozniczkowania. Na tym tle symulacje numeryczne wydaja si¢ by¢ odpowied-
nim podejsciem do badania wzajemnych oddziatywan pomiedzy strukturami wirowymi.
Do badan numerycznych wybraliSmy metodg czastek wirowych typu Wir w komorce
(ang. Vortex-in-Cell — VIC) [4]. W metodzie tej uzywane sg czastki niosgce informacje
0 wirowoéci. Sledzenie przemieszczen tych czastek i zmiany ich intensywnosci pozwala
na badanie ewolucji pola wirowo$ci. Znajac rozklad przestrzenny pola wirowosci mozna
wyznaczy¢ pole predkosci ptynu.

Obliczenia tr6jwymiarowe ruchu ptynu, niezaleznie od metody numerycznej, wymaga-
ja dtugich czasow obliczeniowych. Aby temu zaradzi¢ coraz cze$ciej do obliczen nume-
rycznych wykorzystuje si¢ sSrodowiska wieloprocesorowe umozliwiajgce obliczenia row-
nolegte. Dla metody VIC wykorzystalisSmy do obliczen réwnoleglych karty graficzne
(ang. Graphics Processing Units — GPUs). Karty graficzne produkowane z mysla o grach
komputerowych stanowia tanie i tatwo dostepne narzedzie do obliczen rownoleglych.
Metoda typu VIC bardzo dobrze nadaje si¢ do zrownoleglania. Zarowno ruch czastki, jak
| przeniesienie informacji z czastki na wezly z procesami niezaleznymi do pozostatych
czastek. Dzigki temu obliczenia dla wszystkich czastek moga by¢ wykonywane rownole-
gle. Szczegbly implementacji metody czastek wirowych wykorzystujacej w obliczeniach
karty graficzne mozna znalez¢ w artykule [5].

Do testow pokazujacych poprawnos¢ trojwymiarowej implementacji symulacji ruchu
ptynu metodg VIC wybrane zostaly dwa przypadki: zmiany topologii linii wirowych
dwoch rownolegtych rurek wirowych oraz zderzenia dwoch pierscieni wirowych. Zjawi-
sko zmiany topologii linii wirowych nazywane jest czasami przelaczaniem sig¢ linii wiro-
wych lub rekonekcja (od angielskiej nazwy reconnection). Wyniki otrzymane dla pierw-
szego przypadku byly poréwnywane z wynikami numerycznymi przedstawionymi w [2].
Wyniki eksperymentalne dla drugiego przypadku mozna znalez¢ w [6].

2. ALGORYTM DEKOMPOZYCJI LEPKOSCIOWEJ

Roéwnania ruchu dla ptynu lepkiego i niescisliwego zawieraja w sobie dwa zjawiska:
konwekcje (cztony bezwtadnosciowe) oraz dyfuzje. Ze wzgledu na mala warto$¢ wspot-
czynnika lepkosci ptynu numeryczne rozwigzywanie takiego rownania stanowi powazne
wyzwanie. Wynika to z faktu, ze wprowadzenie do obliczen siatki numerycznej wprowa-
dza réwniez lepko$¢ numeryczng. Rzad tej lepkosci, wynikajacej z dyskretyzacji rownan,
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moze by¢ wihasnie rzedu rzeczywistej lepkosci ptynu. Moze to prowadzi¢ do zmiany fizyki
badanego numerycznie zjawiska.

Jednym ze sposobow radzenia sobie z tego typu problemami jest dekompozycja opera-
toréw (,,operator splitting”). W metodzie tej rozwigzywane zagadnienie rozbijane jest na
czesci 1 rozwigzywane w podkrokach. W zastosowaniu do réwnan ruchu ptynu lepkiego
i nieScisliwego metoda ta pozwala osobno rozwigzac czes$¢ nielepkg rownan w pierwszym
podkroku oraz wptyw lepkosci w drugim. Dzigki temu mozliwe jest zastosowanie sche-
matow numerycznych odpowiednich dla danej czgsci rozwigzywanego zagadnienia.

Zalozmy przykltadowo, ze zadane jest zagadnienie poczatkowe opisujace ewolucje
zjawiska:

%+A(U)=O,U(O)=UO ()

Niech S, bgdzie operatorem rozwiazujacym powyzsze zagadnienie, czyli
U(t) =S,U,. Przyjmijmy, ze operator A moze by¢ roztozony na sume dwoch elemen-
tarnych operatorow: A= A + A,. Dla kazdego z operatorow A, mozna otrzymac roz-
wigzanie:

U;(t) =S{U, =e Uy, j=12 )

Przyblizone rozwigzanie zagadnienia catkowitego otrzymuje si¢ jako:

U (Atn) ~[S5 S5 ]"U, = (e e )", ©)

Dla operatorow liniowych wzor (3) nosi nazwe wzoru Lie-Trottera-Kato [8].
Rozpatrujac pojedynczy krok czasowy mozna napisa¢ za [9], ze rozwigzanie do-
ktadne spetnia rownanie:

U (1) =e%0 (L) (4)
Rozwijajac wzor (4) w szereg Taylora otrzymujemy:

p(A+A)AL _ | +At(A1+AZ)+%At2(A1+Az)2 +... ©)

Dla wngtrza nawiasu po prawej stronie rOwnania (3) rozwinigcie w szereg Taylora
bedzie miato postac:

eM™Me®M = (1 + AtA +%At2Al2 +o) (1 + AtA ﬁL%AtzAl2 +..)= (6)

= +At(A + A2)+%At2(A12 +2AA, +A) +...

Porownujgc rozwiniecia (5) 1 (6) w ogdlnym przypadku otrzymamy:
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(A+A) =(A" + AR+ AA+AT) 2 (A +2AR + 1) W)

Te dwa rozwinigcia sa sobie rowne w przypadku, w ktorym operatory A, i A, ko-

mutuja. W przeciwnym wypadku metoda dekompozycji lepkosciowej jest pierwszego

rzedu. Mozliwe jest podniesienie rzedu metody dekompozycji lepkosciowej do rzedu
drugiego poprzez zastosowanie metody Stranga [9]:

U* = Sit/ZU (tn)r
U™ =su” 8)
U (tn+1) = Sit/zu ”

Dekompozycja operatorow pozwala na uzyskanie prostej do implementacji i bar-
dziej efektywnej metody. Dzigki niej mozna potaczy¢ wyspecjalizowane metody nu-
meryczne rozwiniete w celu efektywnego rozwiazania danej klasy zagadnien ewolu-
cyjnych. W ten sposéb mozna wybiera¢ ze zbioru wydajnych i dobrze
przetestowanych metod numerycznych dla podstawowych operatoréw, ktore mozna ze
soba polaczy¢ w celu rozwigzania skomplikowanych probleméw. Uzycie dekompozy-
cji operatoréw pozwala rowniez na tatwa zmiane schematu numerycznego dla jednego
operatora na inny rowniez rozwigzujacy ten operator. Co wigcej wykorzystanie takie-
go algorytmu pozwala czasami na zmniejszenie zapotrzebowania na pami¢é operacyj-
ng, zwickszenie przedziatu stabilno$ci metody, a nawet stworzenie metody stabilnej
bezwarunkowo. Dla zagadnien wielowymiarowych moze to by¢ czasami jedyna moz-
liwa do zastosowania metoda. Ostatnig zaleta jest mozliwos¢ (oraz tatwos¢) dodawa-
nia kolejnych pozioméw ztozonosci do modelu numerycznego, poniewaz kazdy nowy,
kolejny wyraz (model) bedzie niezaleznym modutem numerycznym.

Przyktadem zastosowania metody dekompozycji operatora moze by¢ popularna, do-
brze opanowana metoda naprzemiennych kierunkow (ang. Alternating Direction Im-
plicit — ADI), w ktorej wielowymiarowe zagadnienie jest redukowane do sekwencji
zagadnien jednowymiarowych.

2.1. ROWNANIACH RUCHU PLYNU
Roéwnania ruchu lepkiego i nie$cisliwego ptynu maja postac:

a—u+(u-V)u :—EVp+vAu ©)
ot p

V-u=0 (10)

gdzie U=(U;,U,,U;) jest wektorem predkosci, o - gestoécig ptynu, P - ci$nieniem
a v - kinematycznym wspotczynnikiem lepkosci. Rownanie (4) mozna przetransfor-
mowac do rownania Helmholtza na ewolucj¢ wirowosci [7]:
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%'F(U'V)Q)Z(QJ'V)U +VAw, (11)
gdzie ®=V xu.
W uzytej w obecnym artykule metodzie czastek wirowych wykorzystuje si¢ algo-
rytm dekompozycji lepkosciowej [8]. Rozwigzanie otrzymywane jest w dwoch kro-
kach. Najpierw rozwigzywane jest niclepkie rownanie Eulera:

%‘%(u VYo = (0-V)u (12)

Nastepnie, efekt lepkosci symulowany jest przez rozwigzanie rownania dyfuzji:
% =VAw, (13)
a(x,0) = o, (14)

gdzie @, jest rozkladem wirowosci otrzymanych z kroku nielepkiego.

Do rozwiazania rownan (13) i (14) mozna uzy¢ dowolnej odpowiedniej metody ta-
kiej jak np. Particle Strength Exchange (PSE) [4] lub metody réznic skonczonych.

Z niescisliwosci przeptywu (10) wynika istnienie potencjatu wektorowego A takie-
g0, Z€:

u=VxA (15)

Zakladajac, Ze potencjat wektorowy A= (A, A, A;) jest bezdywergentny, V-A=0, to
jego sktadowe mozna wyznaczy¢ rozwiazujac trzy rownania Poissona [7]:

M =-w, =123 (16)

Réwnanie Poissona moze by¢ efektywnie rozwigzanie przy uzyciu siatki nume-
rycznej i metody roznic skonczonych. Otrzymane rozwigzanie rownania (16) pozwala
na wyznaczenie pola predkosci na siatce z zalezno$ci (15). Predko$¢ z siatki jest inter-
polowana na aktualne potozenie czastki. Takie podej$cie pozwala na znaczace przy-
spieszenie obliczen (~1000 razy dla przypadku 100000 czastek w porownaniu do algo-
rytmu ,kazdy z kazdym” oraz ~100 razy w pordéwnaniu do szybkiej metody
wielopolowej [10]). Uktad rownan algebraicznych otrzymany z dyskretyzacji rowna-
nia Poissona (11) byt rozwigzywany metoda wielosiatkowa (ang. Multigrid method)
[11]. Przemieszczenie czastek w aktualnym polu predkosci jako:

X_u (17)
ot

byto realizowane metoda Rungego—Kutty czwartego rzedu. Na koniec kazdego kroku
czasowego intensywnosc¢ czastek byta interpolowana na wezty siatki:
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~ (x5 -X), 18
a)i:zapn¢ Jhph3 19
p
gdzie j jest indeksem wezta siatki numerycznej a p jest indeksem czastki.

W ninigejszej pracy wykorzystywane byto nastepujace jadro interpolacyjne [4]:

2-5x2+3x)/2 dla0<|x <1 (19)
() =12-X)*A-|x)/2 dlal<|x<2
0 dla2<|x

Dla przypadku trojwymiarowego @ = @(X)@(y)@(z). Zastosowane jadro interpola-
cyjne @ spetnia warunek [4]:

Z(X—Xj)k(p(x_—hxj)zo 1<jk|<m-1 m=3

]

(20)

z czego wynika, ze jest rzedu M =3[4]. Oznacza to, ze wielomiany do rzedu m wigcz-
nie beda doktadnie reprezentowane przez jadro (14).

3. WYNIKI

Jest wiele dowodow eksperymentalnych pokazujacych, ze struktury wirowe przy-
pominajace rurki ewoluuja i oddziatuja ze soba w przeptywach z duzg liczbg Reynold-
sa (przepltywach turbulentnych). Struktury wirowe najczesciej zajmujg pewne wydzie-
lone miejsca w przestrzeni przeptywu. Mozna zalozy¢, ze wigkszo$¢ przestrzeni jest
wypelniona plynem bezwirowym, a przeplyw jest determinowany przez rurki wirowe
o matej $rednicy. Kiedy rurki te zblizaja si¢ do $cianek statych lub siebie nawzajem
zachodzg gwattowne procesy ewolucyjne [12]. Rozrywanie si¢ i taczenie linii wiro-
wych, tzw. rekonekcja, moze by¢ podstawowym procesem ewolucji trojwymiarowych
wir6w i w mechanice turbulencji [13].

Celem przedstawionych testow numerycznych jest pokazanie, ze metoda czastek
wirowych jest w stanie odtworzy¢ wyniki otrzymane w rzeczywistych eksperymen-
tach. W poprzednich artykutach autorzy pokazali zgodno$¢ wynikéw otrzymanych
przy pomocy tej metody z wynikami badan numerycznych przeprowadzonych innymi
metodami [14].
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3.1. WPLYW LICZBY REYNOLDSA NA PRZEBIEG PROCESU REKONEKCJI NA PRZYKLADZIE
DWOCH ROWNOLEGLYCH RUREK WIROWYCH

Dane do testu pochodzg z pracy [2] i sg przedstawione na rys. 1.

1.33 ]

02k \4__/:‘

—" 1.73

—

L — ~—
Y Xl
Rys. 1. Warunki poczatkowe dla przypadku rownolegtych rurek wirowych z symetrycznym zaburzeniem

Poczatkowy rozktad wirowosci w rdzeniu opisany byt wzorem:

- (21)

ao(r)=we @
gdzie @, =200, a a=0,667 . Na tej podstawie obliczona zostata cyrkulacja I"i liczb
Reynoldsa:

r 22
F=jco(r)27zrdr, Rer I 22)
0 |4

gdzie Vv jest kinematycznym wspotczynnikiem lepkosci. Dla prezentowanego przypadku
wynosity one odpowiednio I'=17.65i Re, =1003. Obszar obliczeniowy stanowit

szeScian o wymiarach 4rx4rx4x z okresowymi warunkami brzegowymi we
wszystkich kierunkach. Liczba weztéw w kazdym kierunku wynosita N =128. Do
obliczen przyjeto krok czasowy At=0.01. Jakosciowa zgodno$¢ z wynikami przed-
stawionymi w pracy [2] jest bardzo dobra.

Interakcja rurek wirowych przedstawiona na rys. 2 przechodzi przez klasyczne eta-
py rozrywania i taczenia si¢ rurek wirowych wymienione przez innych autoréw (np.
[1], [2]). Rurki wirowe zblizaja si¢ do siebie i zderzajg sic w t =1. W miare zblizania
si¢ wirow do siebie ich rdzenie sptaszczaja sig, staja sie coraz bardziej zdeformowane
i przeksztatcajg si¢ w strukture gtowa - ogon (ang. head-trail). Ten etap charakteryzuje
si¢ aktywng dyfuzja (ang. cross-diffusion), ktdrej towarzyszy mostowanie pomigdzy
dwoma strukturami wirowymi. Wytworzone mosty pod wptywem wzajemnej indukcji
zaczynajg si¢ porusza¢ w gore i oddalac od siebie. Z powodu tego ruchu efekty lepko-
Sciowe pomigdzy dwoma strukturami nie majg okazji do catkowitej anihilacji wirowo-
$ci. Pozostatosci wirowos$ci, zwane ni¢émi, zaczynaja si¢ wygina¢ w gore z powodu
predkosci indukowanej przez nowe struktury wirowe.
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t=0.0 t=4.0

t=1.0

t=3.0

Rys. 2. Obraz izopowierzchni |o| = 0.150 dla ewolucji dwoch rownolegtych rurek wirowych

Mieszanie ptynu otaczajacego rurki wirowe bioragce udziat w procesie rekonekcji jest
przedstawione za pomocg pasywnych markerow na rys. 3. Wida¢, ze proces rekonek-
cji zintensyfikowal proces mieszania w pewnym obszarze przeptywu. Markery lezace
w $srodkowej czesci obszaru przeptywu, w ktorej doszto do zmiany topologii linii wi-
rowych, zostaty uniesione przez przeptyw i wymieszane. Z kolei czastki pasywne
lezace w obszarze przez ktéry nie przechodzity rurki wirowe pozostaly praktycznie
nieruszone. W tym wypadku wida¢ ograniczony zasi¢g dziatania procesu rekonekcji.
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a)

t=0.0

Byl ey

Rys. 3. Ruch pasywnych markerow wywotany polem predkoséi powstatym w czasie rekohekcji dwoch
rurek wirowych widziany z r6znych punktow: a) z boku, b) z gory, c) pod katem
3.2. ZDERZENIE DWOCH PIERSCIENI WIROWYCH

Ten przypadek pokazuje zderzenie dwoch pierscieni wirowych. Wyniki eksperymen-
talne mozna znalez¢ w artykule [6] oraz na stronie internetowej autora.

W tym przypadku parametry we wzorach (21) i (22) miaty wartosci @, =20,0, a=05
, R=10, v=0,01, Re, =1000. Wyniki w formie izopowierzchni wirowosci przed-
stawione sg na rys. 4a wizualizacja pasywnymi markerami na rys. 5.

W czasie zblizania si¢ do siebie predkosci indukowane przez pierscienie powodujg
rozszerzanie si¢ ich i splaszczenie rdzenia (przekroju). W chwili t=2 na rys. 4 widoczny
jest specyficzny rozktad wirowo$ci nazywany przez Lima membrang. Zgodnie z [2]
w momencie kiedy pierscienie osiagaja wielko$¢ ok. 4 poczatkowych $rednic pojawia
si¢ asymetryczne zaburzenie w postaci fali. Powoduje ono powstanie na obwodzie kaz-
dego pierscienia czterech skupisk wirowosci. Wyniki numeryczne pokrywajg si¢ z wy-
nikami eksperymentu dla liczb Reynoldsa Re <1000. W eksperymencie liczba skupisk
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wirowosci jest duzo wigksza niz w obliczeniach numerycznych. Powodem moze by¢
wpltyw warunkoéw brzegowych obszaru obliczeniowego lub inny sposob wyznaczania
liczby Reynoldsa w pracy [2].

Wiadomo, ze w przeptywie lepkim wirowos¢ nie jest unoszona przez czastki ptynu
i dlatego trudno jest przeprowadzi¢ wizualizacj¢ ewolucji pola wirowosci. Z tego powo-
du lepszym sposobem poréwnania otrzymanych wynikéw numerycznych z eksperymen-
tem jest umieszczenie w obszarze obliczeniowych pasywnych markeréw unoszonych
przez ptyn. Na rys. 5 przedstawione sg pokolorowane pasywne markery. Kolory odpo-
wiadaja poczatkowemu potozeniu. W chwili poczatkowej pier§cienie wirowe sa catko-
wicie schowane w obszarze pokrytym markerami. Kazdy z tych obszaréw zawiera mar-
kery roztozone na siatce posiadajacej 100x100x50weztéw. Oczywiscie cze$¢ mar-
kerow lezata poza obszarem pierscieni. W chwili t=1 widoczny jest ogon stworzony
z markerow znajdujacych si¢ poczatkowo poza pierscieniami wirowymi. W chwili t=3
widoczna jest membrana. Obraz przedstawiony w chwili t=5 bardzo przypomina wyniki
otrzymane przez Lima w pracy [2]. Z chwili t=8 jasno wynika, ze proces rekonekcji
w tym wypadku nie zaszedt. Markery pasywne nie zostaty zmieszane.

Rys. 4. Obraz izopowierzchni |o| = 0.05w0 (niebieskie) oraz |o| = 0.2w0 (z6tte — przeswituje jako
szare przez powierzchnie niebieskie) dla zderzenia dwdch pierscieni wirowych
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Rys. 5. Zderzenie dwoch pierscieni wirowych przedstawione za pomocg pasywnych markeréw

4. POSUMOWANIE

W pracy przedstawiona zostata implementacja metody czastek wirowych typu ,,wir
w komorce” wykorzystujaca metode dekompozycji lepkosciowej. Implementacja ta
zostala wykorzystana w testach przedstawiajacych rekonekcje dwoch rurek wirowych
oraz zderzenia pierscieni wirowych. Otrzymane wyniki numeryczne zostaty por6wnane
z wynikami numerycznymi otrzymanymi innymi metodami przez innych autorow
(pierwszy przypadek testowy) oraz z wynikami rzeczywistych eksperymentow (drugi
przypadek testowy). W obu tych testach zostata otrzymana wysoka jakosciowa zgod-
nos$¢ rezultatdw. Pokazuje, ze przedstawiona w artykule implementacja metody czastek
wirowych jest w stanie poprawnie symulowaé¢ ewolucje struktur wirowych w czasie.
Zastosowanie metody dekompozycji lepkosciowej pozwala na doktadne modelowanie
efektow lepkosciowych.
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