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Zastosowanie spaczonych zbioréw Julii
w symulacji tekstur nieba

1 Wstep

Systemy rzeczywistosci wirtualnej (ang. virtual reality - VR) zyskujg w ostatnich latach
coraz wigkszg popularnos¢. Ich kluczowym elementem jest wirtualne $rodowisko,
stworzone dzigki komputerowej symulacji zjawisk zachodzacych w rzeczywistym
$wiecie. Srodowisko to generowane jest najczesciej z wykorzystaniem technik grafiki
3D. Zwykle odwzorowuje ono pewien obszar otwarty, ktérego gléwnymi sktadnikami
sq: teren, roslinnos¢, zbiorniki wodne i oczywiscie niebo. W niektdrych systemach VR
obrazowanie nieba jest szczegdlnie wazne. Najlepszym tego przyktadem sg symulatory
lotu [1]. Techniki te znajdujg tez szerokie zastosowanie w zwyklych grach
komputerowych, szczegélnie w  zyskujgcych coraz  wigkszg  popularnosé
futurystycznych symulatorach kosmicznych. W tym ostatnim przypadku problem jest
jednak bardziej zlozony, gdyz w istocie dotyczy obrazowania nieba nocnego, ktérego
gléwnymi elementami sg ciata niebieskie, gwiazdozbiory, czy tez cale galaktyki.

Najprostsza technikg graficznej symulacji nieba jest odwzorowanie, uprzednio
przygotowanych, tekstur na siatce wielokagtéw reprezentujacych pétsfere (ang. skydome)
[2]. Jest to podejscie z jednej strony czasochtonne, gdyz wymaga udzialu artystéw
grafikéw w przygotowaniu odpowiednich tekstur, a z drugiej strony pochlaniajgce
Znaczne zasoby pamigciowe kart graficznych. W celu osiggniecia duzego stopnia
realizmu wymagane sg bowiem obrazy nieba o duzej rozdzielczosci.

W przypadku metod proceduralnych [3] wykorzystuje si¢ najczesciej generatory liczb
pseudolosowych. Tekstury chmur generowane sg automatycznie poprzez odpowiednig
kompozycje obrazéw szumu (oktaw) w réznej skali. Najczesciej odbywa sie to
w trakcie renderingu, niezaleznie dla kazdego piksela, co pozwala na zréwnoleglenie
obliczen i obnizenie ztozonosci pamigciowej. Wygenerowane w ten sposéb struktury sg
dosy¢ realistyczne, posiadajg tez pewne cechy zbioréw fraktalnych, w szczegdlnosci sg
one samopodobne w sensie stochastycznym. Niestety, techniki opierajace si¢ wylgcznie
na generatorach liczb pseudolosowych nie pozwalajg na uzyskanie bardziej
wyrafinowanych ksztattéw, takich jak obrazy gwiazdozbioréw czy galaktyk.

W niniejszej pracy proponujemy wykorzystanie zbioréw Julii [4-5] do symulacji
obrazéw wirtualnych galaktyk. Reprezentacje graficzne tych zbioréw zawierajg migdzy
innymi nietrywialnie struktury o ksztattach spiralnych. W oryginalnej postaci wykazujg
one pewne symetrie. Jednakze z uwagi na fakt, Ze sg okreslone w przestrzeni
zespolonej, mozliwa jest ich prosta deformacja (spaczenie) przy uzyciu transmitancji
filtru wszechprzepustowego. Po dodaniu do tak powstatych struktur turbulencji
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o niewielkiej amplitudzie uzyskujemy realistycznie wyglgdajace obrazy skupisk
gwiazd.

2 Fraktale i definicja zbioru Julli

Fraktal jest pojeciem stosunkowo nowym, ktdre nie posiada uznanej jednoglosnie
formalnej definicji. Najczesciej tym mianem okresla si¢ zbidr, posiadajgcy szereg cech
charakterystycznych, z ktérych za najwazniejsze uwaza si¢ samopodobienstwo oraz
utamkowg wymiarowos¢. O ile samopodobienstwo jest cechg intuicyjnie zrozumialg,
o tyle pojecie wymiarowosci wymaga uscislenia. W ogélnym przypadku wymiarowosé
jest miarg samopodobienstwa i jednoczesnie skomplikowania danego obiektu. Niestety,
jest ona réznie definiowana. Istnieje zatem wymiar samopodobienstwa, pudetkowy,
cyrklowy, topologiczny [4] (s. 53). Jednak w przypadku wigkszosci obiektéw
fraktalnych miary te przyjmujg wartosci niecatkowite.

Jednym z bardziej popularnych obiektéw fraktalnych jest zbidr Julii. Zaktadajgc, ze f (z)
to dowolna funkcja wymierna, wypelniony (ang. filled-in) zbiér Julii jest definiowany
nastepujaco [5] (s. 215):

K(f)={zel: f¥(2) Ao, gdyk > oo} , M
gdzie £ ®(z) oznacza k-krotne ztozenie funkcii f(2), tj.:

FP@Q=ff(fmM=Ffoforof . @

Innymi stowy, zbidr ten tworza punkty z, dla ktérych ciag iteracji wielomianu f(z) ma
ograniczong  orbite  (kolejne wartosci  f®(z) dla k—oo nie ,uciekaja”
do nieskonczono$ci). Punkty te nazywane sg tez wigZniami, a pozostale uciekinierami.
Natomiast ,,wlasciwy” zbiér Julii jest formalnie definiowany jako punkty brzegowe

zbioru K( f):

J(f)=0K(f). 3
Najdoktadniej zbadane zbiory Julii opieraja si¢ na wielomianie drugiego stopnia:
f(=2+c, Q)

gdzie ¢ - dowolny parametr zespolony. Dla réznych ¢ otrzymuje si¢ rézne zbiory,
dlatego w istocie mamy do czynienia z calg rodzing zbioréw Julii. Warto tez nadmieni¢,
7e w zbiorze parametréw ¢ definiowany jest popularny zbiér Mandelbrota:

M ={cel : [ (0)Aw}. )

Zwykle zbiory Julii obrazowane sg na plaszczyznie zespolonej w wyniku przeksztalcen
iteracyjnych wielomianu stopnia drugiego:

L=P

. 6
zzj—i-c ©

Z

n+l
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W zaleznosci od punktu startu p mozemy w wyniku iteracji otrzymac ciag, ktéry bedzie
nieograniczony (jego elementy opuszcza kazdy okrag ze $rodkiem w centrum uktadu
wspotrzednych) lub ograniczony (czyli taki, dla ktdrego istnicje okrag o srodku
w centrum ukladu wspotrzednych, jakiego elementy ciggu nigdy nie opuszcza). Zatem
zgodnie z definicjg (1) zbiér wypeliony Julii tworza te punkty p, dla ktérych ciag jest
ograniczony, w szczegdlnosci mozna dowie$¢, ze punkty takie spelniaja warunek
lz,l < 2 dla n — . Formalnie obraz takiego zbioru powinien by¢ czarno-biaty, gdzie
piksele, np. koloru biatego, odpowiadatyby punktom spetniajacym wyzej wymieniony
warunck. W praktyce jednak liczba iteracji jest ograniczana, a kolory pikseli
odpowiadajace punktom p ustala si¢ w sposob arbitralny na podstawie osiagnigtej liczby
iteracji (czyli szybkosci, z jaka ciag zbiega do nieskoficzonosci w danym punkcie p).
W ten sposob powstaja barwne obrazy, potocznie zwane fraktalami. Rysunek 1
przedstawia przyklady popularnych obrazoéw fraktalnych z rodziny zbioréw Julii,
uzyskanych dla wybranych parametrow c¢. Ponizej zamieszczono tez pseudokod
typowego algorytmu generowania obrazéw zbiorow Julii na ptaszczyznie zespolone;j.

for ui = 1 to width do
for vi = 1 to height do
z_n = 3*(ui/width — 0.5) + 1i*3*(vi/height — 0.5)
n =20

while abs(z_n)<2 and n<n_max do
zn=2zn"2 + ¢
n=n+1
end
texture[ul] [vi] = color[n]
end
end
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Rys. 1. Obrazy zbioréw Julii na ptaszczyznie zespolonej dla réznych wartosci
parametru ¢

Fig. 1. Pictures of the Julia sets on the complex plane for different values
of parameter ¢
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abs(z)

35’9(1)
Rys. 2. Zbior Julii otrzymany dla interpretacji biegunowej wspotrzednych tekstur
Fig. 2. Julia set obtained for polar interpretation of the texture coordinates

Oznaczmy przez u, v rzeczywiste, znormalizowane wspdlrzedne tekstury, takie
ze t(u =0, v=0) to piksel w lewym dolnym rogu tekstury oraz f(u = 1, v=1) to piksel
w prawym gérny rogu. Wéwczas punkty startowe iteracji wielomianu (6) moga by¢
obliczane zgodne ze wzorem:

p=s,u-05+is,(¥-05) , @)

gdzie s, s, sa to rzeczywiste wspdlczynniki skalujace, okreslajace rozmiar
prostokatnego obszaru probkowania ptaszczyzny zespolonej odpowiednio w  osi
rzeczywistej i urojonej. Czesciej jednak tekstury nieba odwzorowywane sg na potsfere,
z wykorzystaniem rzutowania cylindrycznego lub sferycznego. Tekstury takie powinny
posiada¢ dopasowane krawedzie boczne, tj. #(0, v) =#(1, v) dla dowolnego v. Dlatego
tez bardziej korzystne wydaje si¢ prébkowanie plaszczyzny zespolonej w uktadzie
wspotrzednych  biegunowych. Woéwcezas zmienne u, v interpretujemy jako
znormalizowane wspoéirzedne biegunowe, a punkty startowe obliczamy zgodnie
z€ WzOorem:

p=r-vexp(i2zu) , (8)

gdzie r — rzeczywisty wspotczynnik skalujacy. Zaktadajac réwnomierne rozmieszczenie
probek (u, v) w ukladzie prostokatnym tekstury, uzyskujemy probki p rozmieszczone
rownomiernie na okregach (ze srodkiem w punkcie (0, 0) i promieniach rv),
na ptaszczyznie zespolonej. Rysunek 2 przedstawia uzyskang w ten sposéb teksture.
Reprezentuje ona wnetrze okregu jednostkowego (dla r = 1) zbioru z rysunku 1 (prawy
gérny rég).

3 Spaczone zbiory Julii

Jak mozna zaobserwowaé¢ na rysunku 1, struktury fraktalne zbiorow Julii, maja
nietrywialny charakter, wykazuja jednak pewne symetrie wzgledem s$rodka uktadu
wspolrzednych lub w przypadku reprezentacji biegunowej — okresowosé (rys. 2).
W zastosowaniach zwigzanych z symulacja nieba jest to raczej cecha niepozadana,
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ktéra uniemozliwia bezposrednie wykorzystanie obrazéw zbioréw Julii jako tekstur.
Dlatego tez w niniejszej pracy poszukujemy takiej metody deformacji struktur
fraktalnych, ktéra pozwolilaby na usunigcie nienaturalnie wygladajacych
symetrii/okresowosci przy jednoczesnym zachowaniu nietrywialnej struktury zbioru.
Tematyka zwigzana ze znieksztatcaniem fraktali jest poruszana w pracy [6], jednak
dotyczy ona przypadku metamorfozy. Proponowane podejscie jest duzo prostsze
iczerpie z teorii cyfrowych filtréw wszechprzepustowych. Teoria ta znajduje
zastosowanie gléwnie przy projektowaniu spaczonych bankéw filtréw oraz transformat
blokowych [7]. Filtry wszechprzepustowe wykorzystuje sie migdzy innymi
do deformacji (tzw. spaczania) osi czestotliwosci (ang. frequency warping).
Transmitancja filtru pierwszego rzedu definiowana jest nastgpujgco [8]:

-a

A7) =
@) -z

, ®
gdzie a — parametr zespolony, okreslajacy jednoczesnie biegun filtru (4j. A(z = a) — ).
Filtr taki jest stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy lal < 1.

W przypadku spaczania osi czestotliwosci przyjmuje sig, ze wartosci z polozone sa
na okregu jednostkowym, wdwczas funkcja (9) nie modyfikuje modutu liczby
zespolonej, a jedynie jej faze. Pozwala to na zaggszczanie probek czgstotliwosciowych
na okregu jednostkowym wokdt wybranego punktu ¢ @, proporcjonalnie do wartosci
modutu lal. Natomiast w ogélnym przypadku zachodza zaleznosci:

>1, lzlk1
lA(z)15=1, lzI=1 . (10)
<1, lzI>1

Istota prezentowanej metody jest deformowanie/spaczanie regularnej siatki prébek
startowych na catej plaszczyznie zespolonej, a nie tylko na okrggu jednostkowym.
Mianowicie proponujemy nastgpujgca procedure iteracyjna:

S -1
o Aff ) an
Zﬂ+l = ZYL +c

7. tej perspektywy kwestie zwigzane ze stabilnoscig filtru nie sg istotne i parametr a
moze by¢ dowolng liczbg rzeczywistg lub zespolong. Interesuje nas raczej jego wplyw
na wyglad spaczonej siatki prébek startowych, a co za tym idzie, interpretacja
geometryczna przeksztalcenia wszechprzpustowego. Zauwazmy, Ze wyrazZenie (9)
stanowi w istocie szczegdlny przypadek transformacji Mobiusa:

=20 (12)

cz+d
gdzie a, b, ¢, d to liczby zespolone spelniajgce warunek ad - bc # 0. Jesli przyjmiemy,
zea=d=1, b=-a* oraz ¢ = -a, wéwezas A(z") = g(z). Transformacje Mobiusa mozna
interpretowaé na plaszczyznie zespolonej jako zlozenie kilku przeksztalcen,
a mianowicie: rzutowania stereograficznego punktéw plaszczyzny na sferg, nastepnie
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jej przesunigcia, obrotu, dylatacji i w koncu przeksztalcenia odwrotnego, rzutujgcego
punkty ze sfery na ptaszczyzne. Transformacje takie zachowujg katy, odwzorowujgc
kazda prosta na prostg lub okragg oraz kazdy okrag na okrag lub prostg. Posiadajg tez
kilka punktéw charakterystycznych, m.in. biegun z, = -d/c = 1/a, czyli taki punkt,
dla ktérego g(z.,) — «, i antybiegun Z, = a/c = -1/a, dla ktérego g(w) — Z,. Dokladniej
ilustruje to rysunek 3, przedstawiajacy obrazy transformacji punktéw startowych
rozmieszczonych  regularnie na  okrggach oraz na  siatce  prostokatnej
(dla a=0.5+0.251)), kwadratem 1 kélkiem oznaczono odpowiednio biegun
iantybiegun. W miejscach, gdzie wezly siatki sg zaggszczane, odpowiadajgce im
struktury fraktalne bedg powigkszane, natomiast w miejscach, gdzie wezly sg
rozciggane, odpowiednie struktury bedg pomniejszane. Poniewaz czesci struktur sg
pomniejszong kopig catosci (samopodobienstwo) uzyskany efekt moze przypominaé
»Zapadanie si¢” fraktala. Przypadek taki dobrze ilustruje rysunek 4.

Im(z)

a) b)
Rys. 3. Obrazy transformacji wszechprzepustowej punktéw réwnomiernie
rozmieszczonych na okregach (a) i siatce prostokatnej (b) ze srodkiem
w punkcie (0,0)
Fig. 3. Images of allpass-transformed equidistant points placed on circles (a)
and rectangular grid (b) centered on the point (0,0)
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abs(z)

1 2 3 4 5 6
arg(z)

Rys. 4. Spaczona wersja zbioru Julii z rysunku 2, otrzymana przy uzyciu transmitancyi
Siltruwszechprzepustowego z parametrem a. = -0.3

Fig. 4. Warped version of the Julia set of the figure 2, obtained using the transfer
Sfunction of the allpass filter with parameter . = -0.3

abs(z)
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Rys. 5. Spaczony zbior Julii po dodaniu turbulencji o amplitudzie A = 0.2
Fig. 5. Warped Julia set after adding some turbulence with amplitude /. = 0.2

Dalsze zmniejszanie wartosci parametru a powoduje przesuwanie si¢ i jednoczesna
kompresje struktur spiralnych w lewo i ostateczne ,,zapadniecie si¢” fraktala w sobie
(ze wzgledu na ograniczenie objetosciowe nie zamieszczono odpowiednich rysunkow).
Spaczanie struktur fraktalnych z reguty pozbawia je symetrii, jednak zachowujg one
cechy samopodobienstwa. W niektérych zastosowaniach moze okaza¢ sie to
wystarczajace, jednak w przypadku proponowanej metody wprowadzono dodatkowo
efekt turbulencji poprzez proste zaburzanie spaczonej siatki punktéw startowych
zespolonym szumem proceduralnym W(p) € <0;1> o niewielkiej amplitudzie, tj.:

2, =Alp )+ AW (p), (13)
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gdzie parametr A okres$la amplitudge. W trakcie eksperymentéw do symulacji szumu
W(p) wykorzystano tzw. utamkowe ruchy Browna (ang. fractional Brownian motion -
fBm) [3]. Szum fBm jest powszechnie wykorzystywany w proceduralnym generowaniu
terenu 1 chmur, posiada tez cechy samopodobienstwa stochastycznego, jest
wigc fraktalem. Uzyskany efekt przedstawiono na rysunku 5.

4 ‘Whioski

Przedstawiono nowg metode symulacji tekstur w oparciu o spaczone zbiory Julii.
Zbiory te otrzymano w wyniku spaczenia (deformacji) siatki punktéw startowych
dla procesu iteracji funkcji wymiernej, wykorzystujac transmitancje filtru
wszechprzepustowego pierwszego rzedu. Wyniki eksperymentéw  pokazujg,
7e proponowana metoda pozwala usungé nienaturalnie wygladajgce symetrie
lub okresowos¢ w obrazach zbioréw Julii, dzigki czemu po dodaniu niewielkich
turbulencji mozna wykorzysta¢ je bezposrednio do symulacji tekstur nieba nocnego.
Metoda ta daje relatywnie dobre rezultaty, jednoczesnie jest prosta w implementacji.
W niniejszej pracy wszystkie symulacje przeprowadzono w srodowisku Matlab, jednak
przyszle prace obejmujg implementacje sprzgtowe w programach typu pixel-shader.
W obszarze naszych zainteresowan jest réwniez rozszerzenie idei spaczania obrazéw
fraktalnych do liczb hiperzespolonych, a takze wykorzystanie transmitancji filtréw
wyzszych rzedéw.
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Streszczenie

Przedstawiono nowg technike symulacji tekstur nieba nocnego na potrzeby systeméw
rzeczywistosci wirtualnej. Proponowana metoda wykorzystuje w sposéb bezposredni
spaczone zbiory Julii. W odréznieniu od klasycznej metody wykorzystuje si¢ tu
przeksztalcenie wszechprzepustowe do spaczania (deformacji) siatki punktéw
startowych. Dzieki temu mozliwe jest uzyskanie bardziej realistycznych struktur
fraktalnych, pozbawionych nienaturalnych symetrii lub okresowosci, zachowujacych
jednak cechy samopodobienstwa.

Stowa kluczowe: symulacja tekstur, zbidr Julii, filtr wszechprzepustowy

An application of the warped Julia sets
in the sky texture simulation

Summary

The paper presents a new technique to simulate night sky textures for the purposes
of virtual reality systems, in particular computer games. The proposed method uses the
warped Julia sets directly. In contrast to the classical method, here an allpass
transformation is used first to warp (deform) a grid of the starting points. This makes it
possible to obtain more realistic fractal structures, without unnatural symmetry
or periodicity, but preserving the self-similarity features.

Keywords: texture simulation, Julia set, allpass filter
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