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Metody wyznaczania wartości naprężenia 
przyczepności pomiędzy betonem 
a stalą zbrojeniową
Mgr inż. Magda Kijania, Politechnika Krakowska

1. Wprowadzenie

Przyczepność jest to wzajemne przekazywanie sił po-
między prętami zbrojeniowymi a betonem. Znajomość 
tego zjawiska pozwala na precyzyjne określenie roz-
kładu odkształceń stali i betonu, a tym samym na okre-
ślenie przebiegu odkształceń i zarysowania konstruk-
cji żelbetowej.
Istnieją trzy sposoby wyznaczenia granicznego naprę-
żenia przyczepności. Pierwszy z nich to badania eks-
perymentalne, za pomocą których otrzymujemy rze-
czywistą wartość przyczepności. Drugi – to metody 
analityczne opisane w różnego rodzaju pozycjach lite-
raturowych. Wzory te wyprowadzone są na podstawie 
badań doświadczalnych i służą do wyliczenia napręże-
nia przyczepności np. podczas wymiarowania zbrojenia 
w elementach żelbetowych. Ostatni sposób to zaawan-
sowane analizy numeryczne przeprowadzane w progra-
mach obliczeniowych. W artykule zaprezentowane zo-
staną wszystkie trzy sposoby.

2. Naprężenia przyczepności

Od samego początku istnienia konstrukcji żelbetowych 
zagadnienie przyczepności było przedmiotem licznych 
badań. Badano zarówno zjawisko przy-
czepności, jak i czynniki wywołujące 
przyczepność. Wyróżniamy trzy naj-
istotniejsze czynniki: adhezja, tarcie 
stali o beton wywołane skurczem be-
tonu oraz mechanizm zazębiania wy-
wołany nierównomierną strukturą po-
wierzchni stali.
Rozkład naprężenia przyczepności 
w zależności od przemieszczenia prę-
ta względem betonu charakteryzują 
cztery etapy (rys. 1). W etapie I (ele-
ment niezarysowany) odkształcenia 
stali i betonu są sobie równe. Dzieje 
się tak na skutek występowania więzi 
międzycząsteczkowych adhezji mię-
dzy betonem a stalą. W etapie tym 

występuje przyczepność pierwotna. Zostają osiągnię-
te maksymalne naprężenia przyczepności prętów gład-
kich i dochodzi do zniszczenia elementu (etap IVa – ze-
rwanie przyczepności dla pręta gładkiego). Dla prętów 
żebrowanych etap ten kończy się w momencie przesu-
wu zbrojenia względem betonu i pojawienia się pierw-
szych mikrorys (rys. 1 oznaczenie A i B).
W momencie wejścia w II etap (pierwsze zarysowanie) 
następują nieodwracalne zniszczenia w elemencie. Two-
rzą się kolejne rysy (C), a pręt coraz bardziej przesuwa 
się względem betonu.
W etapie III dochodzi do pierwszego kruszenia się be-
tonu pod żeberkami pręta (D-E). Wskutek zwiększenia 
naprężeń w stali następuje przewężenie pręta. Znisz-
czenie betonu przed czołem żebra powoduje powsta-
nie i rozwój rys podłużnych równoległych do osi zbro-
jenia (F). Ten etap wytężenia odpowiada w praktyce 
osiągnięciu maksymalnej wartości naprężeń przyczep-
ności dla prętów żebrowanych.
Wyróżniamy dwa sposoby zniszczenia elementu z prętem 
żebrowanym: rozłupanie otuliny betonowej (etap IVb) oraz 
wyrwanie pręta zbrojeniowego (etap IVc). W przypadku 
etapu IVb występują niewielkie oddziaływania krępujące 
odkształcenia, więc zniszczenie przyczepności następu-
je przez propagacje rys podłużnych równoległych do osi 

Rys. 1. Rozkład naprężenia przyczepności w zależności od przemieszczenia 
pręta względem betonu [15] wg [6] oraz mechanizm działania przyczepności 
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zbrojenia. Rysy te powodują pęknięcie otuliny. W etapie 
IVc mechanizm zniszczenia polega na ścięciu betonu 
w niedalekiej odległości od czoła żebra.

3. Badania doświadczalne

Najbardziej znaną metodą badania przyczepności jest 
metoda „pull-out”. Jest ona jedną z dwóch metod badań 
rekomendowanych przez instytut RILEM [18]. Schemat 
stanowiska oraz wymiary próbek badawczych pokazano 
na rysunku 2. W badaniach tych zakłada się, że zmiany 
odkształceń w stali po długości pręta mają rozkład li-
niowy (dla odcinka zakotwienia wynoszącego od trzech 
do pięciu średnic pręta rozkład naprężeń przyczepno-
ści jest stały [19]), dlatego też wartość przyczepności 
jest równa sile wyrywającej pręt F podzielonej przez po-
wierzchnię styku pomiędzy prętem a betonem.

Jednakże badania te nie odzwierciedlają prawdziwej pra-
cy konstrukcji. W badaniu tym beton jest ściskany, a pręt 
rozciągany, natomiast w elementach zginanych zarów-
no pręt jak i otaczający go beton są rozciągane. Bardzo 
krótki odcinek przyczepności uniemożliwia powstanie rys 
wewnętrznych, co prowadzi do zawyżonych, w porówna-
niu z elementami w skali naturalnej, wartości naprężeń 
przyczepności wtórnej. Dodatkowo otulina większa niż 
3φ powoduje, że zniszczenie elementu nastąpi przez wy-
rwanie pręta z kostki betonowej. W rzeczywistości otuliny 
elementów są znacznie mniejsze i dużo bardziej praw-
dopodobny jest rozwój rys prowadzących do zniszcze-
nia otuliny wskutek jej rozłupania.
Metoda ta ma jednak kilka dość istotnych cech pozy-
tywnych. Badania prowadzone na takich elementach 
są dość proste do zrealizowania, wymagają jedynie 
pomiaru siły F i przemieszczenia pręta Δ. Prostota ba-
dań umożliwia prowadzenie ich na dużej liczbie próbek, 
w których zmiennymi mogą być inne czynniki wpływa-
jące na przyczepność. Uzyskane wyniki w postaci funk-
cji τ dość dobrze odpowiadają poszczególnym etapom 
działania sił przyczepności i są stosunkowo łatwe do za-
stosowania w analizach numerycznych.

4. Metody analityczne

Wartość przyczepności można również wyznaczyć 
analitycznie. Normy [17] i [14] podają, że wartość obli-
czeniowa granicznych naprężeń przyczepności fbd dla 
prętów żebrowanych jest zależna od warunków beto-
nowania η1, średnicy pręta η1 i wartości obliczeniowej 
wytrzymałości betonu na rozciąganie fctd:

W najnowszej normie [15] dokonano zmian. Wartość 
ta zależna jest teraz od wytrzymałości średniej betonu 
na ściskanie fcm oraz od przemieszczenia pręta wzglę-
dem betonowej kostki. Wzór na maksymalne napręże-
nia przyczepności jest następujący:

Niemiecka norma [4] podaje następujący wzór na war-
tość naprężenia przyczepności:

W wyniku przeprowadzonych licznych badań i ekspe-
rymentów wyznaczono wiele innych wzorów analitycz-
nych do wyznaczania wartości przyczepności. W pra-
cy [7] przedstawiono zależność, opartą na koncepcji 
Tepfersa [20]. Wartość przyczepności zależna jest za-
równo od parametrów geometrycznych (wartość otuli-
ny c, średnica zbrojenia φ i długość zakotwienia pręta 
ld) oraz od wytrzymałości betonu na ściskanie fc i roz-
ciąganie fct.

Kolejna zależność z pracy [21] wyraża wartość przy-
czepności jako funkcję zmiennych wartości średnicy 
pręta φ i otulenia zbrojenia c, a także wytrzymałości 
betonu na ściskanie fc i rozciąganie fct. Wzór ten opar-
ty jest na kryterium Coulomba.

Przedstawiony w pracy [25] wzór zależny jest od tych 
samych wartości co poprzednie wyrażenie. Aby wyzna-
czyć przyczepność za pomocą tej zależności, należy po-
służyć się brytyjskimi jednostkami miar (wymiary w ca-
lach [in.] i wytrzymałość na ściskanie betonu w funtach 
na cal kwadrat [psi]).

Ostatnia grupa wzorów znajdująca się w pracach [2], 
[16], [3] oraz [8] ma bardzo podobną do siebie kon-
strukcję. Każde z proponowanych wyrażeń opisuje war-
tość przyczepności w zależności od wartości otuliny c, 

Rys. 2. Schemat elementu badawczego próby pull-out 
oraz schemat stanowiska badawczego [18]
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średnicy zbrojenia φ, długości zakotwienia ld oraz od wy-
trzymałości betonu fc. W trzech pierwszych wzorach na-
leży używać brytyjskich jednostek miary.

Jak widać, we wszystkich powyższych zależnościach 
wartość naprężenia przyczepności zależy od cech wy-
trzymałościowych betonu. Tylko w dwóch wzorach zależy 
ona od wytrzymałości betonu na rozciąganie a w pozo-
stałych wzorach od wytrzymałości betonu na ściskanie. 
Jednakże w każdym przypadku wytrzymałość na ści-
skanie występuje pod pierwiastkiem. Pierwiastkując 
tą wartość otrzymujemy w przybliżeniu wytrzymałość 
betonu na rozciąganie.

5. Modelowanie numeryczne

W rozdziale tym przedstawiono sposób modelowania 
próby pull–out w programie ABAQUS. Próbę tę można 
odzwierciedlić poprzez dwa modele: model dokładny 
i model uproszczony. Opisany zostanie również szcze-
gółowo dobór modelu materiałowego dla betonu Con-
crete Damage Plasticity (CDP).

5.1. Model betonu
Model CDP używany w ABAQUSIE stanowi modyfikację 
hipotezy wytężeniowej Druckera-Pragera (D-P). Zakła-
da on powierzchnię zniszczenia w przekroju dewiato-
rowym, która nie musi być okręgiem i jest zdetermino-
wana przez parametr Kc.

Parametr Kc (rys. 3) jest interpretowany jako stosunek 
odległości pomiędzy osią hydrostatyczną i odpowied-
nio południkami ściskania i rozciągania w przekroju de-
wiatorowym. Stosunek ten jest zawsze większy niż 0,5. 
W przypadku założenia wartości równiej 1 przekrój de-
wiatorowy powierzchni zniszczenia staje się okręgiem 
(jak w klasycznym D-P). W pracy Majewskiego [12] za-
uważono, że zgodnie z wynikami eksperymentalnymi 
ta wartość dla średnich naprężeń normalnych równych 
zero wynosi około 0,6 i powoli wzrasta wraz ze spadkiem 
średniego naprężenia normalnego do wartości bliskiej 
jedności (dla dużych wartości bezwzględnych średnie-
go naprężenia normalnego). Model CDP zaleca zakła-
dać Kc=2/3. Kształt ten zbliżony jest do kryterium wy-
trzymałościowego opisanego przez Willam’a i Warnke 
[23]. Jest to kryterium teoretyczne oparte na wynikach 
otrzymanych z badań trójosiowego ściskania.
Kolejnym parametrem opisującym stan materiału jest 
punkt, w którym beton ulega zniszczeniu przy dwuosio-
wym ściskaniu. σb0/σc0 (fb0/fc0) jest stosunkiem wytrzyma-
łości betonu w stanie dwuosiowym do wytrzymałości 
betonu w stanie jednoosiowym. Podręcznik użytkowni-
ka ABAQUS [1] podaje, że zalecaną wartością jest 1,16 
zgodnie z badaniami eksperymentalnymi przedstawio-
nymi w pracy [11].
W modelu CDP powierzchnia potencjału plastycznego 
w płaszczyźnie południkowej ma kształt hiperboli. Kształt 
jest korygowany przez parametr zwany mimośrodem (Ec-
centricity). Jest to mała wartość dodatnia, która opisuje 
stopień przybliżania się hiperboli potencjału plastycznego 
do jej asymptoty (rys. 3). Mimośród może być opisywany 
jako stosunek wytrzymałości na rozciąganie do wytrzy-
małości na ściskanie. Manual [1] zaleca przyjąć ε=0,1. 
Kiedy ε=0 powierzchnia w płaszczyźnie południkowej 
staje się prostą linią (jak w klasycznym D-P).
Ostatnim parametrem charakteryzującym zachowanie 
się betonu w złożonym stanie naprężenia jest kąt dyla-
tacji (dilation angle) ψ definiujący powierzchnię poten-
cjału plastycznego (rys. 3). Kąt dylatacji opisuje stosu-
nek przyrostu odkształceń plastycznych objętościowych 
dεp

pl do przyrostu odkształceń plastycznych postaciowych 
dγp (tgψ = dεp

pl/dγp). Dla wyznaczenia wartości ψ potrzeb-
na jest zatem znajomość wartości przyrostów odkształ-
ceń plastycznych w zaawansowanych stanach obciąże-
nia. Analiza wyników eksperymentalnych [22] prowadzi 
do wniosku, że dla betonów kąt dylatacji w dużej mierze 
jest stały – niezależny od ścieżki obciążenia, o wartości 5° 
≤ ψ ≤15°. Spotykane czasami w literaturze, np. [9] i [10], 
twierdzenie, że kąt dylatacji może być utożsamiany z ką-
tem tarcia wewnętrznego jest elementarnym błędem wy-
nikającym z nierozróżniania pojęć powierzchni plastycz-
ności i powierzchni potencjału plastycznego.
Zależność naprężenie – odkształcenie dla ściskane-
go betonu może być opisywana na podstawie badań 
w stanie jednoosiowego ściskania. Po otrzymaniu krzywej  
σ – ε należy ją wprowadzić do programu w sposób tabela-
ryczny. Wytrzymałość betonu na rozciąganie w jednoosiowym 

Rys. 3. Powierzchnia 
zniszczenia w przekroju 

dewiatorowym w modelu 
CDP i powierzchnia poten-
cjału plastycznego (defi-
nicja mimośrodu ε i kąta 

dylatacji ψ) [1]
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stanie naprężenia jest rzadko opisywana przez bada-
nie bezpośredniego rozciągania z powodu problemów 
związanych z wykonaniem badania i dużą rozbieżnością 
wyników, niemniej istnieją na przykład dobrze udoku-
mentowane badania [24]. Najczęściej stosuje się meto-
dy pośrednie, na przykład badanie wytrzymałości betonu 
na rozciąganie przy rozłupywaniu lub przy zginaniu. Moż-
na wyznaczyć wytrzymałość betonu na rozciąganie rów-
nież metodą analityczną, znajdującą się w normie [17].

5.2. Model uproszczony
Model uproszczony to taki, w którym pręt żebrowany 
jest zamodelowany jako pręt gładki, a pomiędzy beto-
nem a stalą występuje połączenie w postaci elementów 
interfejsowych, odzwierciedlające przyczepność pomię-
dzy obydwoma materiałami. Połączenie to musi być wy-
kalibrowane w taki sposób, aby model numeryczny od-
zwierciedlał wyniki badania doświadczalnego.
Model ten jest uproszczony, ponieważ nie ma koniecz ności 
odwzorowania pręta o rzeczywistym kształcie (wygenero-
wanie w programie modelu 3D pręta żebrowanego jest 
bardzo pracochłonne). Jednakże potrzebne są cechy po-
łączenia interfejsowego. Można je uzyskać poprzez stwo-
rzenie modelu numerycznego, który będzie odzwierciedlał 
wcześniej wykonane badania doświadczalne. W tym celu 
konieczna jest wieloetapowa kalibracja cech charaktery-
stycznych połączenia interfejsowego, aż do momentu uzy-
skania wyników odzwierciedlających wykonane badania.
W dalszym etapie model ten może posłużyć przede 
wszystkim do przeanalizowania naprężeń przyczepno-
ści dla innych elementów (np. próbka z inną średnicą 
pręta). Kolejną zaletą jest również możliwość sprawdze-
nia, jak zachowuje się element betonowy w dowolnym 
miejscu wewnątrz próbki.
Próbkę modelujemy jako dwie osobne części modelu 
połączone elementami interfejsowymi. Pierwsza z nich 
to kostka betonowa o wymiarach 10φ x 10φ x 10φ. Dru-
ga to pręt gładki o średnicy φ i długości minimum 50φ. 
Obydwu częściom należy przypisać odpowiednie modele 
materiałowe, dla betonu sprężysty (Elastic) i plastyczny 
z kontynualną mechaniką uszkodzeń (Concrete Damage 
Plasticity (CDP)) oraz dla stali sprężysty (Elastic).
Każdą z części należy poddać dyskretyzacji, np. sto-
sując elementy skończone o kształcie sześcianów. 
W celu sprawniejszego przeprowadzenia obliczeń należy 

wykonać tylko ćwiartkę rzeczywistego modelu. Wyge-
nerowane zostanie dużo mniej elementów skończonych 
i proces obliczeniowy będzie trwał dużo krócej, dlatego 
w programie należy wygenerować warunki brzegowe 
symetrii na ścianach wewnętrznych, zarówno dla części 
betonowej jak i stalowej. Warunek brzegowy zewnętrz-
ny to podpora przegubowa powierzchniowa.
Obciążenie w programie należy zadać jako przemieszcze-
nie liniowe (dzięki temu można również opisać zakres po-
krytyczny). Przemieszczenie to można przyłożyć do punk-
tu, który nie należy do elementu badawczego a następnie 
wygenerować przesuw pręta zgodnie z przesuwem punk-
tu. Połączenie między elementami należy wygenerować 
za pomocą opcji Surface to Surface, które powinno być 
w odpowiedni sposób wykalibrowane.
Na rysunku 5 podano przykładowe wyniki własnych 
analiz numerycznych – odkształcenia plastyczne zre-
dukowane betonu przy ściskaniu i odkształcenia pla-
styczne ekwiwalentne przy rozciąganiu.

5.3. Model dokładny
Model dokładny to taki, w którym pręt żebrowany ma rze-
czywiste kształty (odpowiedni kształt i wielkość żeberek 
oraz ich rozstaw). Wykonuje się go analogicznie do mo-
delu uproszczonego. Cechy materiałów, warunki brzego-
we oraz obciążenie należy zadać w sposób identyczny jak 
opisano w pkt. 5.2. W modelu tym nie ma konieczności 
wykonywania specjalnego połączenia za pomocą funk-
cji. Oba elementy łączą się ze sobą poprzez zazębianie 
się betonu pomiędzy żeberkami pręta żebrowanego.
Taka analiza służy przede wszystkim do wyznaczania rze-
czywistych naprężeń przyczepności za pomocą mode-
lu numerycznego. Może on zastąpić badania doświad-
czalne, pod warunkiem, że będzie poprawnie wykonany. 
Dodatkowo modelując próbę pull-out metodami nume-
rycznymi mamy możliwość zbadania, jak zachowuje się 
materiał (beton lub stal) w każdym dowolnym miejscu 
w próbce. Podczas przeprowadzania eksperymentów 
na próbkach rzeczywistych otrzymujemy tylko wartości 
siły w zależności od przemieszczenia pręta.
Podobne modele został zrealizowane i opisane w pra-
cach [12] i [5]. Na rysunkach 6 i 7 znajdują się sche-
maty i przykładowe wyniki.

Rys. 4. Wykres odkształcenie – naprężenie dla betonu ści-
skanego (rys. lewy) i rozciąganego (rys. prawy) [1]

Rys. 5. Model, schemat dyskretyzacji, warunki brzegowe, 
sposób połączenia elementów oraz odkształcenia betonu 
rozciąganego i ściskanego



PRzeglĄd budowlany 6/2015

a
R

T
y

K
u

Ł
y

 P
R

o
b

l
e

M
o

w
e

42

70 laT wydziaŁu inżynieRii lĄdowej PoliTechniKi KRaKowsKiej

6. Podsumowanie

Znajomość zjawiska przyczepności pozwala nam na pre-
cyzyjne określenie rozkładu odkształceń stali i betonu, 
a tym samym na określenie przebiegu odkształcenia 
i zarysowania konstrukcji żelbetowych.
Przeprowadzone badania eksperymentalne podają nam 
rzeczywiste wartości naprężenia przyczepności, jednak-
że są one pracochłonne i nie zawsze da się je wykonać. 
Metody analityczne pozwalają na szybkie oszacowanie 
wartości naprężenia przyczepności. Niestety jest to tyl-
ko wartość przybliżona i zazwyczaj zaniżona, ale dzię-
ki temu projektant zawsze stoi po stronie bezpiecznej 
przy wymiarowaniu.
Alternatywą dla badań eksperymentalnych jest popraw-
nie wykonany model numeryczny. Pozwala on nie tylko 
uzyskać dokładną wartość naprężenia przyczepności, 
ale również umożliwia wyciągnąć z badanego elementu 
znacznie więcej informacji niż uzyskalibyśmy z badań 
doświadczalnych. Aby wyniki te odzwierciedlały rzeczy-
wiste zachowania elementów, każdy z parametrów mo-
delu powinien być dokładnie opisany.
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