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Streszczenie. W pracy przedstawiono metode analizy statycznego odksztalcenia stupow zelbetowych
z uwzglednieniem nieliniowo$ci geometrycznej i nieliniowosci fizycznych materialéw konstrukeyj-
nych. Dla stali zbrojeniowej zastosowano model materialu sprezysto-plastyczny ze wzmocnieniem.
Dla betonu przyjeto model sprezysto-plastyczny z uwzglednieniem ostabienia materiatowego. Metode
analizy wytezenia ukladu konstrukcyjnego opracowano z wykorzystaniem metody réznic skonczonych.
Opracowano efektywna metode relaksacji dynamicznej rozwigzania ukladu réwnan réwnowagi ele-
mentéw zelbetowych. Na podstawie metody rozwigzania zbudowano wlasne procedury numeryczne
iprogram obliczeniowy. W celu sprawdzenia poprawnosci wprowadzonych procedur obliczeniowych
wykonano analize numeryczng stupéw zelbetowych przegubowo podpartych i obcigzonych sila
podiuzng dzialajaca na zadanym mimosrodzie. Otrzymane wyniki analizy poréwnano z wynikami
doswiadczalnymi zaczerpnietymi z literatury oraz wynikami obliczen analitycznych.

Stowa kluczowe: mechanika konstrukcji, stupy zelbetowe, nieliniowos¢ fizyczna, nieliniowo$¢ geo-
metryczna

1. Wstep

W artykule przedstawiono metode analizy statycznego odksztalcenia stupow
zelbetowych z uwzglednieniem nieliniowosci geometrycznej i nieliniowosci fizycz-
nych materialéw konstrukcyjnych. Analiza obejmuje opis zachowania mimo$rodowo
$ciskanego elementu zelbetowego, modelowanego jako ustroéj pretowy, obcigzony
statycznie. Podstawg teoretycznego modelowania zachowania elementu konstruk-
cyjnego s3 rownania teorii duzych przemieszczen ustroju pretowego. Metode analizy
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wytezenia ukladu konstrukcyjnego opracowano z wykorzystaniem metody réznic
skonczonych. W celu rozwigzania ukladu réwnan réwnowagi pretowych elementow
zelbetowych wykorzystano efektywng metode relaksacji dynamicznej. Na podstawie
metody rozwigzania zbudowano wlasne procedury numeryczne i program oblicze-
niowy. W celu sprawdzenia poprawnosci wprowadzonych procedur obliczeniowych
wykonano analiz¢ numeryczng stupéw zelbetowych, a otrzymane wyniki poréwnano
z wynikami do$wiadczalnymi i teoretycznymi zaczerpnigtymi z literatury.

2. Modelowanie materialow konstrukcyjnych
Przyjeto sprezysto-plastyczny model stali zbrojeniowej ze wzmocnieniem

(rys. 1). Rozwazano jednoosiowy stan naprezenia, ze wzgledu na charakter pracy
wiotkich pretow zbrojenia w elemencie zelbetowym.

Rys. 1. Model stali zbrojeniowej

Model fizyczny stali zbrojeniowej opisuja rownania przyrostowe w postaci:

_ 1 o, dla o’ Sfy"
ol =0 +EA¢’, 0= B (1)
Sfyodla og> f],

y
gdzie: &", Ae” =¢" —¢""' — znane odksztalcenie i przyrost odksztalcenia;
E, — modut odksztalcenia stali;
f,0 — poczatkowa granica plastycznoscis
fy

€= ?O — graniczne odksztalcenie sprezyste;

s

n—
s
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— modut wzmocnienia plastycznego;

Sy =fo+H (€ —¢€,) — aktualna granica plastycznosci;

n — krok chwilowego stanu naprezenia-odksztalcenia.

W celu opisu zachowania betonu opracowano model materialu sprezysto-pla-
stycznego z uwzglednieniem ostabienia i degradacji modutu odksztalcenia (rys. 2).
Model opisuje cztery fazy zachowania betonu: 1° — sprezyste osigganie poczatko-
wej powierzchni plastycznosci; 2° — idealne plynigcie plastyczne w ograniczonym

zakresie odksztalcenia; 3° — ostabienie materialowe, 4° — zniszczenie.
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Rys. 2. Model betonu

Model fizyczny betonu opisujg réwnania przyrostowe:

o' dla 3" <f"
—n _ ,n-1 n n o__ n —n n
o,=0. +EAe, 0. =1f" dla o] >f]
0 dla o' <0,

(2)

gdzie: E =sE  +(1-s)E,, — modul odksztalcenia;
E.y — poczatkowy modul odksztalcenia;
E, = 9 modut odksztalcenia w zakresie oslabienia materialowego;
Ere T &

[l =sf,+A-s)f, — wytrzymalos¢ aktualna;
foo — wytrzymato$¢ poczatkowa;
Jie

materialowego;

=f,—H.(e —¢,) — wytrzymalos¢ aktualna w zakresie

oslabienia
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Jeo
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0 dla ¢ >¢

H = — modut oslabienia materialowego;

c

— wskaznik zakresu odksztalcenia;
fe

g", Ae" =¢" —¢""' — znane odksztalcenie i przyrost odksztalcenia;
_ S0 grani dksztalceni Zyste;

g,, ==L — graniczne odksztalcenie sprezyste;
. co . . . . .

¢, 1€, — graniczne odksztalcenia odpowiednio zakresu idealnego

plynigcia plastycznego i ostabienia materialowego;

&, =&, —¢&, — odksztalcenie trwale dla zakresu ostabienia
materiatowego;

n — krok chwilowego stanu naprezenia—odksztalcenia.

W przyjetym modelu fizycznym betonu nie uwzgledniono wlasciwosci od-
ksztalceniowych materiatu na rozciaganie, z uwagi na brak istotnego wptywu na
przemieszczenia stupdw zelbetowych w analizie statycznej nosnosci granicznej
w zakresie niesprezystych odksztalcen.

3. Réwnania réwnowagi i zwiazki geometryczne

Dla elementu konstrukcyjnego rozpatrywanego jako zelbetowy element pretowy
o masie jednostkowej i, wyprowadzone zostaly réwnania réwnowagi dynamicznej,
ktdre zastosowane zostaly do opisu statycznego zachowania konstrukcji po wpro-
wadzeniu krytycznej warto$ci wspétczynnika tlumienia c.

W globalnym kartezjanskim ukladzie wspoétrzednych {x, z}, dla ukladu sit
wewnetrznych, podtuznych N, poprzecznych Q i momentéw zginajacych M oraz
skltadowych obcigzenia zewnetrznego {p ,p.} dzialajacych na odksztalcony ele-
ment o dlugosci ds i kacie nachylenia 6, rézniczkowe réwnania réwnowagi maja
postac:

_9Weosh)  9@sind) (o) pii—ei=0

as aS
_8(]\;s;n0)_a(QaC;)SQ)_pz (s)+ wiv+civ=0 (3)
oM

——0=0.
ds ©
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Uwzgledniono nieliniowe zwigzki geometryczne, ktére odnosza si¢ do od-
ksztalcenia podluznego osi srodkowej e(s) oraz krzywizny k(s) elementu pretowego
o dtugosci ds:

0 _ _ 0
e(s)zu, K(s)zM, (4)
ds ds

gdzie: dO, d9° — katy wzajemnego obrotu osi srodkowej preta w konfiguracji
aktualnej i poczatkowej;
ds® — dhugos¢ odksztalconego elementu preta w konfiguracji poczatkowe;.

4. Réwnania rownowagi w przekroju poprzecznym

Model obliczeniowy przekroju poprzecznego elementu pretowego opracowano
przy zalozeniu podzialu przekroju na warstwy betonowe oraz wyréznieniu dwu
warstw stalowych (rys. 3).
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Rys. 3. Model zelbetowego przekroju poprzecznego

Stan odksztalcenia w poszczegoélnych warstwach przekroju poprzecznego dla
kazdego kroku obcigzenia n jest okreslony ukladem zalezno$ci:

e, =e" +z k", Zr:(Zk’Zsl’Zs2)’ k=12,..,K. (5)
Dla znanych odksztalcen podluznych osi srodkowej e” i krzywizny k" wartosci

sily podtuznej N" i momentu zginajacego M" wyznacza si¢ z rbwnan réwnowagi
przekroju poprzecznego:



160 A. Szczesniak, A. Stolarski

K
n o__ n n n
N" = Zgllk 'Ak +0|1,sl 'Asl +011,s2 'Asz
©)

K
n = n . . n . . n . .
M _Eallk Az 40 Ay 2y + 0 oAy Z,
=

gdzie: Ay — pole powierzchni k-tej betonowej warstwy przekroju;
As) i As, — pola powierzchni warstw stalowych.

Zastosowana dyskretyzacja przekroju poprzecznego przedstawiona zostala
przez Baka i Stolarskiego i opisana w pracy [1].

5. Dyskretyzacja roznicowa elementu pretowego

Réwnania réownowagi (3) oraz zwiazki geometryczne (4) wraz z modelami od-
ksztalcenia materiatéw i modelem przekroju poprzecznego stanowia sformutowanie
problemu w ramach technicznej teorii konstrukeji pretowych.

Rozwigzanie ukladu réwnan podstawowych przeprowadzono metodg réznicowa
na podstawie przyjetej dyskretyzacji modelu obliczeniowego (rys. 4).

Dyskretyzacja ustrojow pretowych polega na dokonaniu podzialu osi srodkowej
pretow weztami i=1,2,...,i—1,i,i+1,..., I owspdlrzednych {x,z},. W przyjetym
modelu zalozono podzial elementu na wezly wewnetrzne i brzegowe. Sposrod weztow
wewnetrznych wyrdzniono wezly gtowne (nieparzyste) zwigzane z podstawowymi
punktami podziatu oraz wezly posrednie (parzyste) zwigzane z odcinkami taczacymi
podstawowe punkty podziatu

Na tej podstawie réwnaniom réwnowagi (3) mozna nada¢ forme réznicowa
ze wzgledu na rézniczkowe operatory przestrzenne:

—N, cos0, + N, cosO,, +Q,sind, — 0, sinf,, +P. (5,- )— m (5,- )”, - C(sl. )ul. =0
—N,sin@, + N, sin6,, — 0, cos, + 0, cos ,—P. (s, )+m(s, v, +C(s, )W, =0  (7)
M, ,-M;-Q,As, =0.

gdzie: jl1=i+1, i0=i—1 — oznaczenie odcinkéw wewnetrznego podzialu
przestrzennego;
N;; — sita podluzna w odcinku podziatu il =i +1;
M; — moment zginajacy w wezle gléwnym i;
m= uAs, — masa i-tego wezla;
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- As, tAs,
= - = - = 2 2 =21 " 720
Ax,=x,,—x, Az, =z, —z, As,, = JAx; +Az;, As, = 2

— skladowe dlugosci odcinka;

. Az, Ax,
sinf, =—1, cos@, =—1 — funkcje kata obrotu;
Sii St

P.(s,)=p.(s) Asi, P (s.)=p.(s) As; — sktadowe obciazenia
w i-tym wezle;
Pes — gestos¢ wlasciwa zelbetu.

X, U

Rys. 4. Dyskretyzacja elementu konstrukcyjnego
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Dyskretyzacja osi srodkowej modelu pozwala réwniez na réznicowe zdefinio-
wanie zwigzkow geometrycznych (4) w postaci:
— dla wezlow gtownych podziatui =3, 1-2,2:

| 0 AB. — AO°
e(sl.):%e(s), K(S[)ZT’ (8)

— dla odcinkéw podziatu il =2, 1-1,2:

-0 _
e(Sil)zAsﬂ;_AS“’ IC(S“)— K(Sil+1)+K(Si1—1)’ 9)

Asi 2

gdzie: AG, =0, —0,, =sin(0,, —0,,) jest katem wzajemnego obrotu odksztalco-
nych odcinkéw belki.

6. Metoda rozwigzania ukladu rownan rownowagi

W pracy rozwazono proces dynamiczny, ktéry przy zastosowaniu ttumienia
krytycznego ¢, = max(c ) umozliwia opis zagadnienia statycznego. Rozwigzanie
ukladu nieliniowych réwnan réwnowagi (7) przeprowadzono metoda relaksacji
dynamicznej, w ktdrej rozwiazanie uzyskuje sie rekurencyjnie w kolejnych chwilach
pseudoczasu.

W zastosowanej metodzie wykorzystano bezposredniag metode réznicowa
wzgledem pseudoczasu. Polega ona na aproksymacji rozwigzania dla przemieszczen
w kazdym wezle podziatu osi srodkowej belki u(x,,¢"), w(x,,t") wkolejnych chwi-
lach pseudoczasowych "' =¢" — At, ¢" =nAt, t"' =t" + At zgodnie z przyjetym
schematem réznicowym:

{Aui” =bAu'" +a[-N,cosO, + N, cosb, +0,sinb, —Q,sinb, +P.(s,)]

AW =bAW'" +a [N, sin@, — N, sin6,, +Q, cosb, — O, cosb,, + P.(s,)], (102)
w' =u'" +Aul,w = w T+ A, (10b)
m, . A

gdzie: b=———1i a, =——.
m, + C.At m, + C.At

Warunki poczatkowe dla kroku ¢, = 0 przyjeto w postaci:
Au'=0, Aw ' =0, (11)
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Warunkiem zakonczenia iteracyjnego rozwigzania réwnania ruchu ttumionego
jest osiagniecie zbieznodci przemieszczen w kolejnych chwilach czasowych:

v

ey,

Krok czasowy At wyznaczony zostal z uwagi na stabilno$¢ metody catkowania
numerycznego zastosowanej dla réwnania réznicowego i ma postac:

Atzar%sz\/%, (12)

gdzie: «a,=0,2-0,9 — wspdlczynnik korekcyjny dla kroku pseudoczasowego;
p — masa wlasciwa Zelbetu;
B = E ], — sztywno$¢ zginania przekroju zelbetowego w zakresie
sprezystym;
J.s — moment bezwladnosci niezarysowanego (sprezystego) przekroju
zelbetowego.

Z uwagi na zadany moment brzegowy M, =M lub M, =M konieczne jest
spelnienie réwnania zgodno$ci momentéw na brzegu:

Fy=M, -M, =0 lub F,, =M, —M, =0. (13)

Spelnienie tego warunku wymaga rozwigzania ukfadu nieliniowych réwnan
algebraicznych (6) dla obydwu weztéw brzegowych: fikcyjnego (ip; lub i) i rze-
czywistego (i,; lub i) wzgledem krzywizn k={k, .k, } lub k={x, .k, } przy
znanych odksztalceniach podtuznych e={e, ,e, } lub e={e, .e }.

Rozwigzanie réwnania (13) otrzymuje siq’numerycznie métoda} Newtona,
uzyskujac wynik po j-tej iteracji.

7. Analiza stupow zelbetowych

W celu sprawdzenia poprawnosci przyjetej metody analizy i zastosowanych
procedur numerycznych, przeprowadzone zostaly badania nosnosci granicznej
stupéw zelbetowych obustronnie obciazonych sila podluzng dzialajacg na stalym
mimosrodzie (rys. 5).

Otrzymane wyniki poréwnane zostaly z wynikami badan doswiadczalnych
oraz wynikami analizy teoretycznej przeprowadzonej przez Lloyd i Rangana [4], jak
réwniez z wynikiem teoretycznym otrzymanym przez Godyckiego-Cwirko i Korze-
niowskiego [3]. Badania numeryczne wykonane zostang dla zakresu doswiadczen,
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Rys. 5. Schemat statyczny i geometria przekroju stupa zelbetowego wg [4]

ktére w pracy [4] oznaczono jako seria I. W badaniu uwzgledniono trzy zakresy
mimosrodu e, ktére wynoszg 15/50/65 mm i kolejno zostaly oznaczone literami
alfabetu A, B, C.

Stup wykonany jest z betonu i stali o nastepujacych wlasciwosciach mate-
riatowych: p = 2500 kg/m’> — masa whadciwa zelbetu, f, = 430,0 MPa — granica
plastycznosci stali, E; = 200,0 GPa — modul odksztalcenia stali, ¢,,, = 0,15 — od-
ksztalcenie graniczne stali, f. = 44,78 MPa — wytrzymalo$¢ betonu na $ciskanie,
E,. = 32,18 GPa — modut odksztalcenia betonu, &r = 0,002, ¢, = 0,00665 — od-
ksztalcenia graniczne betonu przyjete z zakresu zgodnego z zatozeniami zawartymi
w pracy Stolarskiego [5].

Przyjety w niniejszej pracy model zachowania betonu zostal dostosowany
zgodnie z kryterium redukujacym wytrzymatos¢ i odksztalcenia graniczne betonu
wg Collinsa i in. [2].
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Wspolczynnik oporu lepkiego wyznaczony zostal na podstawie zaleznosci:

Copp =2m; - K. (14)

Sztywno$¢ ukladu zostala ustalona na podstawie warunku:
K =max{K_,K }, (15)

E. J
gdzie: K, = 42% — sztywno$¢ gietna stupa;

E A
K = % — sztywno$¢ podluzna stupa;

X

A, — pole powierzchni sprowadzonego przekroju zelbetowego.

Na rysunku 6 przedstawiono wykresy wynikéw uzyskanych podczas badania
stupa IA. Wyniki badann numerycznych oznaczono linig niebieska. Wyniki badan
doswiadczalnych przeprowadzonych przez Lloyd i Rangana oznaczone zostalty
czerwong linig przerywang, natomiast wyniki analizy teoretycznej zielong linig
przerywang. Warto$¢ no$nosci granicznej ustalonej przez Godyckiego-Cwirko
i Korzeniowskiego oznaczona zostata przerywang linig fioletowa.

1600,00
1400,00 4 ammemmmE T T
1207 =

1200,00 +==rmmmmmmmmm e s R m o eE e mmmmmmm mmmmmmm mmmm mm oo
1000,00 |
800,00 |
600,00 |
400,00 1
200,00 1

0,00

Intensywnos¢ obcigzenia P [kN]

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

. . === Doswiadczenie Lloyd, Rangan

Przemieszczenie poprzeczne [cm] )
- == Wynik teoretyczny Lloyd, Rangan

=== Wynik teoretyczny Godycki-Cwirko, Korzeniowski
——MRD

Rys. 6. Wykres obciazenia stupa IA w funkcji przemieszczenia poprzecznego w wezle 13 — pordéwnanie
wynikéw numerycznych z wynikami doswiadczalnymi i teoretycznymi
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Rys. 7. Wykres obcigzenia stupa IB w funkcji przemieszczenia poprzecznego w wezle 13 — pordwnanie
wynikéw numerycznych z wynikami do$wiadczalnymi i teoretycznymi
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Wynik teoretyczny Lloyd, Rangan

=== Wynik teoretyczny Godycki-Cwirko, Korzeniowski
—— MRD

Rys. 8. Wykres obcigzenia stupa IC w funkcji przemieszczenia poprzecznego w wezle 13 — pordéwnanie
wynikéw numerycznych z wynikami do$§wiadczalnymi i teoretycznymi

Warto$¢ nosnosci graniczne;j RfﬁD =1287 kN oraz przemieszczenia poprzeczne-
go odpowiadajacego jej osiagnieciu Wy, = 0,826 cm,odnotowana w badaniu nume-
rycznym przy zastosowaniu Metody Relaksacji Dynamicznej (MRD), jest najbardziej
zblizona do wyniku badan doswiadczalnych sposréd wszystkich poréwnywanych
metod analizy zaczerpnietych z literatury. No$no$¢ o wartosci Py, " =1207 kN
wyznaczona przy pomocy metody Godyckiego-Cwirko i Korzeniowskiego odpowiada
no$nosci ustalonej teoretycznie £, =1171kN przez Lloyd i Rangana. No$nos¢
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wyznaczona przy pomocy MRD odpowiada nosnosci wyznaczonej doswiadczalnie
B =1476 kNze zgodnoscig wynoszaca 87%, natomiast przemieszczenie ustalone
zostalo z niemal 100% zgodnos$cig. W odniesieniu do analizy teoretycznej Lloyd
i Rangana no$no$¢ wyznaczona numerycznie ma warto$¢ o 10% wieksza, natomiast
przemieszczenie jest ponad dwukrotnie wigksze.

Na rysunku 7 przedstawiono wyniki uzyskane podczas badania stupa IB obcia-
zonego sitami dziatajagcymi na mimosrodzie e = 50 mm. No§no$¢ graniczna ustalona
na podstawie analizy numerycznej wynosi PO%D =797,1kN, a przemieszczenie
poprzeczne towarzyszace jej osiagnieciu wy’’ = 0,75 cm. Wyniki doswiadczalne
wskazywatly na warto$¢ granicznego obcigzenia réwng P, 5 =830 kN, przy prze-
mieszczeniu o wartosci wy g, =1,25 cm. Nosno$¢ wyznaczona analitycznie przez
Lloyd i Rangana wyniosta F," =667 kN, a przemieszczenie w7, =0,67 cm.
Natomiast graniczna warto$¢ obcigzenia wyznaczona przez Godyckiego-Cwirko
i Korzeniowskiego wyniosta Py, ™ =707 kN.

Najwieksza zgodnos¢ z wynikami badan doswiadczalnych odnotowano na podsta-
wie badan numerycznych z zastosowaniem MRD. Nosnos¢ graniczna ustalona zostala
ze zgodnoscig wynoszaca 95%, natomiast przemieszczenie poprzeczne ze zgodnoscia
réwng 59%. Nosnosci ustalonej teoretycznie przez L-R najblizszy jest wynik teoretyczny
GC-K. Wyniki ustalone przy zastosowaniu MRD odpowiadaja analizie teoretycznej L-R
w odniesieniu do no$nosci ze zgodnos$cia wynoszaca ponad 84%, natomiast w za-
kresie przemieszczenia zgodno$¢ wynosi ponad 90%.

Na rysunku 8 przedstawione zostaly wyniki uzyskane podczas anali-
zy stupa IC. Wyniki badan doswiadczalnych przeprowadzonych przez Lloyd
i Rangana oznaczone zostaly czerwona linig przerywang i wskazaty na no$nos¢ gra-
niczng o wartosci By = 660 kN, przy wartosci przemieszczenia wy'r =1,32 cm.
Wyniki analizy teoretycznej L-R zaznaczone zostaly zielong linig przerywana
i wskazaly na no$nos¢ o wartosci Ef,’CR =537 kN, przy wartos$ci przemieszczenia
Wy e = 0,81 cm. Wartos¢ nosnosci granicznej ustalonej przez Godyckiego-Cwirko
i Korzeniowskiego wyniosta P);. ™ =580 kN, oznaczona zostala przerywang linia
fioletowa. Wyniki badan numerycznych oznaczono linig niebieska i wskazaly na
warto$¢ granicznego obcigzenia P(%’SD =661,4 kN, przy warto$ci przemieszczenia

towarzyszacej jej osiagnieciu w(])WfCD =0,85 cm.

8. Analiza ttumienia

Analize wytezenia stupéw przeprowadzono przy pomocy metody relaksacji dyna-
micznej z zastosowaniem krytycznej wartosci wspdlczynnika thumienia wedtug (14).

Na nastepnych rysunkach zilustrowany zostal wplyw tlumienia na drgania
stupa IB w sprezystym stanie wytezenia, przy wartosci obcigzenia P = 58,0 kN
odpowiadajacej okoto 7,3% nosnosci granicznej stupa.
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Rys. 10. Wykres przemieszczenia podtuznego w wezle 3 w funkeji pseudoczasu

Z kolei na rysunku 10 zobrazowany zostal wplyw tlumienia krytycznego na

przebieg funkcji przemieszczenia podluznego w wezle 3. Badania przeprowadzone

zostaly w wezle 3, z uwagi na wystepowanie w nim najwigkszych przemieszczen

podtuznych. Linig przerywang zaznaczono przebieg drgan nietlumionych, natomiast
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linig ciagla wykres przemieszczen po uwzglednieniu ttumienia krytycznego. Przebieg
wykresu przemieszczenia podluznego w pseudoczasie, po uwzglednieniu ttumienia
krytycznego, odpowiada polozeniu réwnowagi sprezystych drgan niettumionych.

9. Whioski

W artykule przedstawiono sformulowanie teoretyczne i weryfikacje metody
analizy zachowania mimosrodowo $ciskanych elementéw zelbetowych poddanych
dziataniu krétkotrwatych obciazen statycznych.

Modelowanie wlasciwosci materialéw konstrukcyjnych przeprowadzono
przy zalozeniu sprezysto-plastycznych modeli fizycznych materiatéw konstruk-
cyjnych z uwzglednieniem wzmocnienia dla stali zbrojeniowej i ostabienia dla
betonu, przyjeto zblizony rzad aproksymacji zachowania betonu i stali. Model
betonu przyjety do analizy jest trdjodcinkowy i pozwala na sledzenie pelnego
zjawiska ostabienia materiatu oraz procesu odcigzenia przy $ciskaniu, co stano-
wi odzwierciedlenie wynikéw badan doswiadczalnych. W modelu nie uwzgled-
niono wytrzymalosci betonu na rozcigganie — rozwazania przeprowadzone
zostaly dla przekroju zarysowanego. Zastosowany model betonu stanowi aprok-
symacje modelu proponowanego do nieliniowej analizy konstrukcji betonowych
w Eurokodzie 2 (EC2). Jednak nieliniowy model zaproponowany w EC2 pozwala
na $ledzenie zjawiska ostabienia materiatu w zakresie ograniczonym tylko do 85%
wytrzymalosci betonu, a model paraboliczno-prostokatny w ogéle nie uwzglednia
tego zjawiska.

Analiza elementu konstrukcyjnego przeprowadzona zostata przy zastosowa-
niu Metody Rézni¢ Skonczonych. Do rozwigzania uktadu nieliniowych réwnan
réwnowagi zastosowana zostala Metoda Relaksacji Dynamicznej, ktorej istota jest
potraktowanie procesu statycznego jako granicznego przypadku procesu dynamicz-
nego z uwzglednieniem tlumienia krytycznego.

W celu weryfikacji poprawnosci zastosowanej metody i opracowanych procedur
numerycznych przeprowadzona zostala analiza wytezenia stupow zelbetowych,
a otrzymane wyniki poréwnano z wynikami doswiadczalnymi i teoretycznymi
dostepnymi w literaturze. Wyniki otrzymane na postawie badania wytezenia stu-
pow zelbetowych wskazuja na efektywnos¢ obliczeniowg zastosowanej procedury
numerycznej w zakresie analizy nieliniowej do osiggniecia nosnosci stupa.

Zaproponowana metoda obliczeniowa pozwala na wstepne oszacowanie nosnosci
stupa bez mozliwosci $§ledzenia jego zachowania w zakresie pokrytycznym, ktdéry
obserwowany jest podczas badan doswiadczalnych. Analiza globalnego ostabienia
przekroju w zakresie pokrytycznym wymaga wiaczenia do procedury obliczeniowej
parametru dlugosci tuku.



170 A. Szczesniak, A. Stolarski

Artykut wplyngt do redakcji 17.02.2014 r. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano 18.04.2014 .

LITERATURA

[1] BAKG., STOLARSKI A., Analiza nieliniowa pretowych ustrojow zelbetowych obcigzonych impulsowo,
Komitet Inzynierii quowej i Wodnej PAN, Studia z Zakresu Inzynierii, 30, Warszawa, 1990.

[2] CoLrLiNs M.P,, MITCHELL D., MACGREGOR J.G., Structural Design Considerations for High-Strength
Concrete, Concrete International: Design and Construction, 15, 5, May 1993, 27-34.

[3] Gobycki-Cwirko T., KORZENIOWSKI P, Load-bearing capacity of HSC columns, estimated with
use of simplified methods in the light of experimental results, Archives of Civil Engineering, 46,
1, Gdansk 2000, 39-49.

[4] Lroyp N.A., RANGAN B.V,, Studies on High-Strength Concrete Columns under Eccentric Compres-
sion, ACI Structural Journal, Technical Paper, 93-S59, November-December 1996, 631-638.

[5] StoLARsKI A., Model dynamicznego odksztatcenia betonu, AIL, 37, 3-4, 1991, 405-447.

A. SZCZESNIAK, A. STOLARSKI

Effort analysis of reinforced concrete columns using dynamic relaxation method

Abstract. The method of the analysis of static deformation of reinforced concrete columns with
regard to geometrical nonlinearity of the columns and physical nonlinearity of structural materials
was presented in the paper. For reinforcing steel, the elastic-plastic model of material with material
hardening was applied. The elastic-plastic model of material with material softening was used for
concrete. The method of effort analysis of the structural system was developed using the finite difference
method. The effective dynamic relaxation method for solution of the systems of the equilibrium
equations of reinforced concrete columns was developed. It was the basis for preparation of the own
numerical procedures and numerical program. The reinforced concrete simple supported columns,
under eccentric compression, were numerically analysed. The numerical results were compared with
experimental results, taken from literature, and with theoretical solutions.

Keywords: mechanics of structures, reinforced concrete columns, physical nonlinearity, geometrical
nonlinearity



