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APROKSYMACJA NIELINIOWYCH CHARAKTERYSTYK
MASZYN ELEKTRYCZNYCH PRADU PRZEMIENNEGO
WIELOMIANAMI POTEGOWYMI WIELU ZMIENNYCH

APPROXIMATION OF NONLINEAR CHARACTERISTICS OF
AC MACHINES BY MULTIVARIABLE POWER POLYNOMIALS

Streszczenie: W celu uwzglednienia nieliniowos$ci obwodu magnetycznego maszyny elektrycznej w modelach
obwodowych nalezy wyznaczy¢ tzw. charakterystyki uzwojen maszyny okreslajace strumienie skojarzone
kazdego z uzwojen jako funkcje pradow wszystkich uzwojen. Ich aproksymacja jest - w zasadzie - mozliwa
tylko za pomoca wielomianow potggowych wielu zmiennych. Prowadzi to do bardzo ztozonych relacji miedzy
funkcjami aproksymujacymi. W pracy zaproponowano modyfikacje metodyki okreslania wspotczynnikow
wystepujacych w tych wielomianach na podstawie zbioru wartosci ko-energii magnetycznej oraz strumieni
skojarzonych lub dodatkowo indukcyjno$ci dynamicznych przy wykorzystaniu metody regresji liniowe;j.
Jednoczesne wykorzystanie wartosci ko-energii magnetycznej oraz strumieni skojarzonych ma na celu
ograniczenie czasu i kosztow obliczen numerycznych potrzebnych dla ich obliczania.

Abstract: To model non-linearity of magnetic circuit of alternating current machines at circuit approach it is
necessary to know, so called, characteristic of windings determining leakage fluxes as of each winding as a
function of currents of all machine windings. Such functions can be approximated by multivariable power
series of currents. However, it leads to rather complicated relationships between a set of such functions. The
paper presents a methodology for computation of the coefficients of those multivariable power series bases on
values of the co-energy and the winding leakage fluxes, or eventually dynamic inductances, using the linear
regression method. Combining those values reduces time and costs of numerical computations necessary for
its calculations.

Stowa kluczowe: maszyny elektryczne, nieliniowos¢ magnetyczna, nieliniowe charakterystyki uzwojen,
aproksymacja funkcji ko-energii magnetycznej
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strumienie skojarzone kazdego z uzwojen z

pradami wszystkich uzwojen oraz katem = wskazuje, ze funkcja ko-energii E  (i,¢),
obrotu. Takie modele tworzone w oparciu 0 gdzie j= {i, - iy} jest zbiorem liniowo
formalizm Lagrange’a maja pewne
ograniczenia, gdyz — teoretycznie — nie
pozwalaja na reprezentacj¢ przewodzacych
elementéw oraz histerezy obwodu magne-
tycznego. Ich zaletg jest znacznie wygodniejsze
modelowanie  zagadnien eksploatacyjnych
bardziej ztozonych uktadow, w ktorych
maszyny elektryczne sa elementem kluczowym.
Ogéblna posta¢ rownan Lagrange’a maszyn
pradu przemiennego o N niezaleznych
uzwojeniach

niezaleznych pradow, jest catkowicie wystar-
czajgca do opisu maszyny. Jest to jednak
nicliniowa funkcja wielu zmiennych, ktorej
posta¢ nie jest znana, jak to ma miejsce w
przypadku zatozenia liniowosci obwodu mag-
netycznego. Aproksymacja funkcji ko-energii
jest przedmiotem wielu prac [1][4][7], lecz w
najogdlniejszym przypadku pozostaje jedynie
zastosowanie szeregu Taylora w postaci
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gdzie d"E_ (0,p) oznacza rdzniczke rzedu n

obliczang dla zerowych wartosci wszystkich
pradow.

Réwnania elektryczne maszyny z nieliniowym
obwodem magnetycznym sg  najczgsciej
zapisywane w postaci

SR =, Q)
dla ne{l,2,..,N}, w ktorych wystepuja stru-
mienie sprze¢zone uzwojen maszyny v, (i,¢)
spetniajace zwigzki

- aEmu (i’ qo)
0i

n

v, (1,9) , ne{l,2,.,N} (3)

Bardzo czesto uzywana jest takze forma tych
réwnan postugujaca si¢ indukcyjnosciami dyna-
micznymi

oy, (i,p) _ 0°E,,(i,9)
di, di, 0i,

n k (1 (P) (4)
dla n,k €{1,2,...,N}. Wowczas przyjmuja one w
zapisie macierzowym postaé

di ded¥(i,e)
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Rownaniom maszyny mozna nadaé postaé

nawigzujacg do klasycznej ich postaci z macierza

indukcyjnosci

i(L(i,¢).i)+R.i:u (6)
dt

Elementy L, ,(i,9) takiej macierzy indukcyj-

nosci sg funkcjami wszystkich pradow oraz kata
obrotu. Macierz L(i,) nie jest jednak
jednoznacznie okreSlona. Zalozenie o jej
symetrii pozwala jednoznacznie okresli¢ jej
elementy, definiujac je jako indukcyjnosci
nieliniowe [1].

W pracach [1][4] zaproponowano zmodyfiko-
wang forme zapisu szeregu Taylora funkcji ko-
energii dla maszyn elektrycznych, wprowadzajac
formy wyzszych rzedéw, na wzoér formy
kwadratowej, opisujacej ko-energic ukladu
cewek o liniowych charakterystykach. W tym
zapisie funkcja ko-energii przyjmuje formeg

E,(,p)=3i" A, (p)-i+

%' dlagN[ ir]'AZ (p)-diagyfi - i]-i+
+1i dlagN[ ir]-diagNz [iT lr]' A (9)-
- diag . [1 i]-diagN[i i]-i+--- (7)

Wyodrebniono w nim macierze A,(¢), Aj (p)

oraz A; (¢), ktorych elementy zaleza jedynie

od kata obrotu, a nie zaleza od pradéw.
Wygodnigjszy jest jednak zapis

Emo(l ¢7)_] T 2(¢)i+
T AL Lp) i+ A L) i+ (8)

w ktorym macierze A,(¢),A,(1,¢), A;>1,¢)
wynikaja z formy (7), a funkcja ko-energii jest
sumg form kwadratowych pradoéw utworzonych
na bazie tych macierzy. Pozwala to zapisac
wektor  strumieni  skojarzonych  uzwojen
maszyny w postaci

(i, 0) = (A, (@) + A, L)+ A 1Lp)+)1(9)

a macierze indukcyjnosci dynamicznych i nie-
liniowych jako

L,(i,9)=A,(9)+3A,(i,9) +5A,(1,9) +---(10)
L .(1,0)=A(@)+A,14p)+Al,0)+ (11)

We wszystkich powyzszych zaleznosciach
wystepuja te same wspotczynniki state, zalezne
od kata ¢, ktére sg zgrupowane w macierzach

A (@), Ai(9), A(9),...

statych dla zadanego polozenia wirnika. W celu
opisu maszyny elektrycznej uwzgledniajacego
nieliniowo$¢ obwodu magnetycznego nalezy te
wspotczynniki  wyznaczy€, Kkorzystajac z
wynikow obliczania rozktadu pola mag-
netycznego metodami numerycznymi.

W pracy opisano algorytm okre$lania ele-

mentow macierzy A,(¢),A; (¢),A; (¢),... na

o elementach

podstawie wartosci ko-energii oraz strumieni
skojarzonych obliczonych numerycznie z
rozktadu pola magnetycznego dla okreslonego
zbioru wartosci pradow i={i --- iy}, a
takze nieco zmodyfikowany uwzgledniajacy
takze warto$ci indukcyjnosci dynamicznych.
Pozwalaja one na redukcje liczby przypadkow
numerycznego obliczania rozktadu pola gdyz
dla  obliczenia  wspotczynnikow  funkcji
aproksymujacych wykorzystywane sa zarowno
wartosci  ko-energii jaki rowniez wartosci
strumieni skojarzonych (czyli pochodnych
funkcji ko-energii wzgledem poszczegodlnych
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pradow), ktore mozna obliczy¢ na podstawie
tego samego rozkladu pola magnetycznego.

2. Opis algorytmu aproksymacji funkcji
ko-energii i strumieni skojarzonych
Metodologia okreslania wspotczynnikow funk-
cji aproksymujacych ko-energie, strumienie
skojarzone oraz indukcyjnosci dynamiczne i
nieliniowe zostanie przedstawiona na przykla-
dzie maszyny o dwoch uzwojeniach. Ma to na
celu  przejrzysta prezentacje jej  idei.
Dodatkowo, z tego samego powodu, ograni-
czono aproksymacje funkcji ko-energii do
pierwszych dwoch roézniczek w szeregu Taylora
. 1 1 4
Emo (11512) - @d Emo (030) +md Emo(oao)
W tym i dalszych zapisach pomini¢to zaleznos$¢
ko-energii oraz strumieni skojarzonych od kata
obrotu ¢, przyjmujac, ze obowiazuja one dla
wybranej wartoSci  tego kata. Funkcja
aproksymujgca ko-energi¢ ma w bezposrednim
zapisie szeregiem potggowym postac

Eo (i) =3 (Ag, '1'12 +2A, 01 + Ay ‘i22) +
(A it +4A 0 i +6A,, 0+
HAA iy + Ay dy) (12)
w ktorej wspotczynniki state sa okreslone przez

odpowiednie pochodne czastkowe funkcji
E, . (i,i,) obliczane dla zerowych wartosci
pradow. Kazdy z nich moze by¢ funkcja kata
@, czego nie uwzgledniono w zapisie. Przy
takiej  aproksymacji  funkcji  ko-energii
macierze A, oraz A,(i,i,) wystepujace w (8),
(9), (10) 1 (11) maja postaci

Az,o A1,1
A=l A D
L1 0,2

(i i 00
Adii) =00
1 2

Ay, A, A, AL O
1A An Ay Agllh 0
Ay, A, A, A,Lll0 j
A, A, A, A,llo g

W konsekwencji, strumienie skojarzone uzwojen
nalezy aproksymowac funkcjami

OE,,, (i,i,)

=(Agg b+ A L)+
0i,

v, (1) =

(A iy +3A5 07 iy 385, 000y A Dy)
(13a)

%Z“lz) =(A G+ A, D)+
+(Agy i) +3A,, 0y +3A 500y Ay, )

(13b)

Z powyzszych zapisow jednoznacznie wynika,
ze we zaleznoSciach (12) oraz (13a,b)
wystepuja te same state wspotczynniki. W celu
ich okreslenia mozna wykorzysta¢ wszystkie
trzy powyzsze zalezno$ci jednoczes$nie. Nalezy
podkresli¢, ze komercyjne pakiety do analizy
pola magnetycznego umozliwiaja obliczanie
tych wartosci w fazie post-procesingu na
podstawie obliczonego rozktadu pola. Jezeli
oznaczy¢ przez E_ (n) warto$¢ ko-energii

w,(i,i,) =

obliczonej na podstawie rozktadu pola dla pary
pradow I,,,1,, oraz odpowiednio przez v, (n),

v, (n)
jarzonych kazdego z uzwojen, obliczone na
podstawie tego samego rozktadu pola, wowczas
mozna zapisa¢ nastepujacy uklad réwnan
algebraicznych liniowych, w ktorym nie-
wiadomymi sg wspotczynniki funkcji (12) oraz
(13a,b).

In>

oznaczy¢ wartosci strumieni  sko-

2

E (1) %Il,nz L5, %12,)1 Asp
yi(n) |=| I, L, 0 A, |+
y,(n) 0 L, L, A
%Il,n4 Il,n3 L, %Il,nz L,
+ L, 3,0, 31,17
0o Lo,
_A4,0_

2 3.1
I2,n3 O 2 (14)

A

A,

3L, L) |A
A

1

w

4

5
5
B
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Uktad roéwnan (14) otrzymano wykorzystujac
zarowno wartos¢ funkcji ko-energii jak i
warto$ci  jej pierwszych pochodnych
czastkowych dla wybranej warto$ci jej
zmiennych niezaleznych. Istotnym jest fakt, ze
mozna go utworzy¢ na podstawie jednego
rozwigzania rownan pola. Jest to uktad o
macierzy prostokatnej o ogélnej postaci

W(n)=1(n)-A (15)
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W ogélnym przypadku jego wymiary zaleza od
liczby uzwojen maszyny oraz liczby wyrazow
rozniczek uwzglednianych w  rozwinieciu
Taylora funkcji ko-energii. Liczba wierszy w
uktadzie (14) dla maszyny o M uzwojeniach
wynosi M+1. Liczba kolumn wzrasta bardzo
szybko wraz ze stopniem uwzglednianej
rozniczki oraz liczby uzwojen.

Uktad rownan (14) stanowi podstawe dla
zastosowania metody regresji liniowej do
wyznaczania wartosci wspotczynnikéw funkcji
aproksymujacych (12) oraz (13a,b). W tym celu
nalezy przeprowadzi¢ seri¢ obliczen wartos$ci
ko-energii oraz strumieni skojarzonych w
wybranym obszarze przestrzeni pradow i,i, .

Na podstawie takiego zbioru warto$ci mozna
utworzy¢ uktad rownan o postaci

W=I-A (16)

ztozonego z rownan (15) uporzadkowanych w
nastgpujacy sposob

w) I()
W(2 12
@10, n
WIN) | [I(N)
Metoda regresji prowadzi do wyrazenia
okreslajacego wektor A o postaci
A=)y ) w (18)

w ktorym macierz (IT -1 -)71 1" jest znana jako
macierz pseduo-odwortna Moore-Penrose’a dla
macierzy I [6].

Algorytm opisany w tym rozdziale pozwala w
istotny sposob ograniczy¢ ilo$¢ obliczen
koniecznych do obliczenia wspdtczynnikéw
funkcji  aproksymujacych ko-energic oraz
strumienie skojarzone uzwojen maszyny z
nieliniowym obwodem magnetycznym. Wazna
jego =zaleta jest jednoczesna aproksymacja
funkcji  ko-energii oraz jej pierwszych
pochodnych czastkowych, czyli strumieni sko-
jarzonych uzwojen maszyny.

3. Algorytm uwzgledniajacy dodatkowo
indukcyjnosci dynamiczne uzwojen

Algorytm opisany powyzej mozna rozbudowac
uwzgledniajagc ~ wyrazenia  aproksymujace
indukcyjnosci  dynamiczne, czyli  drugie
pochodne czastkowe funkcji ko-energii. Przy
zatozonej jej aproksymacji wielomianem (12)
indukcyjnosci dynamiczne sg aproksymowane

funkcjami, w ktorych wystepuja te same
wspotczynniki jak w zwigzkach (12) oraz
(13a,b)

6zEvnm(il’iZ)

Ldl,l(il,i2) = oi ) = AZ‘O +
1
+(3A,, i +6A, i i, +3A,,+i,")  (19a)
O*E (i.i
L52(i,1,) = T(z’llz) —A,,+
2
+(BA,, i’ +6A,, i, i, +3A,,-i,")  (19b)
O*E (i,i
Ldl’z (ipiz) = ”?0 (ll.,IZ) = Al 1 +
0i, Oi, ’
(A, i, +6A,, i, i, +3A,,-i,") (19¢)

W efekcie mozna powigkszy¢ uktad réwnan
(14) o dodatkowe trzy réwnania

_Em(’ (n)_ %Il,nz Il,n ! I2,n %12,)12
\ljl (n) 1Ln IZ,n O _AZ!O
\l”Z (n) _ O Il,n Iz,n
d = AL+
L' i(n) 1 0 0 A '
L'2(n) 0 1 o |- ™
| La(m)] |0 0 1|
_%Il,n4 Il,n3 : IZ,n %Il,n2 : IZ,n
I],n3 3Il,n2 : 12,)1 3Il,n : IZ,nz
2
+ 0 Il,n3 311,;1 'IZ,n
311,)12 611,11 : IZ,n 312,n2
0 311,)12 6Il,n IZ,n
0 0 31,
Il n IZ n3 %IZ )14—_ B
g ' A4,o
IZ n 0
SR AR I
l,nO 2,n 20n Az’z (20)
2 A1,3
31,,
’ 2 A0,4
61],;1 : 12,)1 312," - N

W tych réwnaniach zachowano oznaczenia z
rownan (14). Aby je otrzymacé nalezy jednak
wykona¢ dwa dodatkowe obliczenia rozktadu
pola magnetycznego dla dwoch par pradow

(1, +Al .1, ) oraz (I,,I, +Al ),

1n> 1n>

zyskujac jednak trzy rownania. Indukcyjnosci
dynamiczne wynikaja z zaleznosci
- dla pierwszej pary pradow (I,, + AL,,L,,)

Ay, ,(n) I (n) = Ay, (n)
Al !

Ld, n)=
L1(n) Al

1n 1n
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- dla drugiej pary pradow (1,,.1,, + AL,)

A‘VQ,z (n) I (n) = A\III,Z (n)
Al "

L' (n)= AL

2n 2n

Poniewaz warto$ci L'21(n) oraz L'i2(n) muszg
by¢ rowne, w rzeczywistych obliczeniach
nalezatoby przyja¢

d _gd 1
L'iao(m)=Lh2(n)= 2[

Ay, ,(n) + AWZ,I(")J

AL, Al
Indukcyjnosci  dynamiczne mozna  takze
wyznaczy¢  korzystajac z  wzordw  na

aproksymacje drugich pochodnych czastko-
wych funkcji ko-energii lecz wymaga to
obliczania rozktadu pola dla czterech par
pradow: (I, +Al,,L,), (,,L, +AL,) oraz

(Iln - AIln’IZn) 4 (Iln’12n _AIZH) :

W  ogolnym przypadku liczba wierszy w
uktadzie (20) wyniesie 1+M+M-(M+1)/2,

gdzie M oznacza liczbe uzwojen maszyny.
Zatem dodatkowe obliczanie rozktadéw pola w
celu okreslenia indukcyjnosci dynamicznych
moze by¢ optacalne. Liczba kolumn, podobnie
jak w uktadzie (14), wzrasta bardzo szybko
wraz ze stopniem uwzglednianej r6zniczki oraz
liczby uzwojen.

Dalsze postgpowanie jest analogiczne jak w
przypadku algorytmu opisanego w poprzednim
rozdziale. Nalezy utworzy¢ uktad réwnan o
postaci (17), a nastgpnie okreslic wektor ze
wspotczynnikami z (18). Bazowy uktad réwnan
(20) uwzglednia drugie pochodne funkcji ko-
energii, wigc jej aproksymacja powinna by¢

lepsza lub wymaga¢ mniejszej liczby
powtorzen obliczania rozktadu pola
magnetycznego w maszynie.

4. Wnioski

W pracy opisano algorytmy, ktére formalizuja
sposob obliczania statych wspolczynnikow
wystepujacych w funkcjach aproksymujacych
ko-energie,  strumienie  skojarzone  oraz
indukcyjnosci wykorzystywane przy obwo-
dowym opisie maszyn elektrycznych z
nieliniowym obwodem magnetycznym. Ich
wazng zaletg jest ograniczenie liczby przy-
padkéw numerycznych obliczen rozktadu pola
magnetycznego w maszynie. Istotng nowoscig
jest takze fakt, ze przy aproksymacji
uwzglednia si¢ nie tylko wartosci funkcji ko-
energii, lecz rowniez jej pierwsze pochodne
czastkowe lub dodatkowo takze drugie
pochodne czastkowe.
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