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Streszczenie

������� �� ������������� ���������� �� �������������� ��������� ��
systemach pomiarowych jest zaprojektowanie analogowych filtrów 
����������������������������������������������������������������������
����� ��������� ������ �������� ����������� ���������� �� �������
przepustowym W artykule przedstawiona zostanie koncepcja 
������������������� �������� ������������� ��� ��������������
���������������� ������� ��� �������� ������������ �������� �� �������
��������������� ��� �������� ��������� ����� ������������ ���������ystyk 
����������� ���������� �������� ����� �� ����������� ������������� ��
������������ �� ����������� ������� ���������� �������� ��������
��������������������������������������������������������������������
ich stan nieustalony w sensie czasu ustalania przy minimalnych, 
�������������� ������������� �������� �� ����������� ���������������� ����
��������������� ������� �������� ���������� �� ���� ������������
��������������� �� ����� ���������� ��������� ������������� ��
�������������������������������������������������������������������

������ ���������� ���������� ���������� ������� ������������������
�����������������������������������������������������������������������
��������������������������������                                                                                                             

Phase-compensated time-varying filters
Abstract

One of the important problems of signal processing in measurement 
systems is to design a continuous–time filter that provides both a 
maximally flat magnitude response and a constant group delay over the 
desired frequency band. In this paper, we propose a concept of phase-
compensated lowpass Butterworth filters to whom the time-varying 
coefficients were introduced. At the beginning, an idea of the group delay 
compensation together with the problems resulted from the compensation 
in the time domain will be discussed. Next, the functions of coefficients of 
compensated filters will be selected so as to shorten their transient in the 
sense of the settling time at minimal and temporary signal distortions in 
the frequency domain. Such a designed systems will be compared with 
their classical equivalents in order to point out great advantages from the 
introduction of time-varying coefficients to the filter structures.

Keywords: signals filtering, lowpass filters, allpass filters, transient 
states, time-varying systems, group delay compensation

1. Wprowadzenie

�������� ����������� ��������� ��������� ������������
�������������������������������������������������������������
analogowej.

�����������������������������

��������������������������������������� ��������
��������������������������������������������������
�� ����� ����� ��� ���� ��� ��������� �������� ��������
naukowy doktora nauk technicznych. W 2002 roku 
�������� �������� �������� �������� ��bilitowanego 
nauk technicznych w dyscyplinie elektrotechnika na 
��������� ������������� ������������� ��������� ��
����������� ��� ����������� �������� �������� ��
����������� ����������� ������������� ��� ���������
�������������� ������������� ��������������� ��������
jest zatrudniony na stanowisku profesora 
nadzwyczajnego PS. Jego zainteresowania naukowe 
��� ������������ ��� ������ ������������ ����������� �� �������������� ��������� ���
�����������������������������������������������������������������������������
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������������������������������������������������������������
����������� ����������������� �� ���� ��������� ������������� ���
������� ���������������� � �������������������������������������
������������������������������������������������

Pojawia� ���� ����� ��������� �������� �������� ���������
analogowych, ������������ ����� ������ ���� ������ ������������
��������� ���������� ��������� ��� �������� �������� �������
���������� �� �������� ������� �������� ���������� ����������
���������������������
������������ ���������� ���������� ������� �� ��������� �����������

����� ������������ ������������ ���������� ��� ���� ����������
������������������� �� ����� �������� ��������������������� ���-[4]. 
������� ��� ��� ���������� ������� �� ��������� ����� ������������ ��
������� ���������������� �������� ��� ���� ����� �������� �� ������
��������� �� �������� ������������ ������������ ���������� ������
����������� �������� ��� �������� ������� ������������������� �����
�������� ���������� ������������������������������� ����� �����������
�������������������������������������������������������������
filtracji analogowej jest niewielki wybór struktur filtrów, które 
������������������������������������������
�����������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������
�����������������������������������������������������������������
������������ �������� ������������ ����������������� ��
�������������� ��������� ����� ������������� ��� �������������
����������� ���� ������������ ������� ������� ������������
�������������������������������������������������������������
filtrów analogowych.

2. ��������� ������������ �����������
grupowego

������������������������������������������ ����������������
�������������������� ���������� �������� �������������������
��������������������������������������������������������maganie,
���� ���������������� ������� ������� ����� �������� �� �������
�������������������� ����� �����������������������������������
������������������������
�������� ������������� ��������� ��� ������� �����������

aproksymacji charakterystyki amplitudowej, natomiast
charakterystyka fazowa jest efektem wtórnym tej aproksymacji. 
��� ��������� ������������������ ��������� �������� ���
���������������� ������������ ������� ������������������
���������������������������������������������������������������
rezultacie charakterystyka faz���� ��������� ������� ������



�������������� ��� �������� ������������� ������������ �����������
��������� ������ ���������������� ������� ��������� ��������
������������� �� ������� ������������� �������� ��������� ����������
jej linearyzacji  poprzez zastosowanie przesuwników fazowych 
��������� ���������������������� �� ���� ����� ������� ���
kompensowanego filtru o funkcji przenoszenia G(s�� ���������
��������������������������������������H(s) jak na rys. 1.

Rys. 1. Proces kompensacji charakterystyki fazowej
Fig. 1.    Process of phase characterictic compensation 

����������� ������� ������������ ��������� ��� ���������������
filtru ma na celu swobodne formowanie charakterystyki fazowej 
przy zachowaniu charakterystyki amplitudowej kompensowanego 
filtru G(s). W celu wyrównania ch�������������� �����������
���������� ������� ������ ����� ������� ���� ������ �������
������������� ��������� ����������� ���� ��������� ������
������������ ����������� �� �������������� ��������� ��������
������� ���������������������������� ��������� ��������������������
charakt��������� ����������� ����������� ��������� ����� ���
�������������������������������������������������������������
������������������������������� ��������������������������������
�������� ������� ������� �������� ������� ������� �������� ������-
przepustowych wprowadza d��������� ����������� ��� ��������
�������� ������ �������� ������� ���������������� ��������������
����������������������������������������������������������������
����������� ���������������� ��� ����� �� �� �� ��������������
���������������� � ��������� ���������� ����� ������terystyki
skokowe filtru Butterwortha przed i po kompensacji.

Rys. 2. �������������������������������������������������������������
Fig. 2.    Gropup delay of the Butterwoth filter before and after compensation

���� ������ �� ���������������� ������������yk kompensacja 
��������� ������ ����������� ��������� ���������������� �����������
���������� ������� ����� ��������� ��������� ������� �� �������
��������������������������������������������������������������
��������� ���������������� ����������� ���������� ������� ����
jed���� �������� ������������ ������ �������� ������ ��������������
�������������������������������������������������������������
�������� ����� ���������� ��������� �������� ������ ������������ ��

��������������� ���������� �� �������� ������� ���������
przedstawiona zostanie met����� ������ �������� ��������� ��������
czas trwania stanu nieustalonego filtrów poprzez uzmiennienie w 
����������������������������-[8] przy nieznacznych zaburzeniach 
������������������������������������������������

Rys. 3. Charakterystyki skokowe filtru Butterwortha przed i po kompensacji
Fig. 3.    Step responses of the Butterwoth filter before and after compensation

3. Koncepcja skompensowanego filtru o 
zmiennych w czasie parametrach

W tym rozdziale przedstawiona zostanie analiza uzmiennienia 
�����������ków dolnoprzepustowego filtru Butterwortha, który 
���������������������������������������������������� �������
Model matematyczny tak skonstruowanego filtru o zmiennych 
������������ ������ ������� ��� ������� �������������� �������
���������������������
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gdzie  x(t���������������������yn(t���������������������������������
�0, �� ����� �� �������� ������������ ��������� ������ ���������
��������������� ������������� ���������� ����� ������ ��������
����������� ������ �� ���������� �������� �������������� �������
����������������������������0p, �p������������������������������
������ ��������� �������������� ����� ������������� ����������
������������ ��������� ��� ������� ���������� ��� ����������
���������������������������������������������������������������
pozwoli na znaczne skrócenie stanów nieustalonych 
skompensowanych filtrów. W celu uproszczenia dalszych 
�������� ���������� ������������� ��� ���������� ������� ��� ��������
zbioru F�����������������������������������������F(t):

� �ppTF 0
1

0 ,,,, ���� �� (2)

� �)(),(),(),(),()( 0
1

0 tttTtttF pp ���� �� (3)

Kompensowany
Filtr

Przesuwnik
Fazowy

Skompensowany
Filtr

G(s)
)

H(s)



�������� ������������� �������� ����������� ���������������
��������������������������������������������������
� �����������������������������������������������������
� ��������������������������

Na podstawie ������ �������������� ����� ����������� ����������
������������������������������������F(t�������������������������
�������������������F�����������������������������������������
��������� �������������� ��������� ���������� �� �������� ��������
stanu nieustalonego mierzonego poprzez czas ustalania tu:
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���� )(11)( th
d
dFdtF (4)

gdzie d jest zakresem zmian funkcji F(t�� �������� ���������
������������

)(
)0(
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�
FF
Fd (5)

����������������������d �����������u ���������������������������
F(t�����������������������������������d�����������������������������
d����� �������� ����� ��������������� ������������� �� ������F(t) = F.
Funkcja h(t�� �������� ���������� ��� ����� ������������
�������������������������������������������e oscylacyjnym:
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gdzie: L-1 ����������������������������������������
Dla �f ��������������������������������������������������������
wzorem:
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(7)                        
gdzie: �f  ����� ����������� ������������� �������������� ��������
F(t��������0f��������������������������������F(t).
�������� ��� �������� ���� ������� ���� ���� ��������� ��� ����� ����
���������� �������� ����������� ������������� ���� ���������
������������������������������������������������
�������� ������������ ������ �������� ��������� ��� �������� ���

zbioru F(t����������������������������������, �0 i T-1 jest warunek 
��������������������������������������������, tzn.:

FtF
t

�
��

)(lim (8)

gdzie F� ����� ���������� ������� ���������� ������� ����������� ��
�������������� ��������� ������ ���������� �� �-�������������
��������������������������������������������������-��������������
����� �������� �������� �������� ������ �������������� �������� ���
������� ��������� ����������� �������� ��� �������� ���������
����������������������

�� uttFtF ��� dla)( (9)

4. Praca repetycyjna filtrów o zmiennych 
parametrach

Wprowadzanie do filtrów zmiennych w czasie parametrów jest 
szcze������� �������� ����� ������� �������������� �������������
����������������������������������������������������������������
��������� ������–������ �� ���� ����� ������ ������������ ������
�����������������������������������������������������. Czas ten 
������� ������� �� ���� �������� ���� ���� �������� ���������� ������
�������� �������� ������������ x(t) w czasie. Im mniejsza jest 
���������������������� ����������������������������������������
���������������������������������������������������������������
����� ���� ������������� ��������� ����� ������� ��������� ���������
�������� ������������ ����� �������� ���� ���������� ��� ����������
������� ���� ������ �������� ������� ��������� �� �������� �������� �����
�������� �� �������� ������� ��������� ��������������� ��������
�������� ������������ �������� �������� ������owego x(t) i 
������������ �������� ������������ x(t��) zdefiniowana
równaniem:

                    )()()( �� ��� txtxt                          (10)

����� ��������� ���������� ��� �������� ������������� �� �������
��������� �������� �������� �(t) porówn������ ����� �� ����������
���������c����������������������������������������������������
��������� �������������� ��������� �������� ����� ������������
�������� �������� ���������� �������� ������ ������� ����������
���������������������������������������������������������warunek:

ct �)(� (11)

������������������������������������������������������

1)( �t� (12)

w przeciwnym wypadku:

0)( �t� (13)

������� ����� ����� ���������� ��������� ��� �������� �����������
�������������� ������ ��������������� ��� ��� ������������ ��������
F(t�� ���������������� ���������� ���������������������������������
�������� �(t) jest równoznaczne z restartowaniem wszystkich 
�������� �������������� ����������� �������� ��� ��������� ����������
���������� �������� ������� �������� ���������� ���� ��������������
������������������������������������������������������������������
4.

Rys. 4. Schemat blokowy pracy repetycyjnej filtru o zmiennych parametrach
Fig. 4. Block diagram of continuous-running of time-varying filter

����� �� ������������ ��������� �������� ������������ x(t), który 
����� ���������� ���������� �������� �� ���������� �� �������
������������ �� ���������� ������������ ������� x(t�� ����� �����
�������� �� �������� �������������� ���� ������������ ����� ������
losowego o ograniczonej amplitudzie.



�����������������������������������������������x(t) przy pomocy 
zaprojektowanego filtru Butterwortha o zmiennych parametrach 
w trybie pracy cyklicznej oraz przy pomocy klasycznego 
����������������������������������������������������������������
parametrach jest zdecydowanie szybszy od swojego klasycznego 
�������������� �� ������������� ������������ �������� ���
cyklicznej pracy filtru nie pogars��� ����� ������������� ��
���������� ���� ����� �������� ������������ ���� ������������������
��� ������ ������� ��������� ����� ���������� ��� ��������������
�����������������������������������������������������������������
���������������������� ����������������������� �����enia stanu 
�������������� ������������ ������ ������� ������������� ��� �����
�������������������������������������������

Rys. 5.   �������������������������������������������������������������������
Fig. 5. Noisy input signal with step changed values

Rys. 6. Porównanie pracy skompensowanego filtru Butterwortha o zmiennych 
parametrach i jego klasycznego odpowiednika

Fig. 6. Comparison of the time–varying and time–invariant Butterworth filter 
responses in the continuous running mode

5. Podsumowanie

W artykule przeds�������� ���������� �������������������
�������� ��� �������������� ���������������� �������� ��� ��������
������������ �������� �� ������� ��������������� ��������
��������������������������������������������������������������
���� ������� ���� ��������������� ������ ������������ ����������
�������������������������������������������������������������
��������������� ������� �������� ���������� �� ���� ������������
���������������� ��������� �� ���� ������� ����� ��������� ��
wprowadzenia do struktur filtrów zmiennych w czasie 
��������������������������������������������������������������
��������� �� ���������� ������������� �� �������������� �������� ���
��������� ������������ ������� ���������� ���������� ���
���������������������������������������������������������������
���� ������ �������� �������� ������� ����������� �������������
���������� �������� ����� ��������� ���� ����������� �� ��������������
��������� ����� ����������� ������������ �������� �� ����������
�������������������������������������������������������������
������������������������������
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