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Streszczenie

W pracy przedstawiono wyniki badan symulacyjnych majacych na celu
poréwnanie jakosci rekonstrukcji funkcji rozktadu wielkosci czastek fazy
zdyspergowanej  uktadu  dyspersyjnego  realizowanej  poprzez
rozwigzywanie  problemu odwrotnego dla wynikéw  pomiaréw
nefelometrycznych oraz dla wynikéw pomiaréw turbidymetrycznych o
réznym stopniu zaklécenia przez btgdy losowe. W przypadku obu technik
pomiarowych zastosowano modele matematyczne oparte na teorii
rozpraszania $wiatta Mie. Uzyskane rezultaty wykazaty, ze rekonstrukcja
funkcji rozktadu na podstawie wynikéw pomiaréw turbidymetrycznych
charakteryzuje si¢ ogélnie wigksza doktadno$cia od rekonstrukcji na
podstawie ~ wynikéw  pomiaréw  nefelometrycznych.  Przewaga
rekonstrukcji  realizowanej w  oparciu o wyniki = pomiaré6w
turbidymetrycznych wyraznie zwigksza si¢ w przypadku, gdy dane
pomiarowe obu rodzajoéw obcigzone sa btgdami losowymi.

Stowa kluczowe: nefelometria, turbidymetria, rozpraszanie §wiatla, teoria
Mie, zagadnienie odwrotne

Inverse problem — quality of
reconstruction of particle size
distribution in nephelometric and
turbidimetric measurements

Abstract

The work presents results of the simulation research aiming comparison of
the quality of the reconstruction of the particle size distribution of the
dispersed phase of the dispersed system performed by solution of the
inverse problem for results of nephelometric and turbidimetric
measurements interfered to a various extent by random errors. In case of
both measurement techniques mathematical models based on Mie light
scattering theory were applied. Obtained results demonstrated that the
reconstruction of the particle size distribution on the basis of the results of
turbidimetric measurements is characterized by generally bigger accuracy
than the reconstruction on the basis of the results of nephelometric
measurements. The advantage of the reconstruction performed basing on
the results of turbidimetric measurements increases considerably in case
when the measurement data of both kinds are affected by random errors.

Keywords: nephelometry, turbidimetry, light scattering, Mie theory,
inverse problem

1. Wstep

Nefelometria i turbidymetria stanowia techniki pomiarowe
umozliwiajace posrednie wyznaczanie funkcji rozktadu wielkosci

czastek fazy zdyspergowanej uktadéw dyspersyjnych f(a),
gdzie @ oznacza promien objgtosci czastki, zdefiniowany jako
promien kuli o objgtosci réwnej objgtosci czastki.

W nefelometrii bezposredniemu pomiarowi podlega zaleznos¢
objgtosciowej  funkcji rozpraszania $wiatta w  ukladzie

dyspersyjnym od kata rozpraszania — ,3 (0) [1,2].

W turbidymetrii natomiast bezposredniemu pomiarowi
poddawana jest zalezno$¢ catkowitego wspéiczynnika ostabienia

$wiatla w uktadzie dyspersyjnym od jego dlugosci fali — C(ﬂ)

[1,2].

Wyznaczanie funkcji f(a)
zaleznosci ,B (0) lub C(Z) stanowi przyklad problemu
odwrotnego w pomiarach posrednich [1, 2]. Zadanie to opiera si¢

na wykorzystaniu modeli matematycznych pomiaréw, ktére
stanowia relacje matematyczne wiazace mierzone bezposrednio

na podstawie zmierzonej

zaleznosci z szukang funkcja f(a) .

Przyjecie odpowiednich zatozeh upraszczajacych umozliwia
sformutowanie modeli matematycznych obu rodzajéw pomiar6w
w ogélnej postaci réwnania catkowego Fredholma pierwszego
rodzaju. Wyrazone w ten spos6b modele réznia si¢ jedynie
postacia funkcji jadra. Odmienne wilasnosci tej funkcji
determinuja r6zna doktadno$¢ rekonstrukcji funkcji rozktadu

f(a)

nefelometrycznych oraz turbidymetrycznych. Celem badan
symulacyjnych omawianych w niniejszej pracy byto okreslenie i
poréwnanie jakosci rekonstrukcji w obu przypadkach dla réznych
poziomdw zaktécen danych pomiarowych.

dokonywanej w oparciu o wyniki pomiaréw

2. Modele matematyczne pomiarow

W pracy przyjeto nastepujace zatozenia upraszczajace [1, 2]:
osrodek dyspersyjny jest jednorodny i izotropowy,
faz¢ zdyspergowana tworza jednorodne i izotropowe
czastki o ksztalcie kulistym,
— $wiatlo padajace stanowi fala ptaska, monochromatyczna i
niespolaryzowana,
w uktadzie dyspersyjnym zachodzi sprezyste, jednokrotne i
niekoherentne rozpraszanie $wiatta.

Dzigki wprowadzonym uproszczeniom modele matematyczne
pomiaréw obu typéw mozna sformutowaé w postaci ogélnej za
pomoca nast¢pujacego réwnania catkowego  Fredholma
pierwszego rodzaju [1]:



PAK vol. 53, nr 9bis/2007

g(y)=[K(y,a)f(a)da. 1)

0
gdzie: (y) — zalezno$¢ podlegajaca w danej technice
pomiarowej bezposredniemu pomiarowi, K (y,a) — funkcja
jadra.
Modele matematyczne pomiaréw nefelometrycznych i

turbidymetrycznych réznia si¢ jedynie interpretacja fizyczna
zaleznosci g (y) oraz postacia funkcji K (y, a

Posta¢ funkcji K (y,a) zalezna jest od zastosowanego

modelu rozpraszania S$wiatta na pojedynczej czastce fazy
zdyspergowanej. W niniejszej pracy w przypadku obu
rozwazanych technik pomiarowych w charakterze tego modelu
wykorzystana zostala teoria Mie.

2.1. Model matematyczny pomiaréow
nefelometrycznych

W modelu matematycznym pomiaréw nefelometrycznych w

charakterze zaleznosci g (y) w réwnaniu (1) wystepuje funkcja

,3 ( 6 ), czyli zachodza tozsamosci:

g(y)= ). @)

Funkcja jadra réwnania catkowego (1) dla tego modelu dana
jest wyrazeniem [1]:

y=0,

1
K(y,a)E K(ﬁ,a)szk—zS“(a,B), 3)
gdzie: N , — liczba czastek fazy zdyspergowanej przypadajaca na
jednostke objetosci uktadu dyspersyjnego, k=2x / A — liczba
falowa, przy czym A - dlugos¢ fali $wiatlta rozpraszanego,
S 1 (Cl, 9) — odpowiedni element macierzy Muellera. Wielkos¢
S 1 (Cl, 9) w przypadku czastek fazy zdyspergowanej o
zespolonym wspéiczynniku zatamania N = +ik1 oraz
osrodka dyspersyjnego o zespolonym wspdtczynniku zatamania

N2 =n,+ ikz okreslaja nastgpujace wzory [1, 3, 4]:

Su(a,‘g,m):
1 4
EQSl(x,G,m)‘Z+‘Sz(x,t9,m)‘2),
gdzie:
= 2n+1
S 0, T, +b7T
x m ;nn{-l a n I'[) (5)
Sxﬁm izn+1a7+b7z)
,,Zlnn+1 noomnt

Wielkos¢ m w powyzszych réwnaniach oznacza wzgledny
wspotczynnik zalamania czastki wzgledem o$rodka okreslony
zaleznoscia [1, 3, 4]:
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m=-—, (6)

natomiast X stanowi tzw. parametr wielkosciowy (parametr Mie)
zdefiniowany zwiazkiem [1, 3, 4]:

27N ,
X=—". @)
A
Z, i T, w réwnaniach (5) oznaczaja funkcje specjalne

zdefiniowane wzorami [1, 3, 4]:

P!(cos@
7, (cos @)= "= ( ) ),
S
dP!(cos6) (8)
COS
7, (cosf) =—"——=,
de
gdzie Pn1 (COS 9) — stowarzyszona funkcja Legendre’a

pierwszego rodzaju stopnia 7 pierwszego rzgdu. Wielkosci &, i

b zwane wspélczynnikami rozpraszania,

s okre$lone sa

natomiast rOwnaniami [1, 3, 4]:

_my, (mx)y, (x) =y, ()Y, (mx)
my, (mx)&, (x) =&, (), (mx) ’

_ Y, (myy, (x) —my, (D, (mx)
v, (mx)&, (x) —mé, (O, (mx)

gdzie ¥/, ( ,0) i é: " ( ,0) oznaczaja funkcje Riccatiego-Bessela.
2.2. Model matematyczny pomiarow
turbidymetrycznych

W modelu matematycznym pomiaréw turbidymetrycznych w

charakterze zalezno$ci g (y) w réwnaniu (1) wystgpuje funkcja

C(ﬂ) , czyli zachodza tozsamosci:

g(y)=c(2). (10)

Funkcja jadra réwnania catkowego (1) dla tego modelu dana
jest wyrazeniem [1]:

K(y,a)=K(4.a)=N,

y=4,

(a,2). 11

oslab

gdzie: C oslab (a,/l) — przekrdj czynny na ostabienie $wiatla

pojedynczej  czastki  fazy  zdyspergowanej.  Wielko$¢
Coslab (a, ﬂ) okreslona jest wzorem [1, 3, 4]:
Couw = TR S (2n+1)a, +b,) 12
oslab — k & n an n : 12)
n=1
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Wspétezynniki @, i bn wystepujace w wyrazeniu (12) stanowia

wsp6tczynniki rozpraszania dane réwnaniami (9).
3. Zagadnienie odwrotne

Zadanie polegajace na wyznaczaniu funkcji f(a) na
podstawie uzyskanej w wyniku bezposrednich pomiaréw
zaleznosci g(y) w oparciu o model matematyczny pomiaréw

sformutowany ogélnie za pomoca réwnania (1) stanowi przyktad
zagadnienia odwrotnego w pomiarach posrednich.

Okazuje si¢, ze zaréwno w przypadku pomiaréw
nefelometrycznych, jak 1 turbidymetrycznych, rozwazany
problem jest zle postawiony, przez co jego rozwigzanie wymaga
postuzenia si¢ specjalnymi technikami matematycznymi zwanymi
algorytmami inwersyjnymi wykorzystujacymi aprioryczng wiedzg
o postaci funkcji f(a) [5].

W omawianych w niniejszej pracy badaniach stosowane byty
wylacznie numeryczne techniki inwersyjne adresowane dla
zdyskretyzowanej postaci rownania catkowego Fredholma
pierwszego rodzaju (1) otrzymywanej przez zastosowanie
kwadratury numerycznej realizowanej metoda prostokatéw w

skonczonym przedziale (amin 7. ) [1,4,5]:

g = Kf, (13)
gdzie:
g=[g(y) g(») gyl
f=[f(a) fla) - fla)],
(K),J ZK(aj’ yi)Aa’ (14)
a, = (i—%)Aa,
Aa - amax _amm
n

Do rozwiazywania rozwazanego problemu odwrotnego
sformutowanego w postaci dyskretnej za pomoca réwnania (13)
wykorzystywane byly nastgpujace liniowe techniki inwersyjne [1,
5]:

— metoda Twomey’a-Phillipsa z minimalizacja pigciu
r6znych miar braku gladkosci poszukiwanego rozwiazania:
kwadratu normy euklidesowej wektora f, sumy kwadratéw
kolejnych réznic pierwszego, drugiego i trzeciego rz¢du
wektora T, kwadratu normy euklidesowej réznicy wektora

rozwiazania f oraz wektora apriorycznie przyjgtego
rozwigzania prébnego P,

— metoda filtrowanej dekompozycji SVD z dwoma réznymi
schematami filtracji warto$ci osobliwych: z zerowaniem
najmniejszych  warto$ci  osobliwych, z regularyzacja
Tichonowa.

4. Badania symulacyjne

Badania przebiegaly w dwéch etapach. Celem fazy pierwszej
bylo uzyskanie danych pomiarowych w rezultacie symulacji
pomiaréw nefelometrycznych i turbidymetrycznych
przeprowadzonych dla tych samych parametréw uktadu
dyspersyjnego:

— liczby czastek fazy zdyspergowanej w jednostce objgtosci

uktadu dyspersyjnego N, = 10°m™,
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zespolonego wspoétczynnika zatamania czastek fazy
zdyspergowanej: N1 =1,55+1i0,0,

— zespolonego
dyspersyjnego: ]V2 =1,0+1:0,0,

wspoétczynnika zatamania osrodka

— zakresu warto$ci promienia czastek: d .. =0,1,U1’Il,

amax = 1’0Mn ’

numerycznych przez ciag 1 = 200
rozmieszczonych punktow,

— testowej funkcji rozktadu
zdyspergowanej danej wzorem:

»ftest (a) =
0,331, (a,0,45um,0,15um)+

reprezentowanego w  obliczeniach

réwnomiernie

wielko$ci  czastek fazy

15)
+017f,,,. (a,0,64m,0,lum)+
+ O’Sflognorm (Cl, 0’1’ 075)’
gdzie fnorm (a’ ﬂnorm 4 O-norm ) - funkcja gestosci

prawdopodobienstwa rozkladu normalnego zmiennej d o

wartosci oczekiwanej [, .~ oraz odchyleniu standardowym

Gnorm ’ f lognorm (Cl, lu lognorm > Glognorm ) - funkCJa gestoscl

prawdopodobienstwa rozktadu lognormalnego zmiennej d o

parametrach ,U,ognorm oraz O lognorm - Dyskretna reprezentacje
funkcji ftm (a) stanowit wektor ftm.

Symulacja pomiaréw nefelometrycznych realizowana byta dla
ciagu m =181 wartosci kata rozpraszania: ﬁi = (i — 1)- 1°
dlai=1,...,m, przy dlugosci fali A= 0,6328,[[111 .

Symulacja pomiaréw turbidymetrycznych przeprowadzona
zostata  dla  ciagu m=161 dlugosci  fali:

A, =0,25um+(i—1)-0,003125um dia i=1,...,m
obejmujacego zakres od 0,25,um do 0,75,um .
Wektory danych pomiarowych ﬁ i € uzyskane w wyniku

symulacji odpowiednio pomiaréw nefelometrycznych i
turbidymetrycznych i dalej oznaczane ogdlnie jako wektor &

poddawano nastgpnie zakléceniu przez sztucznie generowany
addytywny stacjonarny i nieskorelowany szum gaussowski
reprezentowany przez wektor &€, ktérego elementy stanowig
nieskorelowane zmienne losowe o rozktadzie normalnym z
zerowa wartos$cia oczekiwang i jednakowym odchyleniem

standardowym O, = 1% - max (g) .

Ostateczny rezultat przeprowadzonych symulacji stanowity
cztery wektory symulowanych danych pomiarowych g

odpowiadajace funkcji rozkladu flm (a): nie zakiécony

szumem wektor wynikéw pomiaréw nefelometrycznych oraz ten
sam wektor poddany zakléceniu szumem i nie zaklécony szumem
wektor wynikéw pomiaréw turbidymetrycznych oraz ten sam
wektor poddany zakt6ceniu szumem.

Druga faza badan obejmowata rozwiazywanie rozwazanego
zagadnienia odwrotnego — wyznaczanie z zastosowaniem kazdej z

wymienionych wcze$niej technik inwersyjnych wektora frekom

stanowiacego dyskretna reprezentacjg¢ rekonstruowanej funkcji
rozktadu f

rekons (a) na podstawie kazdego z czterech wektoréw

symulowanych danych pomiarowych & otrzymanych w
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pierwszym etapie badan. W procesie odwrotnym dla kazdego Za miar¢ doktadnosci rekonstrukeji funkeji rozktadu wielkos$ci
wektora & stosowany byl ten sam model matematyczny czastek przyjeto wielkosé [1]:
pomiaréw, co uzywany przy generacji tego wektora w ramach
symulacji. Uzyskiwany wektor frekum reprezentowat wartosci 1 2

N X A = _Z (frekuns,i - fz‘est,i) ' (16)
funkcji frekum (a) w dokfadnie tych samych punktach, w n-

ktérych wektor £ reprezentowat wartosci funkcji fr st (a)

test
Tab. 1. Zestawienie warto$ci parametru A charakteryzujacego doktadno$¢ rekonstrukcji funkcji rozktadu wielkosci czastek fazy zdyspergowanej uktadu dyspersyjnego
zrealizowanej poprzez rozwigzanie problemu odwrotnego dla wynikéw symulowanych pomiaréw nefelometrycznych oraz turbidymetrycznych obcigzonych réznym bigdem
wzglednym przy zastosowaniu oméwionych procedur inwersyjnych

Tab. 2. Comparison of the values of the A parameter characterizing the accuracy of the reconstruction of the particle size distribution of the dispersed phase of the dispersed

system performed by solution of the inverse problem for the results of simulated nephelometric and turbidimetric measurements affected by various relative errors using discussed
inverse procedures

RO‘?Z 3] nefelometria, nefelometria, turbidymetria, turbidymetria,
pomiaru, _ _ _ _
blad wzgl! p=0% p=1% p=0% p=1%
Procedura
inwersyjna
Twom.-Phill., norm. 0,068938 0,34742 0,058207 0,20016
Twom.-Phill., I rz. 0,074651 0,18218 0,096930 0,092585
Twom.-Phill., II rz. 0,010262 0,13346 0,0028386 0,022230
Twom.-Phill., III rz. 0,00043019 0,20925 0,00040669 0,039482
Twom.-Phill., aprior.2 0,065849 0,33624 0,039513 0,15754
SVD, zerow. 0,046616 0,33921 0,025040 0,18746
SVD, Tichon. 0,046542 0,34742 0,025040 0,19921
Srednia 0,044755 0,27074 0,035425 0,128381

! Btad wzgledny P danych pomiarowych & zdefiniowany jest jako wielkos¢: p = (O'g /max(g)) 100% .

5

-1 -
Jako aprioryczny poczatkowy rozktad wielkosci czastek przyjeto funkcjg stalq f(a)=1,um m 3 reprezentowang przez 1 -elementowy wektor

p=[1 - 1]T,um_1m_3.

5. Wyniki badan symulacyjnych
zdyspergowanej ukladu dyspersyjnego realizowanej poprzez
Rezultaty badan symulacyjnych zostaly zaprezentowane w tab. rozwiazywanie problemu odwrotnego dla wynikéw pomiaréw

1. Na podstawie danych zestawionych w tabeli mozna stwierdzi¢, nefelometrycznych oraz dla wynikow pomiaréw
7 funkeje rozkladu f turbidymetrycznych o réznym stopniu zaklécenia biedami

rekons (a) odtworzone w oparciu o wyniki losowymi. Dla obu technik pomiarowych stosowane byty modele

symulowanych pomiaréw turbidymetrycznych wykazuja ogdlnie matematyczne bazujace na teorii rozpraszania $wiatta Mie.
mniejsze odchylenie mierzone wartoscia A od rzeczywistej — Rezultaty badan wy.kazaly, ze rekgnstrukcja funkpji rozktadu na
testowej funkcji rozktadu f,,, (a) w poréwnaniu z funkcjami podstawie v&./ymkcfw. pomiarow 't.urbldyme/trycznlych

. . o o charakteryzuje si¢ ogélnie lepsza doktadno$cia w poréwnaniu z
odtworzonymi w oparciu o wyniki symulowanych pomiaréw rekonstrukcja na podstawie wynikéw pomiaréw
nefelometrycznych. Uogdlnienie to potwierdzaja wartosci A nefelometrycznych.

usrednione  dla  poszczegdlnych  stosowanych  technik

inwersyjnych. W przypadku rekonstrukcji funkcji f(a) na 7. Literatura
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W referacie zaprezentowane zostaly rezultaty badan
symulacyjnych przeprowadzonych w celu poréwnania jako$ci Artykut recenzowany
rekonstrukcji  funkcji  rozktadu  wielkosci  czastek  fazy






