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DRGANIA SWOBODNE PŁYTY I PASMA PŁYTOWEGO  

O ŚREDNIEJ GRUBOŚCI Z UMIARKOWANIE DUŻYMI UGIĘCIAMI 

 

Przedmiotem rozważań w artykule jest płyta i pasmo płytowe o średniej grubości, drgające z umiarkowanie dużymi prze-

mieszczeniami. W pracy podano układ pięciu równań opisujących w ogólnym przypadku drgania płyty średniej grubości. Są to 

cząstkowe równania różniczkowe, z których tylko dwa są równaniami liniowymi. Następnie przeanalizowano zginanie walcowe 

pasma płytowego o średniej grubości. W tym przypadku układ równań redukuje się do trzech równań z trzema niewiadomymi. 

Podano również równania i omówiono rozwiązanie drgań swobodnych analizowanego pasma płytowego. 

 

WSTĘP 

Pierwsza teoria drgań płyt o średniej grubości powstała na ba-
zie teorii belek Timoshenki [1], w której do klasycznej teorii zginania 
belek wprowadza się dwie poprawki. Timoshenko, bazując na zało-
żeniach Rayleigha [2], uwzględnił wpływ momentu obrotowego 
przekroju oraz dodatkowo uwzględnił naprężenia styczne. Jako 
pierwszy poprawki Timoshenki do teorii płyt wprowadził Reissner. 
Prace [3, 4] tego autora dotyczą statyki. Natomiast do zadań 
z dynamiki belek i płyt teorię Timoshenki pierwszy zastosował 
Ufland [5]. Teorię płyt średniej grubości opracował również Hencky 
[6], którą następnie wykorzystał w swoich pracach Mindlin [7, 8]. 
Płyty średniej grubości do dnia dzisiejszego są przedmiotem badań 
wielu autorów, między innymi [6-11]. 

W niniejszej pracy analizowane są drgania swobodne płyty 
i pasma płytowego o średniej grubości z umiarkowanie dużymi 
ugięciami. 

1. RÓWNANIA RUCHU PŁYTY ŚREDNIEJ GRUBOŚCI 

W niniejszej pracy przyjmujemy założenie, że obroty z  są 

pomijalne [12, 13], a także hipotezę kinematyczną na przemiesz-
czenia, wynikającą z pominięcia obciążeń stycznych na górnej 
i dolnej powierzchni płyty, w postaci 
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Wpływ odkształceń postaciowych w płycie uwzględniają nie-

znane funkcje x  oraz 
y . W ogólnym przypadku drgania płyty 

średniej grubości opisane są układem pięciu równań różniczkowych 
cząstkowych, z których tylko dwa są równaniami liniowymi:  
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(3) 
c.d. 

gdzie: 
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Dodatkowe równanie nierozdzielności ma postać 

2 22

2 2
0.

y xyx

x yy x

   
  

  
 (5) 

 
lub 

 

 

2
2 2 2

2 2

2 2

4

2

24 1

2
960 1

.

yx

y yx x

yx

w w w

x y x x

h w

x y x x

h

y y x x

x y





  





   
  

    

 
    

     

    
    

      

 
 
  

 (6) 

 

Wzór (6) łączy krzywiznę Gaussa z nieznanymi funkcjami x  i 
y , 

określającymi naprężenia styczne w płycie. Ze wzorów (6) wynikają 

związki wiążące elementy krzywizny Gaussa z funkcjami x  i 
y : 
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Warunek nierozdzielności (7) można napisać również w postaci 
całkowej [10]. 

2. PASMO PŁYTOWE ŚREDNIEJ GRUBOŚCI 

W przypadku zginania walcowego pasma płytowego o średniej 
grubości w płaszczyźnie x z  zachodzą związki: 
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a układ równań w tym przypadku redukuje się do układu trzech 

równań z trzema niewiadomymi: u , w  oraz x . Uwzględniając 

dodatkowo to, że siła bezwładności 
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, co wykazał autor pracy [14], układ 

równań redukuje się do dwóch, z których tylko jedno jest nieliniowe: 
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(9) 

 
W przypadku pominięcia poprawki Timoshenki na ścinanie 

( 0x  ) układ równań (9) redukuje się do dwóch równań nielinio-

wych w następującej postaci: 
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Jeśli z kolei pominiemy wpływ naprężeń z , (
0 0A  ) na od-

kształcenia pasma oraz obciążenie zewnętrzne q , to otrzymamy 

następującą zależność: 
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Ze wzoru (11) wynika, że x  nie zależy od współrzędnej x , a 

jedynie od czasu t . Można zatem zapisać dla pasma płytowego 

następujące zależności [15]: 
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3. DRGANIA SWOBODNE PASMA PŁYTOWEGO  
ŚREDNIEJ GRUBOŚCI 

Równanie drgań swobodnych pasma płytowego otrzymujemy 

przyjmując we wzorze (9)1 założenia, że 0q   i 
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 oraz 

zakładając siłę xN  według wzoru (12)2. Rozwiązanie równania 

przyjmujemy w postaci szeregu: 
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Po podstawieniu wzorów (13) do równania drgań swobodnych 
pasma płytowego otrzymujemy nieskończony układ równań: 
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gdzie:  
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W powyższych wzorach m  oznacza częstość drgań swobodnych 

pasma płytowego z uwzględnieniem poprawki Rayleigha. Przyjmu-

jąc 0mf   wyznaczamy całkę szczególną z równania: 
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Jeśli pasmo płytowe podparte jest przegubowo nieprzesuwnie na 

krawędziach, to   0l t   i równanie (16) przybiera następującą 

postać: 
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Równanie (17) jest to tzw. równanie Duffinga, którego ścisłe rozwią-

zanie przy warunkach początkowych  0mf A  i  0 0mf   

podane jest np. w [16, 17]. 

PODSUMOWANIE 

Przedmiotem rozważań w niniejszego artykułu jest płyta i pa-
smo płytowe o średniej grubości drgające z umiarkowanie dużymi 
przemieszczeniami. W pracy podano układ pięciu równań opisują-
cych w ogólnym przypadku drgania płyty średniej grubości. Są to 
cząstkowe równania różniczkowe, z których tylko dwa są równa-
niami liniowymi. Następnie przeanalizowano zginanie walcowe 
pasma płytowego o średniej grubości. W tym przypadku układ 
równań redukuje się do trzech równań z trzema niewiadomymi. 
Podano również równania i omówiono rozwiązanie drgań swobod-
nych analizowanego pasma płytowego. 
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Free vibrations of thick plate and thick plate strip  
with moderate deflections 

In the paper, thick plate and thick plate strip is analysed. 

Transverse shear deformations and rotary inertia are consid-

ered. Displacements are assumed to be large. A system of five 

partial differential equations of vibrations of thick plate are 

given. Only two of them are linear equations. Bending of 

plate strip is considered also. Three equations of motion 

describe this problem. Equations and solution of free vibra-

tions of plate strip are given and discussed as well. 
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