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Pigty problem milenijny: istnienie pola Yanga-Millsa
i luka masowa

1. Wstep. Sposréd siedmiu probleméw milenijnych ten jest zdecydowa-
nie najtrudniejszy do opisanial. W wielkim skrécie polega on na stworzeniu
matematycznych podstaw dla teorii czastek elementarnych, na podobien-
stwo szczegblnej i ogdlnej teorii wzglednodci oraz mechaniki kwantowej. Te
ostatnie stanowia centralne odkrycia fizyki pierwszej éwierci XX wieku i sa
dosy¢ dobrze znane matematykom. W sumie sa to tylko réwnania réznicz-
kowe czastkowe.

Pozostate trzy éwierci zeszlego wieku, z punktu widzenia fizykéw, sg
po$wiecone gléwnie opracowaniu teorii oddzialywan czastek elementarnych.
Na poczatku lat 1950-tych ukonczono elektrodynamike kwantowa; (jej hi-
stori¢ pieknie opisal noblista S. Weinberg w pierwszym rozdziale monografii
[We]). W 1954 roku ukazala sig praca C. Yanga i R. Millsa [YM], w ktérej
zaproponowali rozszerzenie abelowej grupy G = U(1) symetrii elektronéw,
pozytonéw i fotonéw na przypadek nieabelowy. Wiasnie pola Yanga-Millsa
okazaly sie niezwykle uzyteczne w dalszej klasyfikacji czastek elementar-
nych. Chodzi gléwnie o teorig¢ oddzialywan stabych z G = SU(2) x U(1)
i o chromodynamike kwantowg z G = SU(3). Fizycy cieszg sie, bo dzigki
umiejetnej regularyzacji (nazywanej renormalizacja) pewnych rozbieznych
calek, wyrazajacych amplitudy prawdopodobienstwa zachodzenia okreslo-
nych proceséw, udalo si¢ im uzyskaé wyniki wysoce zgodne z danymi do-
$wiadczalnymi.

Niestety, matematycy przestali ‘nadazaé’ za fizykami. W pewnym sensie
kwantows teorie pola mozna traktowaé jako teori¢ réwnan rézniczkowych

1991 Mathematics Subject Classification: 81T13, 81T08.

Key words and phrases: problemy milenijne, kwantowa teoria pola, pola Yanga-Millsa

Praca napisana w ramach tematu KBN No 2 P03A 010 22.

! Gdy po raz pierwszy WM zaproponowaly mi napisanie artykulu na ten temat, odmé-
witem. Z czasem zmienilem zdanie, powodowany po czesci ambicja, a po czesci wstydem;
swego czasu krotko zajmowalem si¢ podobna tematyka.



24 H. Zoladek

czastkowych nieskonczenie wielu zmiennych. Z pewnymi klasycznymi ope-
ratorami rézniczkowymi nalezy jednak postepowaé ostroznie. Fizycy ‘czujg’,
jak nalezy traktowaé, np. laplasjan na przestrzeni funkcyjnej lub uklad nie-
skoficzenie wielu oscylatoréw harmonicznych. Matematycy dopiero oswajaja
si¢ z takimi nieskonczono$ciami.
 Piaty problem milenijny polega na ‘dogonieniu’ i ‘poprawieniu’ fizykéw.
Zostat on opracowany przez A. Jaffe i E. Wittena [JW] (patrz takze [Wit]),
gdzie wydzielono teorie Yanga-Millsa jako:
— centralng w fizyce,
— wazna matematycznie,
— reprezentatywna dla trudnosci pojawiajacych sie w kwantowej teorii
pola.
Oto oryginalne sformulowanie problemu: udowodnidé, ze dla dowolnej pro-
stej zwartej grupy cechowania kwantowe pole Yanga—-Millsa istnieje i posiada
luke masowg.

Nastepne paragrafy tego artykulu stuzg krétkiemu przedstawieniu ma-
tematycznych aspektéw kwantowej teorii pola, zwigzanych z piatym proble-
mem milenijnym. Zaczniemy od skalarnego pola bozonowego, gdzie wprowa-
dzimy kilka istotnych pojeé (luka masowa, przestrzen Focka, model siatkowy,
grupa renormalizacyjna, asymptotyczna swoboda). Nastepnie opiszemy mo-
del elektrodynamiki kwantowej (z fermionami i grupg przeksztalcefi cecho-
wania). W kolejnym modelu Yanga-Millsa-Higgsa wprowadzimy nieabe-
lowe cechowania i opiszemy mechanizm Higgsa. Przy opisie chromodyna-
miki kwantowej opowiemy, na czym polega uwiezienie kwarkéw i lamanie
chiralnej symetrii.

Zakoncze ten wstep uwaga, ze w ostatnich dwudziestu latach metody
teorii pola okazaly sie zrédlem czysto matematycznych inspiracji. Oto przy-
kiady: niezmienniki Donaldsona i Seiberga—~Wittena 4-rozmaitosSci, niezmien-
niki typu Jonesa 3-rozmaitoSci, symetria lustrzana, kohomologie eliptyczne,
modularna natura charakteréw reprezentacji sporadycznych grup skonczo-
nych. Niestety, nie mozemy zatrzymywac si¢ na tych kuszacych tematach.

2. Model )\qﬁg euklidesowej teorii pola

2.1. Lagranzjan i dzialanie. [12,GJ2,We]. Przy okazji tworzenia teore-
tycznego aparatu relatywistycznej elektrodynamiki kwantowej fizycy prze-
prowadzili réwnolegle wyliczenia dla zdecydowanie prostszego modelu ska-
larnego pola bozonowego ¢ : R* — R z lagranzjanem

L(¢) = —¢7 + @2 + ...+ @2, +m?¢® + A¢*,

ktéry jest niezmienniczy wzgledem grupy Poincarégo (grupy izometrii prze-
strzeni Minkowskiego). Wygodnie jest przej$¢ do czasu urojonego t = iz,
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wtedy bowiem mozemy zdefiniowaé dodatnio okreslone dziatanie
$(6) = [¢(-A+m?)p+ g%,
R¢

z czystqg masqg m i z czystg stalg sprzeienia A.

2.2. Przestrzen Hilberta i Hamiltonian. [GJ2,Si]. Oczekuje sie, ze funk-
cja const -e~5(%) jest ‘gestoscia’ pewnego rozkladu prawdopodobiefistwa p
na przestrzeni §’(R?) (dystrybucji temperowanych). Ponadto miara warun-
kowa v indukowana na przestrzeni S’(R?~1), dystrybucji niezaleznych od zg. .
powinna definiowaé fizyczng przestrzen Hilberta H = Ly(S'(R?1),v), gene-
rowang przez wyrazenia 6o(zo) - [ f;, f; € S(R?™!) (traktowane jako ele-
menty Ly(S'(R?), u)). Przesuniecie (0,') — (s,2), s > 0, indukuje pewne
wlozenie H w Ly (S’(R?), u). Rzutujac obraz z powrotem na H otrzymujemy
polgrupe operatoréw e~ *H : H — M, tzw. macierzy przejscia. Jej generator
H jest operatorem Hamiltona.

2.3. Swobodne pole. [GJ2,Ne|. Powyzszy obrazek wydaje sie zbyt piekny,
aby byl prawdziwy. Jednakze dla A = 0 miara u rzeczywiscie istnieje. Jest
to miara gaussowska z funkcjg charakterystyczna

feif(@du((ﬁ) = exp [—-;— (f, (-A+ m2)’1 f)] , f€SERY,

gdzie f(¢) = ¢(f) = [¢f i w wykladniku [-] mamy iloczyn skalarny (.,-)
w L2 (Rd)

W przypadku d = 1 miara p definiuje stacjonarny proces stochastyczny
Ornsteina—Uhlenbecka {¢;} = {#(s)} z korelacjami (£s&:), = el
i ciggltymi realizacjami. (W przypadku l-wymiarowej czasoprzestrzeni cala

teoria jest dosyé¢ standardowa).

W przypadkach d > 2 jadro C(z,y) (propagator) operatora (—A + m2)_1
ma osobliwoé¢ wzdhuz diagonali: ~In|z —y| (d=2)i~ |z —y|*~* (d > 3).
Dlatego tez wielkosci ¢(z) nie reprezentujg zmiennych losowych ((¢*(z)) =
00). ¢ jest zmienng losowa o wartoSciach dystrybucyjnych i dopiero wielko$ci
f(®), f € S(RY), sa standardowymi zmiennymi losowymi. ¢ jest tzw. uogdl-
nionym polem losowym, nazywanym swobodnym polem bozonowym o ma-
sie m.

Miara p jest przykladem calki funkcjonalnej lub calki feynmanowskiej
po trajektoriach.

2.4. Interpretacja masy. [JW,GJ2]. Nietrudno pokazaé oszacowanie-
(21)  [(F@)GQ) — (FP) (G| < C-emmtistsurp Pauro 6),

dla funkcji F, G w postaci iloczynéw prébnych funkcji o zwartych i odleglych
no$nikach. Zatem masa m jest wyktadnikiem ubywania korelacyi.
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Wielko§é m interpretuje si¢ takze jako luke masowqg w widmie operatora
Hamiltona H. Fizyczng przestrzen Hilberta H mozna utozsamié z nastepu-
jaca bozonowg przestrzenig Focka

F(X)=CNOXSSXDBX ... =5(X),

gdzie
X = Ly(R*1,d% 1p/+/m? + p?)

jest przestrzenig Hilberta standéw 1-czgstkowych w obrazie pedéw p, zas S7X
sg symetrycznymi potegami tensorowymi X. Hamiltoniam H jest utozsa-
miany z

0E®(E®R0+0®E)®...,

gdzie E : X — X jest operatorem mnozenia przez \/m?2 + p? (zgodnie ze
wzorem Einsteina E = mc?, gdy predkoéé swiatta ¢ = 1 i ped p = 0). Inna
definicja H, to Lo(S'(R41),v), gdzie miara v jest gaussowska z funkcja
charakterystyczng (e'/(#)) =exp [-1(f,(2E)7'f)].

Widaé, ze widmo H sklada sie z wartoSci wlasnej 0, z wektorem prozni
12 jako wilasnym, i z pélprostej [m, 00). Mamy oszacowanie

(22) I(UI,B_SHvz)HI < Ce"ms, v1,V2 € H @(C.Q

Oszacowania (2.1) i (2.2) stuza za definicj¢ masy réwniez w przypadku
samooddzialujacego pola.

2.5. Przyblizenie siatkowe. Niestety, gdy pole ¢ oddzialuje z samym soba
(A > 0), miary p nie mozna opisaé tak pigknymi wzorami jak w przypadku
swobodnym. Te miarg nalezy dopiero skonstruowad.

Najpierw zakladamy, ze (euklidesowa) czasoprzestrzen jest postaci

A = Ay = [-N,N¢nhz4,
czyli zbiorem punktéw siatki o oczkach dlugosci h zawartych w kostce o kra-

wedziach dlugosci 2N. Wtedy pole ¢ jest utozsamiane z konfiguracja ‘spi-
néw’ {¢(z),z € A} € RA. Wyrazenia

1 _ /
KNh= € F@ 1] déia),
z€EA

d 1 ’
P= S w Y (eerre)-s@) +

zE€AUBA v=1,...d,
z+he, EAUBA

+m? Y hie?(z) + 2 ) hit(z)
z€A zEA

zadaja miare probabilistyczna na przestrzeni RY:. Tutaj 3 (¢(z + he,) —
¢(z)) odpowiada pochodnej czastkowej w kierunku wersora e, i zaktadamy,
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ze na brzegu OA = {z € hZ?: dist(z,A) = h} jest zadany ustalony uklad
spinéw. Stala Z nazywa si¢ sumg statystyczng.

Spodziewamy sie, ze dla duzych N i matych h powyzszy model siatkowy
przybliza model ciggly. Na przyklad, ¢(z) := é(xz), gdzie x. jest funkcja
probng o malym no$niku wokét z € A.

2.6. Granica termodynamiczna. Jesli chodzi o granice, gdy N — oo, a h
jest stale, to mozna postuzy¢ sie¢ metodami mechaniki statystycznej. Jest to
tak zwana granica termodynamiczna, a odpowiednia miara na R ‘ jest na-
zywana granicznym rozktadem Gibbsa. Wiadomo, ze ta granica istnieje dla
dowolnych statych m, A i dowolnych warunkéw brzegowych (patrz [GJ2,Si]).
Dla malych A metoda tzw. rozwinie¢ gronowych dowodzi si¢ niezaleznoSci
granicznego rozkladu od warunkéw brzegowych. Dla duzych \ mogg wysta-
pi¢ przejicia fazowe (niejednoznaczno$é granicznej miary).

2.7. Renormalizacja. Niestety, z granica przy h — 0 juz tak prosto nie
jest. Pojawiajg si¢ nieskonczonosci juz w pierwszych wyrazach rozwiniecia
wzgledem poteg M. Na przyklad, <¢4(w0)>ﬂNh [x=0 — 00, bo ¢*(zo) nie
istnieje dla ciaglego pola swobodnego. Tutaj }enomalizacja polega na za-
mianie jednomianu ¢* wielomianem Hermite’a (lub Wicka) : ¢? := ¢* —
642 (9%),, , +3(¢%). ; wedy (: ¢*:) = 0 np. (: ¢*(zo) = ¢*(21) 1) =
41 (¢(wo)d(z1))" -

Nawet po tej stosunkowo elementarnej modyfikacji nadal mogg si¢ poja-
wié rozbieznosci, zwigzane z rozbieznoscig szeregu poteg A. Wypada mody-
fikowaé czysta mase m = m(N, h) i czysta stala sprzezenia A = A(N, h). Te
modyfikacje udaje si¢ zorganizowaé wprowadzajac pewne skalowania. Przej-
Scie od jednej skali do drugiej polega na zamianie odleglo$ci A miedzy we-
zlami siatki na A’ = h/2 i réwnoczesnym rozszerzeniu obszaru N — N’ =
2%N. Uéredniajac po spinach w komérkach o mocy 2¢ z miary Gibbsa na
przestrzeni konfiguracji na Ay s dostaje si¢ miar¢ Gibbsa na przestrzeni
konfiguracji na Ay p, jednak ze zmienionymi parametrami m = 27Pm’ i
A = 277N, Odwrotna operacja do tego uSredniania nosi nazwe przeksztal-
cenia renormalizacyi. Jego iteracje tworza poélgrupe, nazywang grupg renor-
malizacyjng i oznaczang {R°}.

Pojawia si¢ pytanie o punkty stale grupy renormalizacyjnej. Sytuacja,
gdy A(s) — 0 przy s — oo, nazywa si¢ nadfioletowg asymptotyczng swobodg.
Przydomek nadfioletowa pochodzi stad, ze lokalizacja w malych komoérkach
przestrzennych implikuje stabg lokalizacjg¢ w przestrzeni peddéw, tj. pedy sa
duze (zasada Heisenberga).

2.8. Wyniki. [GJ1,GJ2]. Udalo si¢ udowodnié, ze dla d = 2 i d = 3 miary
KN, S3 zbiezne (w odpowiednim sensie) do pewnej miary granicznej p na
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S’(R%). Dla malych A\ miara p jest jednoznaczna i posiada luke masows
o szerokosci m + O(A).

Dla d > 5 jedyna mozliwa graniczna miara jest gaussowska (asympto-
tyczna swoboda).

Dla zmodyfikowanego modelu (A¢* — 24%), przy dusych A udowod-
niono istnienie przejécia fazowego. W zaleznosci od tego, jakie nakladacd
warunki brzegowe na A (dodatnie lub ujemne), otrzymuje si¢ rézne miary
graniczne.

Niestety, w fizycznie waznym przypadku d = 4 problem istnienia nieswo-
bodnego pola A@] jest otwarty (patrz [Ma2]). Trudnosci techniczne sa tutaj
ogromne i wyglada na to, ze badacze opadli z sit.

Inne wyttumaczenie zaniechania badan nad konstruktywnga teorig pola
lezy prawdopodobnie w pojawieniu si¢ topologicznej teorii pola (wersja teorii
strun), ktéra odniosta szereg spektakularnych sukceséw w czystej matema-
tyce. Wiekszo$¢é specjalistéw przeszia na te strone.

2.9. Powrdt do Minkowskiego. Majac miare u, spelniajaca szereg warun-
kéw (aksjomaty Osterwaldera—Schradera [OS], ktérych nie chee przytaczac),
definiuje sie funkcje Schwingera Sp(z1,...,Z,) wzorem

(Sns 1® ... ® fa) = (f1(9) - ful®)), fi € SE®Y).
Okazuje sie, ze te funkcje sg analityczne poza diagonalami z; = z; i prze-
dluzajg si¢ do dziedziny, gdzie pierwsze skladowe ;¢ sg urojone. Wtedy
dostaje sie funkcje Wightmana [SW] W, (t1,Z1,...,tn, Tn) interpretowane
nastepujaco:
(Wo, i ®...® fa) = (2,60m(f1) - - - M (fn) )3y,
gdzie pr(t, 2) = €7 §r(0,B)e™, & (durlmo)(9) : H — H, g € SR)
jest operatorem mnozenia przez g. Funkcje Wightmana ‘dobrze’ zachowuja
sie wzgledem dziatania grupy Poincarégo.
3. Elektrodynamika kwantowa

3.1. Lagranzjan i grupa cechowania. Lagranzjan ma postaé (patrz [We])

(3.1) L(,%,A) = Lr + Lywu,

gdzie

(3.2) Le(,%,A) = =Y % ([0, +ieA ]+ m)y
y7i

i

1 14
(3.3) Lym(4) = -7 ; F FH.
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Tllta'j "/}(ta :E) = (d)ﬂa cee 3"/’d-1‘)T ’ "/)(t’ f) = (’J’o»_- . a¢d—1) g spinorams re-
prezentujacymi pola elektrondw i pozytondw (1; nie sa sprzezeniami v;),
A(t, %) = (Ao,...Ad—1) jest potencjatem wektorowym pola elektromagne-
tycznego (koneksja) z tensorem natgzenia (krzywizng) F,, = 0,4, — 0, A,,
Fre = % gheg'BF,5, (9%P) = diag(—1,1,...,1) (metryka Minkowskiego
@,

w przestrzeni kostycznej) i macierze Diraca v* (ktérych nie wypisuje) de-
finiujg reprezentacje odpowiedniej algebry Clifforda (v#v* + y*y* = 2g*¥).
Stala sprzezenia e jest rowna fadunkowi elektronu i jest bardzo mala. W lite-
raturze sg rozwazane w zasadzie tylko przypadki d =2 id = 4. W obszarz~
euklidesowym t = iz trzeba wprowadzié pewne modyfikacje, np. 7§ = 4°
ivL =1/, j > 1izmiany niektérych znakéw (patrz [Mal]).

Lagranzjan (3.1) dopuszcza nieskoficzenie wymiarows grupe symetrii.
Jest to grupa przeksztalcen cechowania

¥(@) > E2(), (@) = Pa)e ), Au(a) — A,(2) - ~0,a(0),

gdzie a(z) jest dowolna funkcja rzeczywista. Ponadto fizycznie znaczace
obserwable sg niezmiennicze wzgledem przeksztatcen cechowania. To powo-
duje pewne komplikacje przy definiowaniu miary funkcjonalnej; nalezaloby
calkowaé po przestrzeni ilorazowej wzgledem dzialania grupy przeksztalcen
cechowania. Te problemy sa skutecznie rozwigzywane i nie bedziemy sie tu-
taj nimi zajmowac.

3.2. Calka Berezina. Kwantowanie rozpoczniemy od przypadku swo-
bodnych pél fermionowych 4,1, tj. gdy A = 0, w obszarze euklideso-
wym. Dzialanie z lagranzjanem (3.2) przybiera postaé¢ kwadratows wzgle-
dem pdl ¥ i ; jednakze subtelno$é polega na tym, ze wszystkie skla-
dowe 1/1,“1/),, sa antyprzemienne (réwniez pomigdzy soba): Y., = —P, 1,
Vb, = =, b, Yuhy = =3, W istocie mamy algebre Grassmana G ge-
nerowang przez ¥, (f), ¥, (f), f € S(R?) (odpowiednik algebry symetrycznej
S(S(R?)) € Lo(S’, u) z poprzedniego paragrafu).

Odpowiednikiem miary p jest pewien gaussowski funkcjonal (-) na alge-
brze G. To oznacza, ze

€2n Z( 1 5116.71 <£in£jn> )

gdzie sumuje SiQ po rozbiciach 7 zbioru {1, ..., 2n} na ciag uporzadkowanych
par (i, ji), gdzie k = 1,...,ni(—1)" jest znakiem odpowiedniej permutacji.
Tutaj & = ¥, (f) lub = ¢,(g) i tylko wielkosci
(m + Z’ng#)aﬁd

m2 + p2

(Balg)a(h) = [ FP)iP)

sa niezerowe, (f(p) oznacza transformacje Fouriera). Funkcjonal (-) czesto
interpretuje si¢ jako tak zwana calke Berezina (patrz [Ma2,We)).
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3.3. Konstrukcja miary. Aby skonstruowaé miare dla dzialania z pelnym
lagranzjanem (3.1) uzywa si¢ przyblizenia siatkowego. Wtedy mamy konfi-
guracje antyprzemiennych spinéw v, (z), ¥, (z) w punktach siatki A oraz
konfiguracje { g(xw} przyporzadkowujace parom (zy) najblizszych sasiadéw
z.y =z + he, € A liczby g(zy) = eTiheAu(z) ¢ Sl « C. Oznaczmy jeszcze
YViey) = :i:'yg dla y = x £ he,. Dzialanie przybiera postaé [Se,Wil]

=0 Z'{/J(.’L’)’l/)(x) +C2 Z ¢ Y(xy) 9 :cy)d)(y) +c3 ZQ&P
(zy)
W trzecim skladniku sumujemy po kwadratowych plakietkach P siatki A
i gop jest operatorem holonomii koneksji A wzdluz brzegu plakietki; do-
kladniej, jesli P = (a,b, ¢, d), to

gorP = G{ad)Y(dc)9{cb)9(ba)-
Stale ¢y, c2,c3 zalezg od h (dlugosé oczka siatki) i od stalych m (czysta
masa) oraz e (stala sprzezenia). Jak widaé, nie ma tu czlonu z dyskretng
pochodna czastkowa, ale w sumie po (zy) pola ¥ 11 sa brane w réznych
punktach. Latwo takze zobaczyé, ze gap = 1+ 3(eh)*Fa, + ....
Nastepny, najtrudniejszy krok konstrukcji polega na pokazaniu istnienia
granicy, przy N — oo (rozmiar A =Apnp)ih— 0, ciaggu miar

—SHdw(mdw(x) T d96es)»

(zy)

gdzie [Jdydy jest calky Berezina. Podobnie jak w przypadku pola skalarnego
pojawia sie problem renormalizacji staltych c;.

O ile mi wiadomo, jedynie w 2-wymiarowym przypadku udowodniono
istnienie granicznej miary, oznaczanej QED,. Dokonali tego J. Frohlich i E.
Seiler [FS], uzywajac pewnego triku polegajacego na przeksztalceniu tego
modelu w model pola skalarnego z oddzialywaniem : sin¢ : (patrz takze
[Se,F)).

4. Model Yanga-Millsa—Higgsa. Tutaj mamy pole wektorowe ¢(x) €
R*, tzw. pole Higgsa, oraz pole Yanga—Millsa A,(z) € g, gdzie g jest algebra
Liego pewnej zwartej grupy Liego G. 1-forma A = ) A,dx,, jest traktowana
jako forma koneksji trywialnej wiazki ad, z wiéknem g i z dzialaniem do-
laczonym grupy G, nad R?. W siatkowym przyblizeniu dzialanie przyjmuje
posta¢ S = Sy + Sy um, gdzie '

(4.1) Sy =c1 Y ($(x),U(gay))8(®)) + c2 ZV lp(2)1),

(xy)

(42) Sym =cs Y x(9ap)-
P
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Tutaj V jest pewnym prostym wielomianem ograniczonym z dotu, g(,,y € G
odpowiadaja operatorom przesuniecia réwnoleglego wzgledem koneksji A
wzdtuz krawedzi (zy), U : G — SO(RF) jest reprezentacja grupy G oraz
x : G — 8! c C jest pewnym charakterem. Przeksztalcenia cechowania
przybieraja postaé ¢(x) — U(kz)d(), gioy) — Kzg(zy)k; ' dla dowolnej
funkcji £ : A — G.

Poniewaz grupa G moze by¢ nieabelowa, wiec krzywizna koneksji A moze
by¢ nieliniowa wzgledem skladowych A%, p = 1,...d, j = 1,...,dimg :
w ciaglej przestrzeni Minkowskiego mamy

F,, =0,A, — 0, A, +19[Au, A,

gdzie g jest stala sprzezenia. Zatem i przy kwantowaniu pojawiajg sie do-
datkowe trudnosci. ’

Dla fizykéw ten model jest wazny ze wzgledu na tzw. mechanizm Higg-
sa spontanicznego lamania symetrii i generowania czastek o dodatniej ma-
sie. To ma miejsce w modelu Weinberga-Salama z G = SU(2) x U(1),
(gdy do dziatania dodaé skiadnik fermionowy Sg). Gdy potencjal V(|¢|) =
A% - nz)z, to zbiér jego miniméw jest sferg S, = {|¢| = n}; zatem ‘stan
podstawowy’ lagranzjanu jest SO(k)-niezmienniczy. Tymczasem kwantowa-
nie prowadzi do calek po trajektoriach ‘skupionych’ wokét jednego, spon-
tanicznie wybranego, punktu ¢ € S,. Skladowe pola ¢ — ¢ w kierunku
prostopadlym do S, okazuja sie skalarnymi polami bozonowymi o dodatniej
masie m ~ $V"(n). .

W przypadkach d = 2id = 3 T. Balaban i inni [Ba,BBLJ,B1J] udowodnili
istnienie pola Yanga—Millsa-Higgsa oraz oszacowali luke masowa.

5. Chromodynamika kwantowa. Jest to teoria oddzialywania kwar-
kéw i gluonéw w 4-wymiarowej czasoprzestrzeni. Kwarki wystepujg w trzech
kolorach (chromos po grecku): u (up), d (down) i s (strange). Sa fermio-
nami i ich grupa symetrii to SU(3). Gluony odpowiadaja skladowym A* =
(Ai, AL, Al AL), i = 1,...,8 = dim SU(3) koneksji wiazki ad z grupa struk-
turalng SU(3). Lagranzjan ma posta¢ Lr + Ly u, podobng jak w elektrody-
namice kwantowej, z tg réznica, ze pole Yanga-Millsa jest nieabelowe (patrz
(4.2)—(4.3)) i lagranzjan fermionowy zawiera sumowanie po kolorowych in-
deksach kwarkowych spinoréw. Stala sprzezenia jest oznaczana przez g (za-
miast e) i bynajmniej nie jest mala. (Pominalem tutaj nowe kwarki b,c,t
charakteryzowane za pomocg tzw. zapachdw.)

Fizycy odkryli trzy charakterystyczne cechy tej teorii: asymptotyczna
swobode, uwiezienie kwarkéw i spontaniczne naruszenie chiralnej symetrii.
Oczywiscie, zadna z nich nie jest udowodniona $ciSle matematycznie.

Asymptotyczna swoboda oznacza, ze na malych odleglosciach kwarki nie
oddziatuja miedzy soba. To wynika z tego, ze to oddzialywanie (w tzw. obra-
zie oddzialywania) ma postaé¢ kulombowska o/r, gdzie stala a ewoluuje pod
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dzialaniem odpowiedniej grupy renormalizacyjnej. W szczegdlnosci, w skali
matych odleglosci (lub w skali duzych pedéw) ta stala okazuje si¢ bardzo
mala.

Poniewaz w eksperymentach nie udalo si¢ zaobserwowaé pojedynczych
kwarkéw, pojawil sie problem wyjasnienia tego zjawiska. K. Wilson [Wil]
zaproponowal nastepujace kryterium uwiezienia kwarkow:

(5.1) <X H 9(zy) > < Ce "0 k>0,

{zy)eC

gdzie C jest zamknietg petla utworzong z krawedzi siatki A (par (zy)), ilo-
czyn po parach jest uporzadkowany i A(C) oznacza pole powierzchni ogra-
niczonej przez C. Rzecz w tym, ze amplituda prawdopodobiefistwa procesu
kreacji pary kwark-antykwark ¢, g, gdzie nastepnie ¢q i § wedruja wzdtuz ka-
walkéw C) ¢ C3 krzywej C, aby w konicu zanihilowad sig, jest proporcjonalna
do tzw. petli Wilsona W(C) = x( [] 9(ay))- Oszacowanie (5.1) oznacza,
(zy)eC

ze mozliwo$¢ oddzielenia g od ¢ na duze odleglosci jest skrajnie mato praw-
dopodobna. Po wigcej szczegbiéw odsylam czytelnika do [Se,GJ3,Wil].

Na matych odlegloéciach réwniez masy kwarkéw daza do zera (w termi-
nach grupy renormalizacyjnej). Okazuje si¢, ze bezmasowe fermiony podle-
gaja dzialaniu grupy symetrii wigkszej niz SU(3); jest to grupa SU(3) x
SU(3)g symetrii chiralnej (patrz [Ok]). Rzecz w tym, ze istnieje dodatkowa
‘catka pierwsza’: rzut spinu na moment pedu. Jesli rzut spinu jest prze-
ciwny do momentu pedu, to spinor jest lewy (L), w przeciwnym przypadku
mamy spinor prawy (R). Matematycznie wyraza si¢ to w terminach war-
toéci wlasnych macierzy Diraca v° = —iv%y*y2+3; generatory SU(3)L g,
to -é—(l + v5)\;, gdzie tzw. macierze Gell-Manna \; generujg algebre Liego
SU(3) (patrz [We]). Analogicznie jak w modelu Higgsa, lagranzjan jest sy-
metryczny wzgledem SU(3)r x SU(3)g, ale przy kwantowaniu ta symetria
moze zostaé i bywa naruszona.

6. Problem milenijny i jego znaczenie. Przypomnijmy, ze chodzi
o skonstruowanie kwantowego pola z lagranzjanem (4.2) dla d = 4 oraz
o udowodnienie istnienia luki masowej.

Zauwazmy, ze w przypadku abelowej grupy cechowania pole A nie od-
dzialuje z samym sobg; pole elektromagnetyczne ma zerowa mase i poru-
sza sie z predkoScig $wiatla. W przypadku nieabelowym samooddzialywanie
jest spowodowane nieliniowymi wyrazami w (4.3). Tylko dzigki temu mozna
spodziewaé si¢ dodatniej masy i predkosci mniejszej od predkosci $wiatta.
Potwierdzajg to eksperymenty komputerowe (patrz [JW]).

Wykladnicze ubywanie korelacji oznaczaloby lokalno$¢ teorii, na duzych
odleglo$ciach oddzialywanie byloby mate. To pozwoliloby zastosowaé wyniki
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z R* do dowolnych 4-rozmaitosci. W tym sensie piaty problem milenijny jest
wazny réwniez z czysto matematycznego punktu widzenia.
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