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Streszczenie. Tematyka publikacji dotyczy propagacji fal termosprezystych, ze szcze-
gélnym uwzglednieniem refrakcji fal na granicy warstwy spoczywajacej na poélprze-
strzeni.

Analogicznie do wystepujacego w przypadku fal akustycznych lub elektromagnetycz-
nych efektu dopasowania falowego wprowadzono pojecie impedancji fali termosprezystej
i zbadano jej wptyw na odbicie i zalamanie tych fal na granicy osrodkéw.

Model osrodka opisuje obustronne sprzezenie oddzialywan mechanicznych i termicznych
z uwzglednieniem falowej propagacji ciepta w osrodkach.

Stowa kluczowe: hiperboliczna termosprezystosé, impedancja falowa osrodka termo-
sprezystego, refrakcja i dopasowania falowe

1. Wprowadzenie

Propagacja fal w o$rodkach warstwowych o réznych wiasnoéciach ter-
momechanicznych (z uwzglednieniem skonczonej predkosci rozchodzenia sie
ciepta) w przypadku obustronnego sprzezenia oddzialywan mechanicznych
i termicznych stanowi nowatorskie podejscie w zagadnieniach termospre-
zystosci.

Opis taki jest rozwinigciem prac z termosprezystosci migdzy innnymi
W. Nowackiego [15], S. Kaliskiego [13] oraz innych autoréw, w ktérych roz-
patrywano paraboliczne rownania ciepta. Pézniejsze rozwiniecia tych prac,
np. [8], [14], dotycza réwnan dyspersyjnych badz zagadnien propagacji fal
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w przestrzeni lub pélprzestrzeni [12]. Z pracy Gawinecki i inni [7] wyka-
zano istnienie fal powierzchniowych typu Rayleigha oraz fal termicznych
wraz z ich pelnym opisem geometrycznym i fizycznym w potprzestrzeni
dla liniowych réwnan hiperbolicznych termosprezystosci z dwoma czasami
relaksacji.

W wyzej wymienionych pracach badano zagadnienia brzegowo poczat-
kowe dla liniowch réwnan termosprezystosci. J. Gawinecki w pracach [1],
[2] udowodnil istnienie (po raz pierwszy) globalnych w czasie rozwiazan za-
gadnien poczatkowych i brzegowo poczatkowych dla nieliniowych réwnan
hiperbolicznych termosprezystosci w przestrzeni tréjwymiarowej metodami
przestrzeni Sobolewa i oszacowan energetycznych. W pracy J. Gawinec-
kiego i inni [5] podano warunki konieczne i wystarczajace do formowania
sie termicznych fal uderzeniowych w nieliniowej hiperbolicznej termospre-
zystosci.

W niniejszej pracy wyznaczono analityczne rozwigzanie opisujace pro-
pagacje zmodyfikowanych fal mechanicznych i termicznych w warstwie
i pOlprzestrzeni.

Ze wzgledu na praktyczny aspekt zagadnienia (np. w konstrukcjach
drogowych i lotniskowych), przeanalizowano refrakcje propagujacych sie
fal na granicy warstwy i pétprzestrzeni. Wykorzystujac odpowiedni dobér
wprowadzonych impedancji termosprezystych, mozna wplywaé na rozktad
temperatury i naprezen w osrodkach i minimalizowaé¢ negatywne skutki
m.in. termicznych oddzialywan na stan nosnosci nawierzchni.

2. Sformulowanie problemu

Zbadamy uklad warstwy na poélprzestrzeniach wypelnionych osrod-
kiem termosprezystym. Zgodnie z modelem termosprezystosci [5], [6] i falo-
wym modelem propagacji ciepta Pipkina—Gurtina [10] réwnania problemu
maja postac:

— réwnanie bilansu pedu
Ot (pv;) — Okoir, = 0, (1)
— réwnanie bilansu ciepla
de(e) — Ikar =0, (2)
— zwiazki konstytutywne
ik = ik, — (BN + 2u)a(0 — )ik + pein
e = pcyl + (3N + 2p)aboe (3)
k= —k(t) * Ok,
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gdzie #* oznacza operator splotu wzgledem czasu, Oyu =
= %(%v %Z’ %), v; — sktadowe wektora predkosci, o;, — sktadowe
tensora naprezen, e — energie wewnetrzna, g — sktadowe wektora stru-
mienia ciepta, § — temperature bezwzgledna, 6y — temperature odnie-
sienia oraz p — gesto$¢ masowa, A, u — state Lamégo, a — wspdlezynnik
rozszerzalnosci termicznej, ¢, — wspélczynnik ciepla wlasciwego, k(t)
— funkcje relaksacji wspolczynnika przewodnictwa ciepla, €;;, — skta-
dowe tensora odksztalcenia, ¢ = Tre;, — $lad tensora, odksztalcenie,
i,7k =1,2,3(x,y, z), t — zmienng czasowa.
Graficzny schemat rozpatrywanego zagadnienia przedstawiono na rys. 1.

L

h

Y 2

Rys 1. 1 — warstwa o grubodci h, 2 — pélprzestrzen,
@, — zewnetrzne oddziatywanie termiczne

Formulujemy problem graniczny (typu Danitowskiej) z nastepujacymi wa-
runkami, jesli

2=0 o) =0, ¢V =—p, (4)
jesli z=nh
(D = @)
o) — 52)
zz zz (5)
D = g
o) — p(2)

Ponadto przyjmujemy jednorodne warunki poczatkowe:
przy t<0 v;,=0, =0, 6=0 (6)
Przyjmujac jednorodny (niezalezny od x,y) rozktad oddzialywan zewnetrz-

nych ¢, = ¢.(t) na powierzchni z = 0, uproécimy problem, przyjmujac
zaleznosci opisujace v;, €, oraz 6 od zmiennych (¢, z).
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Wykonujac ponadto przeksztalcenie Laplacea wzgledem czasu t, po-
wyzsze rOwnania problemu dla warstwy i polprzestrzeni zapiszemy w po-

staci:
S$pU, — 0,5,, =0

7
se+0,q, =0 Q
Goo = (A +20)8.. — (3N +2u)aT
€=-eg+ pcyT + (3N + 2u)abé.. (8)
Qk = _%(8)7_-’ T(Z7t) = Q(Z,t) - 007

za$ warunki graniczne przyjmuja forme:

0 =0, ¢V=—¢., Jesli z=0 (9)
gV =q?, 0V =63 jedli z=h,
gdzie
Fes) = [ Szt at

Korzystajac ze znanej zaleznosci

0.v, = Oe.,
otrzymujemy zwiazek

0,0, = SE,,, (11)

W celu dalszego uproszczenia zapisow powyzszych rownan wprowadzimy
nastepujace oznaczenia

’L)g) = V1, U§2) = V2

(1) — 1) —
€,y =¢€1, 0, =01

(12)
5222) = €2, Uizz) =02
6N =6,, 03 =g,
Komplet dotychczasowych réwnan problemu zapiszemy w postaci:
S$ppUx — 0,0, =0 (13)

S,Okcvk'j;€ — ];Zk((“)z'j;f + (3)\k + 2uk)ak905k =0
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or = (A +201)ek — (3 + 2up) Ty
qx = _]%kazlz_;ﬁ

gdzie k = 1 dotyczy wielkosci w warstwie, k = 2 dotyczy wielko$ci w pot-
przestrzeni.

Przyjmujac jako wielkoéci niewiadome: X = [vy, e, Tx]T (zapisane w po-
staci macierzowej) oraz korzystajac z zaleznosci (11), otrzymujemy do roz-
wigzania nastepujacy uktad réwnan

(14)

1 _
$PKVk — g()\k: + 20) 020 + (2Ak + 2) 0T = 0

B (15)
ska’Uka — kkaQZj—k + (3)\k: + 2uk)ak90<?zz7k =0
z warunkami brzegowymi:
jesli z=0
1 _
—(A 2u1)0,01 — (3A 2 T71=0
f( 17+ p1)0.01 — (3A1 + 2p1 ) Ty (16)
klazﬂ = @z
jeSlizas z = h
=0 =T
]_ﬂlaz/j—l - ]%Qaz,j-Z
(17)

1 _
;0\1 +201)0.01 — (3A1 +2u1)anTq

1 _
= ;()\2 + 242)0,02 — (3A2 + 2u2) a7

Rozwiazujac powyzszy uklad rownan, wyznaczymy bezposrednio predkosci
masowe vy oraz temperature 7, w warstwie i polprzestrzeni.

Pozostale wielkosci: Gy, &, Gr obliczamy, wykorzystujac zaleznosci (11)
i(14).

3. Rozwigzanie og6lne sformulowanego problemu
Rozwiazanie ukladu réwnan (15) wyrazimy nastepujacymi formutami

’Z_'l — A16—711Z +Ble—711(2h—2)

To = Age12(3=h) =711k (18)

U1 = V1s + U1 (19)
Vg = Vg + V2T,
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gdzie
D1s = Cre V1% 4 Dye V1 (2h—2)

1T = Alale_wlz + blBle_'YTl(Qh_Z)

20
Uog = Cze—vsz(z—h)e—vslh (20)
vor = agAge” 1725,
zas (s, yr1) sa pierwiastkami réwnania charakterystycznego
(02 = 2) (W — A7) — i BruBa = 0, (21)
gdzie
1721 = i U:2rz = i
G Ch
o2 _ AL+ 2 o2 sky
sl — ) Tl —
Pl p1Cu

sg predkosciami odpowiednio fal sprezystych i termicznych. Ponadto

s(BN 4+ 2y

b = A+ 20

sa odpowiednio wspotczynnikami sprzezenia mechanicznego i termicznego.
Warunki brzegowe przyjmuja postac:

jesli z=0
1 _
—(A; 4+ 2u)0,01 — (3A 71 =0
f( l:“ p1)0:01 — (3A1 +2 )Ty (22)
klazﬂ = @z
oraz jesli z=h
U1 = U2
=T
1 _
;()\1 +201)0,01 — (BA\1 +2u1)anTq (23)

1 _
= E(Az + 242)0,02 — (3A2 + 2u2) a7
lz'lazlj—l - ]%Qaz,jé
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Temperatura 7; i 7o wyrazaja sie wzorami

']_i — L <6_7T1Z + 1- rT 6—7T1(2h—z)>
kiyyr1Mr 1+rp (24)
’]_E = 20- e—’YT2(Z—h)6—’YT1h7
k1yri (1 + rp) My
gdzie
kayro
rr = 2 y s
1YT1
1-— rT 2h (25)
Mr=1— — ¢ “M¥T1
T 14+7rp ¢ ’
Zatem obliczajac bezposrednio, otrzymujemy
ir = — @z BTl (e—'yle - e—’YTl(Qh—Z))
ki Mr v — 73 (26)
B = 20, BrayT2 o 1r2(z=h) g=yr1h

2 3
k1yriMr vg o — V79

Pozostate sktadniki 1, oraz vos wyznaczymy w jawnej formie, wykorzy-
stujac pozostate warunki brzegowe

_ @zﬁTlvgl +
k‘l’YT1MT(U2 _7:%1) T

8z7715|z:0 =

1-—
gdzie M} =1+ ST -2y,
1+ ry

2¢. 82712 1 o rih

9

V1s — U2 —h = — 27
(o1 ol kivriMr vy — Y3y @7
_ _ 2 _zeirleh BT 2 /BT
azvls - Caz’UZSS‘z:h — Ld : |:< 1’7T21 - C 2fYT2
k1yr1 Mr 51711 — s
3 A2 +2
ﬁTl (Br2 edzic ¢ = 2 + 242
14+ rT )\1 + 2,&1
Rozwiazujac powyzszy uktad réwnan, otrzymujemy
1 1—r
Co=C—F——, M;=1- % e~ 21 28
2 My(1+7s) B 1—1—7“86 (28)
2n

C — pse_’YSlh _|_pre’751h _
Vs1

_ ()‘2 + 2#2)’)/52
(A 201)Ys1
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@zﬁTlU§1
El’YTlMT(Ugl - ’7:2r1)
Ds = P2 +p3, DPr=Dp2—DP3
—2¢: 012712 1 J—
kiyriMr  vZ — A2,
B 2@, e Tk Briva, ¢ BravFs n Br1 — (Bra

p3 = : -
kiyriMr | v% — 92, V2, — V7, L+rr

p1 =

P2 =

oraz o .

C —_ — D 'Yslh
! Ms+2p€
C1-ry 1
- Ms14r, 220Se

Zatem mozemy wyraziC U1 na Uss wzorami

_ c 1 _
vls — (m + 2p,r_6’751h>e Ys1z

c 1—r ersih
_ il —¥s1(2h—2)
+<Msl+r5+ 2 ps>e

1
Ms(1+ )

'Yslh

1

Ty = c e 52(5=h) g—e1h

lub po przeksztalceniu

c 1—7r
L (O 5 —vs1(2h—2)
Us = s <€ N >

+ %(pre*%” + poe BTy erenh (30)

~ c 1 efvsg(th)ef%lh

”232E1+rs

WyznaczyliSmy zatem ogdlne rozwiazanie postawionego problemu w po-
staci transformat Laplace’a.

4. Analiza uzyskanego rozwigzania i podsumowanie

Uzyskane rozwiazanie wyraza superpozycje proceséw mechanicznych
i sprzezonych z nimi efektéw termicznych.

Istotnym elementem rozwigzania jest wystepowanie zjawiska refrak-
¢ji fal mechanicznych i termicznych. Refrakcje tych fal opisuje sie dwoma
parametrami:
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— wspotczynnikiem odbicia fali mechanicznej

(A2 + 2p2)7s2
(A1 4 201)7s1

s =

gdzie is = (A + 2u)7s jest impedancja fali mechanicznej osrodka oraz
— wspoétezynnikiem odbicia fali termiczne;j

_ kayr2
k1vyr1

rT

gdzie formula ip = kypr wyraza warto$¢ impedancji fali termicznej
oérodka.

Wspodlezynniki refrakeji

1—r 1—rp
= oraz wr = —,
147 1+ry

Ws w e (_1’1)

okredlajg stan ,dopasowania wlasnosci termomechanicznych w badanych
o$rodkach warstwy i podtoza.

Jezeli wr = 0, woéwczas nie wystepuje odbicie fali termicznej od granicy
o$rodkéw, analogicznie wy = 0 odpowiada brakom odbicia fali mechanicz-
nej w warstwie. W warunkach pelnego ,,dopasowania impedancji falowych
(rp = 1, rs = 1) procesy propagacji i oddzialywania fal w ukladzie war-
stwowym istotnie si¢ upraszczajg.

Pelna analize tego zjawiska, rozwiazanie w przestrzeni fizycznej (z,t), obli-
czenia szczegbtowe oraz graficzng prezentacje wynikow przedstawimy w na-
stepnej publikacji.

Zjawisko refrakcji fal odgrywa istotng role w rzeczywistych konstrukcjach
warstwowych, np. nawierzchniach drogowych i lotniskowych. Dobierajac
odpowiednio parametry termomechaniczne warstw i podloza mozna zmi-
nimalizowaé negatywne skutki oddzialtywan ruchu pojazdéw i warunkdw
klimatycznych na wymienione nawierzchnie.

7 okazji 25-lecia wspoélpracy naukowej w Instytucie Matematyki i Kryptologii

w dziedzinie zastosowann matematyki praca ta jest poSwiecona prof. n. mat. inz. Je-

rzemu Augustowi Gawineckiemu, bylemu Dyrektorowi Instytutu Matematyki i Krypto-
logii, obecnie Dziekanowi Wydzialu Cybernetyki

Autor J. Rafa

Artykul wplynagl do redakcji 7.11.2014. Zweryfikowang wersje po recenzji otrzymano
13.01.2015.
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JOZEF RAFA

Refraction and wave matching in hyperbolic thermoelasticity

Abstract The subject of the publication concerns the propagation of thermoelastic
waves with a particular emphasis on the refraction of waves at the boundary of
a layer laying (resting) on a halfspace. Analogously to the effect of wave matching,
which appears in the case of acoustic and electromagnetic waves, the impedance of
a thermoelastic wave has been introduced and its influence and the reflection and
refraction on the boundary at media has been investigated.

The model of the medium describes a mutual coupling of mechanical and thermal
interactions with a wave type propagation of heat in media taken into account.
Keywords: hyperbolic thermoelasticity, wave impedance of a thermoelastic me-
dium, refraction and wave matching



